11 Vektorovy soucin

Vektorovy soucin je operace definovana ve vektorovém prostoru dimenze 3, do které
vstupuji dva vektory (tj. binarni operace) a jejimz vysledkem je vektor na tyto
dva vektory kolmy (viz Obr. 22). Vektorovy soucin vektoru u, ¥ zapisujeme u X .
Vysledny vektor téz nazyvame vektorovy soucin. Zobecnénim vektorového soucinu

w = (0, 0, 5)

v=(-1,2 0)

u=(2 1,0

Obrazek 22: Vektorovy soucin w = @ X U

pro prostory dimenze n je tzv. ortogondlni dopinék n-1 vektori, operace, do niz
vstupuje n — 1 vektort a jejimz vysledkem je jeden vektor na vSechny tyto vektory
kolmy.

Formuli pro vypocet soutadnic vektorového soucinu u x ¢ odvodime na zakladé
nasledujicich tii pozadovanych vlastnosti vysledného vektoru (viz Obr. 23)):

b = (0, 0, 6)

v=(1,2,0)

u=(3,0,0)

Obrazek 23: || = |||V

sin ¢

i. Vektorovy soucin @ x ¥ je kolmy (ortogonalni) k vektorum u a o, tj.

(@x ¥) - i =0, (80)
(@ x 7) -7 =0. (81)

ii. Vektorovy soucin @ X U tvori spolu s nezavislymi vektory # a ¢ pravotocivou
bazi.
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iii. Velikost (norma) vektoru @ x ¢’ je rovna obsahu rovnobézniku vymezeného vek-
tory 4 a v, tj.

@ x 7] = |@]||7] sin ¢. (82)

Nejprve si uvédomime, jaké diisledky plynou z uvedenych vlastnosti pro pravotocivou
ortonormalni bazi vektorového prostoru V3. Uvazujme naptiklad kanonickou bazi a
oznac¢me si jejl vektory 4,7, k. ProtoZe jsou tyto vektory (i) na sebe kolmé, (ii)
tvori pro nezavislé « a ¢ pravotocCivou béazi a (iii) obsah rovnobézniku (¢tverce)
vymezeného kazdymi dvéma z nich je 1, je ziejmé, ze plati:

ixj=k kxi=3j, jxk=i, (83)
Ixi=—k ixk=—j, kxj=—i (84)
ixi=0,jxj=0 kxk=& (85)

Vektory u, v € V3 nyni vyjadiime pomoci vektoru této ortonormaéalni baze
ﬁ:uli—l—uzj—l—u;),k, UZUﬂ‘l‘Uzj‘Fng,

zapiseme jejich vektorovy soucin

—

T x T = (wi+ usj + ugk) x (vii + vo] + vsk),
ktery za predpokladu platnosti prislusného distributivniho zakona roznasobime

U X U =ujvil X & + w109t X 7+ uivgt X k+
+ ugu1j X @ + ugvo) X J + ugvzy X k+

+ U3U1E X Z—f— U3U2E X j—f— usvsk X E

a s pouzitim vztahti (83)), (84)), (85) zjednodusime na tvar

UX U= (U2’U3 — U3U2)i + (U3?)1 — ul?)g)j + (ul’U2 — UQ?)l)]C. (86)

Z (B6)) vyplyva, ze vektorovy soucin 4 X ¢ vektort 4 = (uy, ug, uz), v = (v1,v9, v3) je

vektor, fikejme mu treba w, jehoz soufadnice vypocitame ze soutadnic vektori u, v/
takto

W =1U X U= (ugv3 — U3V, Uzl — UIV3, UV — UgV1). (87)

Nyni si ovéfime, ze vektor W definovany (87) skuteéné spliiuje ony tfi vyse uvedené
pozadavky i-iii.

—

ad 1) Ovéfime splnéni podminek ortogonalnosti vektori « a w, resp. W a v

— —

W- U= (U X V) U = ugvsuy — UzVaU1 + UV Uy — U V3Ug + UTV2U3 — UV Uz = 0.
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—

W- U= (U X V) - U= ugv3v; — uzvaly + Ugl1V — UIV3Ve + U V9V — Ugv1V3 = 0.

ad ii) Pro ovéfeni, ze vektory u, v, W = @ x ¥ tvoii kladnou bézi dosadime za @ a
U vektory kanonické baze i = (1,0,0) a j = (0,1,0). Podle (87) je potom ¢ X j =
(0,0,1) = k. Vektorovy soucin skuteéné tvoii spolu s danymi dvéma vektory kladnou
bazi.

ad iii) To, ze vektor @ = 4 x ¥ definovany vztahem (87) ma normu |u x o] =
||| sin ¢, prokazeme dosazenim souradnic ptislusnych vektort. Pied tim vSak jesté
obé strany této rovnosti umocnime na druhou
’2

i x §)? = |i]?|0]* sin® ¢,

a vhodnou upravou s vyuzitim vztahu pro vypocet odchylky dvou vektori se zbavime
goniometrické funkce sin
@ > O = [a*[]*(1 - cos® ),

- 2 2 1217912 a2
@ x * = |a*d]* — @[] cos” p,

@ x o* = |a*|]* - (a- v)*. (88)
Unavné vypocty pri dosazeni soutadnic vektori do posledni rovnosti a ovéreni jeji
platnosti provedeme v programu wxMaxima.
Nejprve nacteme balicek funkci ,vect“ pro pocitani s vektory a zadame soutradnice
vektort u, U, W (vektorovy soudin je v Maximé reprezentovan symbolem ~, vysledek,

jak vidime, odpovida formuli (87))
(%1i1) load(vect)$
(%12) u:[ul,u2,u3]; v:[vl,v2,v3]; w:express(u™v);

(%02)  [ul, u2, u3]
(%03)  [v1,v2,v3]
(%04) [u2v3 —u3v2,ud3vl —ulv3,ul v2 — u2vl]

Poté zapiseme vztah (88) a odec¢tenim porovname jeji levou a pravou stranu.
(%15) Rovnice: (w.w)=(u.w)*(v.v)-(u.v)"2;

(%05)  (u2v3 —u3v2)* + (u3vl — ulv3)? + (ul v2 — u2vl)® =
(u3? + u2® +ul?) (v3% +v2?2 + 01%) — (u3v3 + u2v2 + ulvl)’

(%16) expand(lhs(Rovnice)-rhs(Rovnice));

(%06) 0

Vysledek 0 znamend, ze se obé strany (88) rovnaji. Platnost vztahu (82) pro vektor
W definovany formuli (87) je tim prokéazana.
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11.1 Vypocet vektorového soucinu

Vime, ze vektorovy soudin @ = u X ¥ vektort @ = (uy,us, uz), v = (v1,v2,v3) je
vektor, jehoZ soufadnice jsou dany vztahem (viz téz (87))

W =1U X U= (ugv3 — U3V, Uzl — UIV3, UTVy — UgV1). (89)

Neni vSak nutné si tento vztah pamatovat a souradnice vektorového souc¢inu pocitat
dosazenim do n€j. Ukazeme si zde nekteré jednodussi zptisoby jejich vypoctu. Za-
¢neme tim, ze si vSimneme, ze vyrazy pro jednotlivé souradnice vektorového soucinu
v (89) se daji zapsat ve formé determinantii matic fadu 2, které obsahuji souradnice
danych vektori o a v

> : (90)

UXU:(

Po rozepsani pomoci vektort kanonické baze dostaneme rovnost

Ug U3 Uy us Uy Usg

Vo U3 U1 U3 U1 Vg

—

Y2 Us i, (91)

Uy U3

—

up us
U1 U3

—

Ur U2
U1 Vg

Ui U Usg
jejiz pravou stranu muzeme interpretovat jako rozvoj determinantu | v; ve v3

g
podle posledniho fadku. Zapis vektorového soucinu vektort @ = (uq,uq,us), v =
(v1,v9,v3) ve formé tohoto determinantu se sndze pamatuje a pfinasi i podstatné

zjednoduseni vypoctu jeho souradnic

up U U
UXU=1|v vy v3g|. (92)

i j ok
Bud pracujeme primo s determinantem (92), nebo vyuzijeme néktery odvozeny al-
goritmus. Jako napiiklad ten nasledujici. Souradnice vektori 4, ¥ napiseme pod sebe
jako fadky matice (neni nutné psat zavorky), za kterou jesté pripiseme jeji prvni dva

sloupce

up Uz Uz U U2 (93)

U1 V2 U3 Ur U2
V tomto schématu potom postupné na vybrané dvojice sloupct (2. a 3., 3. a 4., 4. a
5.) uplatniujeme kriZové pravidlo a poc¢itame soufadnice vektorového soucinu u x ¢/

Uy | U2 Uz | Uy U2

> UgV3 — Uusvy,
V1 | V2 V3 |U1 V2

Up Ug | U3 U | U
— U3V1 — UV3,
U1 V2| V3 V1| V2

Ui U2 Uz |Ur U9

— U1V2 — UQV1.
Ur V2 U3 U1 U2
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11.2 Vlastnosti vektorového soucinu

Vétsinu vlastnosti vektorového soucinu jiz zname. Zde si je souhrnné zopakujeme a
pridame nékolik dalsich.
1) Vektorovy soudin @ X ¥ je kolmy k vektorum @ a o; @ X ¥ L @, V.

1

(2) Nezavislé vektory @ a ¢ tvori spolu s vektorovym soucinem @ x ¢ pravotocivou
(kladnou) bazi {u, v, @ x v'}. Jsou-li vektory w, v zavislé, je u x ¥ = 0.

(3) Vektorovy soudin 4 x ¥ neni komutativni; @ x v = — (¢ X @).

—

(4) Distributivnost vzhledem ke s¢itani vektort; (4 + ¢) X W = 4 X W + U X W

X

(6) Velikost (norma) vektoru @ x je rovna obsahu rovnobézniku vymezeného vektory

)
)
(5) Asociativnost vzhledem k nédsobeni skaldrem; (ci) x ¢ = 4 x (c¥) = ¢(u X )
)
U a

/U7
@ x @) = |@||7] sin . (94)

Dle (88)) plati pro druhou mocninu normy vektorového soucinu

—9 ——
2 212172 S o2 | U U
@ x o2 = [ — (@2 = | | (95)
0, RN 9 s
kde ;ﬁ * je tzv. [Gramiv determinant vektort i, v. Vztah |i x o]* = ‘ gﬁ 152

je potom specialnim piipadem tzv. Lagrangeovy identiti?

11.3 Uzitl vektorového soucinu

S riznymi aplikacemi vektorového soucinu se budeme setkavat v dalsich partiich
této publikace. Zde si uvedeme dva ptiklady - vypocet obecné rovnice roviny dané
jednim bodem a dvéma nezavislymi vektory a vypocet obsahu trojihelniku daného
souradnicemi jeho vrchold.

PRIKLAD 11.1. Rovina p je ddina bodem A = [-3,2,1] a dvéma nezdvislymi
vektory i = (—1,1,2) a U = (=1, -3, 2), urcete jeji obecnou rovnici.

ITato skuteénost ndm dovoluje uréit smér vektorového soudinu @ x ¥ pomoci [pravidla pravé ruky: Pravou ruku
umistime malikovou hranou do roviny vektort i, ¥ tak, aby smér prsti odpovidal potfadi, v némz je nasobime (v pfipadé
u x U sméfuji od 4 k ¥), potom mé vztyceny palec smér vektorového souéinu 4 x .

2Viz [1] PECH, P. (2004) Analytickd geometrie linedrnich ttvari, Ceské Budéjovice, Jihoceska univerzita v C. B.,
dostupné na adrese http://www.pf.jcu.cz/stru/katedry/m/knihy /Analyticka.pdf, str. 114-115.
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Regeni: Obecnd rovnice roviny ma tvar ax + by + cz +d = 0, kde (a,b,c) jsou
soutadnice vektoru kolmého k této roviné, fikAme mu normaéalovy vektor a znacime
ho 7. K vyreseni prikladu tak staci najit jakykoliv norméalovy vektor roviny p, pouzit
jeho soutradnice jako koeficienty a, b, c v obecné rovnici p : ax + by + cz +d = 0,
dosadit za x,y, z soufadnice bodu A a dopocitat hodnotu koeficientu d.

Vzhledem k vlastnostem vektorového soucinu pouzijeme jako normalovy vektor
roviny p vektor

n=uxv=(10,3)x(7,-1,2) = (8,0,4).

(viz Obr. 24). Rovina p je tedy déna rovnici ve tvaru 8z + 4z + d = 0, kde d

v=(-1,-3, 2

YS, 0,4 o

u=(-1,1,2)

o=

’> ’—‘A’;E_’S’ 2’ 1)
: \

Obrézek 24: 7 = @i x 7 = (8,0, 4)

-

dopocitame po dosazeni souradnic A. Z prislusné rovnice 8 - (=3) +4-1+d =0
dostavame d = 20. Odpovidajici rovnici 8z + 4z + 20 = 0 potom miizeme jesté
vydélit 4 a dostaneme zakladni tvar obecné rovnice roviny p : 2o + z + 5 = 0.

Poznamka. U norméalového vektoru nam jde o jeho smér, nikoliv velikost. Proto
jsme mohli délit 4 jiz souradnice vektoru « x v = (8,0,4) a nadale pracovat s vek-
torem 77 = (2,0, 1).

PRIKLAD 11.2. Vypoctéte obsah trojihelniku ABC s vrcholy A = [7,3,4], B =
1,0,6], C = [4,5, —2].

Regeni: Velikost (norma) vektorového souinu @ x ¥ je rovna obsahu rovnobé&zniku,
ktery je vymezen vektory u, v

S<> = |7j X U |
Potom obsah trojuhelniku ABC' spocitame jako polovinu velikosti vektorového sou-
éinuﬁxﬁ, kdeU:B—A,U:C’—A (viz Obr. 25)

1
Sp = yu X U] = ](—6, —3,2) x (=3,2,-6)| = 5\/142 4+ (—42)2 4 (—21)2 = 24, 5.
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Obrézek 25: Obsah trojihelniku ABC je roven 3|d x 0

PRIKLAD 11.3. Vypoctéte obsah trojihelniku ABC; A= [-1,1],B=1[2,3],C =
1, 4].

Reseni: Pro YeSeni tohoto tikolu je nejsnazsi pouZit vnéjsi soucin (té% smiseny sou-
¢in), jak uvidime v kapitole[[2l Vypocet pomoci vektorového soucinu vSak neni nijak
obtizny a navic se ukaze, ze oba postupy spolu souviseji. Rovinu, v niz se nachéazi

w=(0,0,5)

A=(-1,1,0)
v

Obrézek 26: Obsah trojihelniku ABC je roven z|i x 0

dany trojuhelnik jednoduse chapeme jako podprostor bodového prostoru dimenze
3. Tento prechod do prostoru vyssi dimenze nejjednoduseji vyresime tak, ze rovinu
ABC' ztotoznime se souradnicovou rovinou xy, tj. souradnice danych bodt zménime
z usporadanych dvojic na trojice pfidanim 0 jako tfeti slozky; A = [—1,1,0], B =
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2,3,0],C = [1,4,0] (viz Obr. 26). Potom k vypoctu obsahu trojihelniku ABC' po-
uzijeme vektorovy soucin stejné jako prti feseni piikladu [I1.2. Obsah trojahelniku
ABC vyjde 2,5.

11.4 Ortogonalni doplnék n-1 vektorti v prostoru V,,

Zobecnénim vektorového soucinu do prostoru V;, je ortogondlni doplnek n—1 vektori.
Timto pojmem rozumime jeden vektor, ktery je kolmy ke vSem danym n — 1 vekto-
ram z V,,. Vektorovy soucin bychom tedy mohli nazyvat také ortogondini doplnek 2
vektoru v prostoru V3.

K zobecnéni vektorového soucinu do prostoru dimenze n pouzijeme jeho zapis
[@2]) ve formé determinantu.

Definice 22 (Ortogonalni doplnék n-1 vektorti). Ortogondlnim dopliikem n—1 vek-
tord @; = (a1, @iy - 5 Qin), i = 1,2, ..., n—1, jejichZ soutadnice jsou uddany vzhledem
k ortonormalni bazi {€, €, . .., €,} vektorového prostoru V,, nazgvdme vektor, ktery
je vysledkem rozvoje determinantu

ai ais A1n
a21 a29 Aon
(96)
ap-1,1 0n—1,2 an—1n
€1 € En

podle n—teho radku. Znacime ho

a; X ag X ... X y_1.

Poznamka. Podle definice 22 a podle véty o rozvoji determinantu! pro ortogonalni

doplnék n — 1 vektoru dy, do, . .., d, 1 plati
a1l a19 ce A1n
a21 azy ... Q2p

51 Xﬁz X ... Xan_lz :A1€1+A2€2+...+An€n.
Qp—-11 Ap—12 --. Qp—1n

€1 € ... €y

Potom ale mizeme Tici, Ze ortogonalni doplnék uvedenych n — 1 vektort je vektor,
jehoz slozkami jsou algebraické dopliky prvka posledniho fadku determinantu (96])

ap X ag X ... X Qp—-1 = (Al,Az, ,An)

Dle véty o rozvoji determinantu je Y ) _; au - Ajr = 0;-det A, i,5 =1,2,...,n, kde §;; je tzv. Kroneckerovo delta,
pro které plati, ze d;; =1 proi = j a d;; = 0 pro i # j.
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11.5 Vlastnosti ortogonalniho doplnku n — 1 vektoru

Vlastnosti ortogonalniho doplitku n — 1 vektorti! jsou analogické vlastnostem vek-

torového soucinu, které jsou uvedeny na strané 1],

—

(1) Ortogonélni doplnék a@; x dy X ... X @,_1 je kolmy k vektorim ay, ds, ..., @, 1.

(2) Pro vektory dy, ds, ..., @,—1 linedrné nezavislé je {ay, ds, ..., @, —1, d1 X Ay X ... X A1}

kladnou bazi V,,.

(3) Pro vektory ay, ds, ..., d,_1 linedrné zavislé je @ X dy X ... X @1 = 0.

(4) Prohozenim poradi dvou vektort se ortogonalni doplnék @y X dy X - - - X @,,—1 méni

na opacny.

it aidy G103
Aol ) S
(5) |a@1xdgX ... X dy—1]* = a2d1 a3 a20a3

ap—-1041 Qp—2a2 ap—103

kde det G(dy, ds, .. .,d,-1) je Gramlv determinant.

a10n—1
a20n—1

= det G(d1, da, - . ., Ap—1),

—2
an—l

Vice o téchto vlastnostech viz [1] PECH, P. (2004) Analytickd geometrie linedrnich ttvari, Ceské Budéjovice,
Jihodeska univerzita v C. B., dostupné na adrese http://www.pf.jcu.cz/stru/katedry/m /knihy/Analyticka.pdf, str.

106-111.
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