12 Vnéjsi soudin

Vnéjsi soucin, téz smiseny soucin, je ve vektorovém prostoru dimenze 3 operaci, do
které vstupuji tfi vektory (tj. ternarni operace) a jejimz vysledkem je ¢islo. Absolutni
hodnota tohoto ¢isla je pritom rovna objemu rovnobéznosténu vymezeného danymi
tfemi vektory. Protoze lze vnéjsi soucin v prostoru dimenze 3 interpretovat jako
spojeni vektorového a skaldrniho soucinu, fika se mu téz smiseny soucin. Vnéjsi
soucin lze zobecnit do vektorového prostoru dimenze n.

Vztah pro vypocet vnéjsiho soucinu odvodime jako teseni tkolu wypocitat objem
rovnobéznosténu, ktery je urcen vektory u, v, w, viz Obr. 27 Je zfejmé, ze objem V'

Obrazek 27: Vypoctéte objem rovnobéznosténu urceného vektory u, v, w

tohoto rovnobéznosténu je dan vztahem V = S - h, kde S = |4 x U| a h = || cos a,
.

V =5-h=|ux vl]|d|cosa.
Protoze podle (23) je |u x ¢]|W|cosp = (& x ¥) - W, mizeme objem uvazovaného
rovnobéznosténu vyjadrit vztahem

V = (il x ¥) - 0. (97)

Tento vztah, ktery nabizi vysvétleni, pro¢ se vnéjsimu soucinu iika také smiseny
soucin, dale upravime. Pokud za u X ¥ dosadime podle ([@0) a poté aplikujeme vétu
o rozvoji determinantu (viz poznamka pod ¢arou na str. 84]), dostaneme postupné

U1 uUs U1 U9

U1 U3 U1 Vg

) -+ (wr, w2, ws)
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. Uz ug up us ur U2
V=(uxd) d = wy — wy + w3 =
Vg Us V1 Us V1 U2
up Uz us
= | U1 Vg Vs
w1, W2 W3

Vidime tedy, Ze objem rovnobéznosténu urc¢eného tremi vektory na Obr. 27 je roven
determinantu, jehoz radky tvori tyto vektory. V obecném pripadé, kdy neméame
zaruceno, ze thel a je ostry, uvazujeme absolutni hodnotu tohoto determinantu

Uy Uz U3
V = V1 Uy Us . (98)
wyp w2 ws

Operaci, kterd tfem vektortim «, v, w € V3, danym soutadnicemi @ = (uy, usg, us),
U = (v1,v9,v3), W = (wy,wy, ws) vzhledem k ortonormalni bazi V3, pfifadi hodnotu
determinantu

U1 Uz Us
v vy U3 |, (99)
wyp w2 ws
pripadné vyrazu
(4 x 0) -0, (100)

ktery je s nim ekvivalentni, nazyvame vnéjsi soucin (téz smiseny soucin) vektoru ,
U, W, znacime
[ U 0.

12.1 Vlastnosti vnéjsiho soucinu

—

([abd=[cabl=[¢c

—

—_@chl=-pad=—[cbal.

S

(2) Pro @, b, lezici v jedné roving (tj. komplandrni) je [@ b & = 0.

Uvedené vlastnosti lze snadno dokazat pouzitim zapisu vnéjsiho soucinu ve formé

determinantu
ap G as

[@bcl=|0b by b
€1 C2 C3
12.2 Uziti vnéjsiho soucinu
12.2.1 Objem rovnobéznosténu

PRIKLAD 12.1. Vypoctéte objem rovnobéinosténu urceného vektory @, v, W, je-
jichZ soutadnice vyhledem ke kanonické bdzi vektorového prostoru Vi jsouu = (2,—1,0),
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7 =(3,0,2), @ = (1,1,5).
Reseni: Dle (08) pro objem daného rovnbobé&Znosténu plati

2 -1 0
V=[@ow =3 0 2|/=9 (101)
1 15

12.2.2 Obsah rovnobéZniku/trojahelniku v roviné

V feseni prikladu 1.2, jsme si ukazali, jak lze k vypoctu obsahu rovnobézniku ¢i
trojuhelniku vyuzit vektorovy soucin, nejenom v prostoru dimenze 3, ale i v roviné.
V pripadé€ roviny stacilo pridat jako tfeti souradnici nulu. Nyni si ukazeme, jak tento
postup souvisi s vnéjsim soucinem.

Uvazujme vektory @ = (uy, us), ¥ = (v1, v2). Pokud jejich souradnice upravime ne
tvar @ = (uq, uz,0), U = (v1, v2,0) mizeme obsah rovnobézniku, ktery je jimi urcen,
vyjadrit vztahem

Se = |u]|v]sina = |u x 9.

Protoze pro vektorovy soucin «# x ¢ plati

Uy U9 0
o Uy U2
uxv=|vy va 0 |=(0,0, ),
o o o U1 V2
€1 €2 €3

je zfejmé, ze obsah uvazovaného rovnobézniku lze vyjadrit také ve tvaru

- = Uy Uz
S<> = |u X U‘ = ,
V1 U2
e ul u2 O Vv ’ . ’ . veNv s v —_— =
kde determinant mizeme dle ([@9) chapat jako zapis vnéjsiho soucinu [¢ 7]
U1 U2

vektort 4 = (u1,us), ¥ = (v1,v2). Potom ovSem muzeme psat
So = |[a v]].

Pojem vnéjsiho soucinu tak miizeme pouzit i v roviné, tj. pro dva vektory o dvou
slozkach. Jeho absolutni hodnotu potom interpretujeme jako obsah rovnobézniku
témito vektory omezeného.

Mizeme ovSem pouzit i zapis, v némz figuruji pfimo soufadnice bodd - vrchold
trojuhelniku, pro A = [a1, as|, B = [b1, by, C = [c1, ¢o] plati

Pro obsah prislusného trojuhelniku pak plati

1 1 1
S :—S :—_’_):—
n =55 =5l 7l = 5

Ur U2
U1 Vg
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1

SaaBc = 3

Ptipadné muzeme pouzit ekvivalentni tvar, v némz nefiguruji rozdily soufadnic da-
nych bodu

by —a; by —a
Ci —air C— a2

‘. (102)

a1 Qa9 1
Saanc =3 || b by 1], (103)
cp o 1

Analogické vyjadfeni bychom dostali i pro objem rovnobéznosténu v prostoru di-
menze 3. Dostavame tak nasledujici snadno zapamatovatelné vztahy:

(1) Obsah rovnobézniku urceného body A, B, C
A — [a17a2]7 B — [b17b2]7 C — [01702] :

(2) Objem rovnobéznosténu urceného body A, B, C, D

A = [ay1,a9,as], B = [b1,ba,b3], C = [c1,¢2,c3], D = [d1,da, d3] :

a; a9 as 1
v by by b3 1
C1 Cy C3 1
di dy d3 1
PRIKLAD 12.2. Vypocitejte obsah trojihelnika ABC, je-li ddino: A = [—1,1],

B =13,3], C =[1,5].
Reseni: Pouzijeme (I02) (miZeme ovsem pouzit také (I03))

1

o b1 —a1 by —as
SAABO—§ 50 2 4

= 6.
Cl— a1 C— a2

=2l

12.2.3 Rovnice roviny urcené tfremi body A, B, C

Vnéjsi soucin mizeme vyuzit k elegantnimu zapisu obecné rovnice roviny dané tremi
nekolinedrnimi body, napfiklad A, B,C (viz Obr. 28). Vyuzijeme skutecnosti, Ze
pravé jenom pro bod X nalezejici roviné ABC' je objem rovnobéznosténu urcéeného
trojici vektorit B — A, C — A, X — A roven nule. Obecnou rovnici roviny ABC' tak
muzeme zapsat ve tvaru

(X —A)(B—-A)(C-A)]=0, (104)
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nebo pomoci determinantu obsahujiciho soutfadnice bodta X, A, B, C

Tr1 T9 I3 1

a; ao as 1 —~0
by by b3 1|
cp ¢y c3 1

pripadné souradnice piislusnych vektora X — A, B— A, C — A

X1 —ar T2 —az2 I3 —ag
bl—al bz—a2 b3—a3 = 0.
€1 —ap Cy— A C3—asg

Obrazek 28: Vektory X — A, B — A, C' — A jsou linearné zavislé

12.3 Vnéjsi soucin v prostoru V),

Definice 23 (Vnéjsi soucin vektortt). Vnéjsim soucinem vektord' ay, ds, ..., d, €
Vi, které jsou ddny soutadnicemi d; = (a;1, @, ..., ain), 7 = 1,2, ....n, vzhledem k
ortonormalni bazi, nazyvame determinant

ai; aip ... QAip
21 Q99 ... QA9p
Ap1 Ap2 ... Qpp
Znacime ho
[y, da, ..., dy.
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