13 Afinni bodovy prostor

Pojem |afinni bodovy prostor piedstavuje zobecnéni pojmii rovina (tj. dvojrozmérny
bodovy prostor) a prostor (tj. trojrozmérny bodovy prostor), které zname z plani-
metrie, stereometrie a analytické geometrie.

Prvky afinniho bodového prostoru nazyvame body. Klicovou vlastnosti afinniho
bodového prostoru je, ze kazdymi dvéma jeho body je urcen vektor, ktery je dan
jejich rozdilem, viz Obr. 29

A

Obrazek 29: Dvéma body A, B je urcen vektor

Diky této vlastnosti mtizeme vyjadrit bod v afinnim bodovém prostoru jako soucet
jiného bodu a vektoru, viz Obr. 30

Obrazek 30: Souc¢tem bodu K a vektoru u je bod L

Uvedené skutecnosti nam dovoluji zavést v afinnim bodovém prostoru soutradnice,
popisovat jeho podmnoziny a zkoumat vztahy? mezi nimi. Témto otdzkam se budeme
podrobné vénovat v nasledujicich partiich textu. Zde si jenom pro piiklad uvedme
parametrickou rovnict primky, jejiz zavedeni primo vyplyva z popisované souvislosti
mezi dvojici bodd a vektorem.

Uvazujme piimku p z Obr. B0, kterd je dana bodem K a smérovym vektorem
u. Stejné jako jsme zapsali bod L souc¢tem L + u, muzeme vyjadrit kazdy bod X

L Affinis znamen4 latinsky pribuzny. Poprvé tento pojem pouzil [Leonhard Euler (1707-1783) pro oznadeni vztahu
vzoru a obrazu v zobrazeni, které zachovava délici pomér. Takovym zobrazenim se zacalo Fikat afinni zobrazeni. Afinni
geometrit rozumime geometrii bez vzdalenosti a odchylek.

2V prostém afinnim bodovém prostoru neumime métit vzdalenosti a tihly. To je umoznéno az zavedenim skalarniho
soudinu v ptislugném vektorovém prostoru (¥fikdme mu zaméreni bodového prostoru). Potom hovoiime o Eukleidovském
bodovém prostoru.
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piimky p souctem L + 7, kde ¥ = tu, t € R. Tak dostavame parametrickou rovnici
(téz parametrické vyjadrent) primky p:

X =K +1ti; t € R. (105)

13.1 Definice afinniho bodového prostoru
Skutecnost, ze kazdymi dvéma body je urcen vektor, ndm umoznuje pri definici
afinniho bodového prostoru vyuzit axiomu definujicich vektorovy prostor.
Prirazeni vektoru « z prostoru V,, dvojici bodi A, B z afinniho bodového prostoru
A,, popiseme pomoci zobrazeni g : A, x A, — V, kde

g(A,B)=1u= B — A, (106)
V souvislosti se zobrazenim (I06]) se v afinnim bodovém prostoru setkdme se dvéma

,novymi“ operacemi: (i) Odcitani bodi, jehoz vysledkem je vektor, @ = B — A.
(ii) Scitant bodu a vektoru, jehoz vysledkem je bod, B = A + 4.

C

=
<i

A a
Obrazek 31: (B —A)+ (C - B) = (C - A)

Pfi definovani afinniho bodového prostoru pozadujeme, aby zobrazeni (106) mélo
s ohledem na uvedené operace vlastnost, kterou ilustruje Obr. 31l Pro trojuhelnik

ABCoplati B—A=u4,C—-B=v,C—-A=w,A+u=B,B+iv=C,A+w=C.
Potom miizeme psat

(A+u)+iv=A+(U+70)=A+d=C.

Pro vektory u, v, w by tak méla platit rovnost # + v = w, kterou mizeme prepsat
pomoci zobrazeni (I06]) takto

g(A, B) +9(B70) - g(A, C)

Jedna se o tzv. Chaslesuv vztah a jeho platnost pozadujeme v kazdém afinnim bo-
dovém prostoru'.

'Dalsi vlastnosti operaci od¢itdni bodi a scitdani bodu a wvektoru jsou uvedeny v [1] PECH, P. (2004)
Analytickd geometrie linedrnich ttvari, Ceské Budé&jovice, Jihoceskd univerzita v C. B., dostupné na adrese
http://www.pf.jcu.cz/stru/katedry/m/knihy /Analyticka.pdf, str. 15.
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Definice 24 (Afinni bodovy prostor). Neprdzdnou mnozZinu A, (jeji prvky jsou
tzv. body) nazveme afinnim bodovym prostorem dimenze n, jestliZe je ddn vektorovy
prostor V,, dimenze n a zobrazeni g : A, x A, — V téchto vlastnosti:

1. Pro kazdy bod A € A, a pro kaZdy vektor ¥ € V,, existuje jediny bod B € A, tak,
ze

g(A,B) =17 (téz zapisujeme jako B — A = 7).
2. Pro kazdé tri body A, B,C € A, plati, Ze

g(A, C) - g(A, B) +g(B,O).

Vektorovy prostor V,, nazgvame (vektorovym) zamérenim afinniho bodového prostoru

A,.

Priklady afinniho bodového prostoru

(1) Bod, tj. jednoprvkova mnozina se zaméfenim Vy = {0}, je afinni bodovy prostor
dimenze 0.

(2) Primka je afinnim bodovym prostorem dimenze 1 se zaméfenim V; = [u], kde 4
je jejim smérovym vektorem.

(3) Vektorouvy prostor V,, je afinnim bodovym prostorem dimenze n. Zobrazeni (106
je v tomto ptipadé definovano vztahem ¢g(u, v) = v — .

Poznamka. Mozné prekvapiva informace v piikladu (3), Ze vektorovy prostor je
zaroven i afinnim bodovym prostorem, vychazi ze skutecnosti, ze vektorovy prostor
automaticky spliuje definici 4] (Vyzkousejte!). Obracené to vsak neplati! Nelze fici,
ze afinni bodovy prostor je zaroven vektorovym prostorem. Jak ilustruje Obr. [32]
na némz jsou znazornény dvé primky a a b, které jsou obé afinnimi bodovymi

+ M=K+L=(2,9)

B =(4,2)
C=A+B=(2,1)
5 0 5 10
A=(-2,]-1)

Obrazek 32: C =A+Bea, M=K+ L¢&b
(pod)prostory. Pritom jenom piimka a je zaroven i vektorovym (pod)prostorem.
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Vidime, ze pfimka b neobsahuje nulovy vektor (tj. bod [0, 0], viz nutnd podminka
existence vektorového podprostoru na str.[33]), naplati pro ni ani pozadavek, ze soucet
jejich prvka (bodu) je opét jejim prvkem (bodem) (viz definice B a véta [10).

Poznamky.
1. Afinni bodovy prostor A,, zapisujeme také jako

An = (A7 Vna g)n

kde A je mnozina bodt, V,, je vektorové zaméreni vektorového prostoru a g je zob-
razeni g : A, X A, = V.

2. Afinni bodovy prostor A,, nazyvame plnym jménem ,afinni bodovy prostor nad
télesem 1. kde T odpovida télesu, nad nimz je definovano zaméteni V,.

PRIKLAD 13.1. Rozhodnéte, zda je mnoZina (P,V, g) s niZe uwvedenymi specifika-
cemi afinnim bodovym prostorem.

a) P=R3 V = {(x1,29,73); 21, 19,23 € R}, g(X,Y) = (y1 — 21, Y2 — T2, Y3 — T3),
b) P=R3 V ={(x1,79,0); 21,79 € R}, g(X,Y) = (y1 — 21,92 — 79, 0).

Reseni:

ad a) Jedna se o afinni bodovy prostor.

ad b) Nejedné se o afinni bodovy prostor. Problém je s vektorovym prostorem V.
Z definice 24 neni splnén pozadavek ,,Pro kazdy bod A € A, a pro kazdy vektor
T € V, existuje jediny bod B € A, tak, ze g(A, B) = &“. Naptiklad pro bod A =
(2,3,7) a vektor ¥ = (1,2,0) existuje nekoneéné mnoho bodi B = (3,5,k),k € R,
pro které je ¥ = B — A.

PRIKLAD 13.2. Oznacme M mnozZinu vSech reseni nehomogenni soustavy linedr-
nich rovnic Ar = b a W4 vektorovy prostor vsech reseni homogenni soustavy Ax = o.
Dokazte, Ze mnozina M je afinnim bodovym prostorem se zamerenim W 4.

Reseni: Nejprve definujeme zobrazeni g : M x M — W4. Pro 1, x5 € M ziejmé plati
Azy = ba Azy = b. Odec¢teme-li prvni rovnici od druhé, dostaneme A(zy—x1) = 0, tj.
u = w9 — x1 € Wy. Zobrazeni g tak mizeme definovat vztahem g(x1, x9) = x9 — 7.
Ovéteni, ze (M, Wy, g) spliiuje definici 24 a je tedy afinnim bodovym prostorem
prenechavame cCtenari, postup je zrejmy.
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