Vektorové prostory R" (n=1,2,3)
(Velikono¢ni doplnék ke cviceni LAG)

Prvky kartézské mocniny R’ = Rx Rx R jsou uspofadané trojice realnych ¢&isel, které spolu
s operacemi (a,,a,,a,)+(b,,b,,b;)=(a, +b,,a,+b,,a,+b,) a c-(a,,a,,a;)=(ca,,ca,,ca,)
splituji axiomy vektorového prostoru. Tento vektorovy prostor dimenze 3 budeme strucné
oznafovat R’ a jeho prvky, vektory X=(x,,x,,x,) zndzorfiovat v kartézské soustavé

soufadnic jako body. Poznamenejme, Ze je to jen jeden z mnoha moznych modela
vektorového prostoru. D4 se jednoduse znazornovat v kartézské soustaveé soutadnic a proto jej
budeme pouzivat k utvareni ndzornych piedstav pro uvahy o vektorovych prostorech.
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Kazdd pifimka, kterd prochdzi pocatkem zndzornuje néktery z vektorovych podprostort
dimenze 1. Napftiklad na obr. 1 je pfimka p zndzornénim podprostoru V' = {(3t, 2t,4t),t R},
ktery lze téz zapsat jako linearni obal vektoru (3,2,4): V = [(3, 2,4)].

Piimky, které neprochazeji poc¢atkem nepredstavuji vektorové prostory, neobsahuji totiz
nulovy vektor o =(0,0,0) a zakladni operace nejsou vici nim uzaviené. Kazdou takovou
piimku lze popsat mnozinou {a+¢-i,t€ R}, kde d,i jsou nenulové vektory. Na obr. 2 je
q= {(7,5,0)+t-(3,2,4), te R}. Jiny zapis: g = {(x,y,z), x=T7+3t, y=5+2t,z=4¢,1 ER}
(srovnejte si to s parametrickym vyjadfenim piimky, které znate ze stfedni Skoly).

Zapis pomoci symbolu linearniho obalu: ¢ =(7,5,0)+[3,2,4].

Poznamka. Piimka ¢ na obr.2 je narysovdna jako rovnobézka s cervené vyznacenou
useCkou. Zdanliva sbihavost (resp. mimobéznost) obou Car na obrazku patii mezi tzv. optické
iluze (zpisobené podvédomymi procesy, které v nasi mysli vytvati prostorovou piedstavu
rovinného obrazku).



Linearnim obalem mnozZiny ¢ je v naSem modelu rovina o urcend ptimkou ¢ a pocatkem (viz
obr. 3). Plati

o =[{(7.5,0),(3,2,4)} |={r-(7.5,0)+5-(3,2,4), r,seR} = 0
= {(x,y,z), x=Tr+3s, y=5r+2s,z=4r, r,s € R}.

Posledni vztahy v (1) Ize povazovat za parametrické vyjadieni roviny, které znate ze stredni

Skoly. Presvédcte se, ze vylouCenim parametrii obdrzite rovnici 20x—28y -z =0, z niz

muizeme zjistit piimky, ve kterych o protina souradnicové roviny xy a xz.

p
q
(3.2,4)
(a3
P y
X (7,5,0)
Obr. 3 Obr. 4

Kazda rovina, ktera prochédzi pocatkem, je v tomto modelu zndzornénim dvojrozmérného
vektorového podprostoru a se da vyjadfit jako mnoZina [{ﬁ, \7}] ={rii+sv, r,se R}, kde
u,v#o. Vektorové podprostory dimenze 2 nckdy také nazyvdme dvojsméry, kdezto
podprostory dimenze 1 se nazyvaji (neorientované) sméry.

Roviny, které neprochazi poc¢atkem, nepredstavuji vektorové prostory. Daji se zapsat ve
tvaru {Ez +ri+sv, r,se R}, kde a,u,v jsou pevné zvolené a linearné¢ nezdvislé vektory,

nebo ve tvaru a + [{17 ,V }:| Na obr. 4 je v kartézské soustavé souradnic zndzornéna rovina
= {(9,1,0) +[{(7.5,0), 3, 2,4)}]} ={(9,1,0)+7+(7,5,0)+5-(3,2,4), r,se R} =
:{(x,y,z), x=9+Tr+3s, y=1+5r+2s,z=4r, r,s eR}.

Najdéte jeji obecnou rovnici.



Linearni obal kazdé mnoZiny ﬁ+[{ﬁ, \7}], kde a,u,v jsou linearné¢ nezavislé vektory, je
vektorovy prostor dimenze 3. Plati tedy
[9.1,0)+[{(7.5.0),3,2,4)} ]] =[{(9.1,0),(7.5,0), (3,2,4)} | =
= {t-(9,1,0)+r-(7,5,0)+s-(3,2,4), r,s,t e R} =R’ = [(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)].

Ulohy

1. Vyse uvedeny text je klasifikaci linearnich podmnoZin vektorového prostoru R’. Proved'te

analogické klasifikace linearnich podmnozin vektorovych prostori R* a R. Pro jednotlivé
mozné situace zvolte konkrétni piiklady a pro zvolené mnoZiny nakreslete obrazky.

2. V kartézské soustavé soufadnic znazornéte mnoziny vektorového prostoru R :
a) [(0,-2,0)], b) [{(1,0,0),(2,0,3)}], ©) {(0,2,0)+[(-2,0,3)]},
d) {(0,0,4)+[(2,1,0),(1,0,0)]}, ) {(0,3,0)+[(6,-3,0),(0,-3,4)]},

f) [(0,3,0)+[(6,-3,0),(0,-3,4)]], 2 [(13,0)+[(2,0,0),(0,-3,0)]].

Navic tyto mnoziny zapiSte jako mnoziny linedrnich kombinaci vektorti , napt. zapisy typu
{(x,y,z), x=Tr+3s, y=5r+2s,z=4r, r,s e R} resp. {r-(7,5,0)+s-(3,2,4), r,s e R}.

Resené priklady na homomorfismy

Pti pfesném vyjadifovani bychom méli odliSovat vektorové mnoziny od geometrickych ttvara,
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to nebudeme délat. Misto "vektor" budeme nékdy psat "bod", vektorovy podprostor dimenze
2 obcas nazveme '"rovina" a podprostor dimenze 1 "piimka". Cislovani rovnic provadime pro
kazdy ptiklad zvIast.
P¥iklad 1. Pro homomorfismus f: R’ — R’ plati:
S(LLD)=(0,0,1), £(4,2,1) =(2,0,1), f(6,5,0) = (1,0,0).

Urcete jeho rovnice, jadro, obraz homomorfismu, obrazy bodt (9,6,2), (0,0,2) a Uplné vzory
bodt (3,0,1), (10,3,2).
Reseni. Obecny tvar rovnic zobrazeni je

X'=a,x+a,y+a,z,

V'=a,x+a,y+ayz,

Z'=a, X+ a5,y +a,z.

Postupnym dosazenim podminek ulohy do téchto rovnic obdrzime soustavu deviti rovnic
s neznamymi a,. Tuto soustavu miZeme usporn¢ zapsat rozSifenou matici takto:

1 1 10 0 1
4 2 112 01
6 5 0/0 0 1
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Matici ekvivalentné upravime tak, aby leva ¢ast méla tvar jednotkové matice. Prava ¢ast pak
bude matice transponovana k matici homomorfismu (jednotlivé kroky uprav proved’te sami):

1 1 110 0 1 1 0 0|1 0 O
4 2 112 0 1|~ ... ~|0 1 0]-1 0 O
6 5 0/0 0 1 0 0 1]0 0 1
Z vysledného tvaru matice uréime  f(x,y,z) =(x-,0, z2). (1)

Jadro homomorfismu je vysledek feSeni rovnice f(x,y,z)=0. Odtud po dosazeni naSeho
ptredpisu a rozepsani do souradnic mame

x—y=0,0-y=0,z=0.

Z prvni rovnice plyne x =y, zdruhé y=t At e R, ze tieti z=0. Zavér:

Kerf ={(#,1,0),€ R} =[(1,1,0)]. (2)

(Hranaté¢ zavorky pouzivdme pro oznaceni linearniho obalu.) Vidime, Ze jadro tvori
jednorozmérny vektorovy podprostor. Jeho dimenze je 1, zobrazeni neni prosté.

Ze zndmého vztahu dim(Ker )+ dim(Im/f) =dim )" dale dostdvame
dim(Imf) = dimV —dim(Ker /) = 3—1 = 2, nebot’ zobrazovany prostor V je R’.

Mnozina Im f = f(R’) je dvojrozmérny vektorovy prostor, ktery lze v kartézské soustavé

soufadnic znazornit jako rovinu obsahujici pocatek. Je to vlastné linearni obal obrazli vektori
uvedenych v zadani:

Im £ =[{(0,0,1), (2,0,1), (1,0,0)} ]. 3)
Protoze je dim(Im f)=2 a zadny z vektort
ve vztahu (3) neni nasobkem jiného z nich,

muzeme libovolny z nich vypustit (je totiz
linedrni kombinaci druhych dvou). Naptiklad

zvolime Im f =[{(1,0,0), (0,0,1)} |. MnoZina

(]

{(1,0,0), (0,0,1)} je pak bazi prostoru Im f. : sy 4(0,0.2)
Zaroven vidime, z¢ Im f je soufadnicovd “va_ E3= 0, 22/\1 g
rovina xy. . SRS )
Poznamenejme, Ze tuto bazi lze nalézt i vypo- N ) /i P ~.(9,6,2)
Ctem: (7,0, 1y | .
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Pomoci vztahu (1) uréime £(9,6,2)=(3,0,2)
a £(0,0,2)=(0,0,2). Obr. 5

Vektor (0,0,2) se zobrazil sdm na sebe.



Utvary, které se zobrazuji na sebe, se nazyvaji samodruzné ttvary. Pomoci (1) dokazte, ze
f(x,0,z) =(x,0,z). Rovina xy je rovinou samodruznych bodi. Homomorfismus zachovava

operace s vektory. Proto plati /' ()= f"'(ii +0) =i, + f ' (6) =u, + Kerf, kde i, je jakyko-
liv vektor, jenZ spliiuje vztah f(u,)=u.
Uplny vzor vektoru (3,0,1) je tedy £~ ((3,0,1))=(3,0,1)+[(1,1,0)]={(+1,t,1),t e R}.
Lze jej urcit 1 timto vypoctem:
1 -1 0]3 1 -1 0]3
0 0 0/0|~|0 0 1]l |=>z=1leRAx—y=3,y=tArx=3+t,teR.
0 0 11 0 0 0f0
Uplny vzor vektoru (10,3,2) nelze uréit, protoze (10,3,2) ¢ Im f. Kdybychom jej podéitali,
dopadlo by to takto:
1 -1 0]10 1 -1 0]10
0 0 0|3 |~/0 0 1|2
0 0 12 0 0 0]3

Soustava nema4 feSeni, protoZe hodnost matice je mensi neZ hodnost matice rozsifené.

Priklad 2. Urcete jadro a obraz homomorfismu f(x,y,z)=(4x+8y,x+2y,3x+6y). Dile
urcete obraz vektoru a=(4,-1,-5) a uplné vzory vektori u =(8,2,6),v =(24,6,18),
b =(0,0,5) a ¢ =(4,0,3).

Reseni. Nejprve ur¢ime jadro feSenim rovnice f(x,y,z)=0:

1 2 0|0 1 2 00

4 8 0/0|~|0 O 0|0|=z=seRAX+2y=0,y=r,x=-2r.

3 6 0/0 0 0 0]0
Odtud

Kerf ={(-2r,r,5),r,s € R} =[{(0,0,1),(-2,1,0)} ], )

dim(Ker ) = 2. Ze znamého vztahu dim(Ker /) +dim(Imf) = dim» méame
dim(Imf) = dimV —dim(Ker /) = 3— 2 =1, nebot’ zobrazovany prostor V je R’.
Mnozina Im f = f(R’) je tedy jednorozmérmy vektorovy prostor, ktery lze v kartézské

soustavé soufadnic zndzornit jako pfimku obsahujici pocatek. MiZeme ji nalézt jako linedrni
obal obrazli vektorii baze daného prostoru:

Im /' =[£(1,0,0), £(0,1,0), £(0,0,1)],
Im / =[{(4,1,3),(8,2,6),(0,0,0)} | =[(4,1,3)] = {(41, 31, 1), t € R}. (3)
Obraz vektoru d =(4,-1,-5): d'= f(a)=(8,2,6).
Uplny vzor vektoru i = (8,2,6) lze uréit uzitim pojmu Ker /" nebo piimym vypoétem. 1.

zpisob: Vime, Ze homomorfismus zachovava operace s vektory. Proto plati
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@)= f""+0)=u+ f'(0)=i,+Kerf, kde #, je jakykoliv vektor, jenz spliiuje vztah

S (u,)=u. S vyuzitim vysledki pfedchozich vypocti dostavame
£7((8,2,6)) = (4,-1,-5)+[ {(-2,1,0),(0,0,D)} | ={(4—2r,~1+r,=5+5),r,s €R}. (4)

4 8 0|8 1 2 0]2
2.zpisob: |1 2 0]2|~|0 0 0|0 |=z=pF€RAx+2y=2, y=a,x=2-2a.
3 6 0]6 0 0 0]0

77(8,2,6))={2-2a,a, p), a,fe R} ={(4—2r,—1+r,—5+5), r,s €R}.

Zdivodnéte posledni rovnost a vypoctem dokazte, ze

£7((24,6,18)) = (6,0,0)+[ {(-2,1,0),(0,0,1)} | ={(6 -2, 7, 5), r,s € R} (5)

£7((0,0,5)) =[{(-2,1,0),(0,0,1)} | ={(-2r, 7, 5), r,s € R} =Kerf. (6)

Vypocet uplného vzoru vektoru ¢ =(4,0,3) nemusime provadét, nebot’ (4,0,3) ¢ Im f. Ze
vztahu (3) totiz plyne, ze nenulové vektory prostoru Im f* maji slozky v poméru 4:3:1. Pro
uplnost si vSak postup vypoctu uvedeme:

4 8 0[4) (1 2 0]0
1 2 0/0|~|0 0 04
36 0[3) (0 0 01

Hodnost matice je mensi nez hodnost matice
rozsSifené, a tak soustava nema reSeni.

V kartézské soustaveé soufadnic jesté znazor-
nime Uplné obrazy zadanych bodi. Je-li -

i'= f(i), pak f7'(d")=u+Kerf. Odtud
plyne, ze Uplny vzor vektoru #' vznikne
posunutim roviny Kerf o vektor ii. Uplné

vzory vektorl jsou tedy roviny rovnobézné s
osou z.

Kdyz ve (4) zvolime (r,s)=(1,5) a pak ’
(r,$)=(2,5), zjistime ze f7'((8,2,6))
obsahuje body (2,0,0) a(0,1,0). Protina tedy -
rovinu xy v piimce témito body urcené. Tim
je poloha roviny o = f'((8,2,6)) uréena. Na Obr. 6

obr. 6 je modrou barvou vyznacena €ast rovi-
ny o, kterd se nachazi v prvnim oktantu. Mnozina Kerf na obrazku vyznacena neni. Dale

plati f7'((24,6,18)) = u. Pfesvédéte se o tom.



Pi¥iklad 3. Pro homomorfismus f: R’ — R’ plati:

f£(1,0,0)=(1,2,2), £(-2,0,3)=(4,2,-1), f(1,1,1) =(5,5,5).
Urcete jeho rovnice, jadro, obraz a typ homomorfismu, déale urcete obrazy vektor
u=1(0,1,3), v=(-2,3,1), uplny vzor vektoru 7 =(1,3,6), obraz souradnicové roviny o = xz,
obraz osy z a roviny x:z=23. Posledni tfi objekty a jejich obrazy znazornéte v kartézské
soustavé soufadnic.

Reseni. Obdobné jako v piikladu 1 vypoéitame koeficienty matice homomorfismu (jednotlivé
kroky uprav proved'te sami):

1 0 0/l 2 2 1 0 0j]1 2 2
2 0 3/4 2 -1|~ ... ~|0 1 0]2 1 2
1 1 1|5 5 5 00 112 2 1

Cisla ve sloupcich pravé c¢asti vysledné matice urcuji po fad¢ koeficienty v fadcich
transformacnich rovnic a tak plati

X'=x+2y+2z,
fi Yy =2x+y+2z, (1)
Z'=2x+2y+z.
Jinak zapsano, f(x,v,z)=(x+2y+2z,2x+y+2z,2x+2y+z).

Jadro homomorfismu uréime feSenim rovnice f(x,y,z)=0:

1 2 2|0 1 0 00
2 1 2/0|~ ... ~|0 1 0]0|=Kerf=(0,0,0)=0. )
2 2 1]0 0 0 1/0

Obraz homomorfismu je linedrni obal vektorti-obrazii ze zaddni. Piesvéd¢ime se, Ze jsou
nezavislé:

1 2 2 1 2 2 1 2 2

4 2 -1|~/0 =6 -7|~|0 1 1

5 5 5 0 -5 -5 0 0 2

Je tedy
Im/ =[(1,2,2), (4,2,-1),(5,5,5)] =[(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)] = R*, dim(Im /") = 3,dim(Ker/") = 0.

Zobrazeni je izomorfismus (bijektivni homomorfismus, prosté linearni zobrazeni R® na R’.)
Rovina o =xzje vektorovy podprostor dimenze 2. MlzZeme ji vyjadfit rovnici y =0 nebo
jako linearni obal, resp. parametricky:

o= [{(1,0,0), (0,0,1)}] = {(r,O,s), r,s € R} = {(x,y,z), x=r,y=0,z=s,7,5€ R}.
Obraz podprostoru o :
f(o)= f((r,O,s) = {(r +28,2r+2s,2r+s),r,s € R}. 3)



Vidime, ze f(o) je rovina, kterd prochazi pocatkem soustavy soufadnic, jinak feceno
mnozina vSech vektorli dvourozmérného vektorového prostoru. Zobrazime ji pomoci jejich
prasecnic se souradnicovymi rovinami. Ty ur¢ime takto:

Priisecnice p s rovinou s rovinou xy je mnozina téch boda roviny
f(o)={(r+2s,2r+2s,2r+s),r,s € R}, které maji z-ovou soufadnici rovnu nule. Z rovnice

2r+s=0 tedy uréime s=-2r a dosadime do (3). Zjistime, ze p={(-3r,—2r,0), r e R}.

Protoze vsak r nabyva vSech realnych hodnot, miizeme posledni zépis ptepsat do tvaru

p= {(3r,2r, 0), re R}. 4)
Priise¢nici g s rovinou yz ur€ime analogicky: r+2s =0=r =-2s,

q= {(O, 25,3s), s€ R}. (%)
Nakonec uré¢ime prasecnici m s rovinou s rovinou xz: 2r+2s=0=r =—s,

m= {(S,O, -s), S € R}. (6)
Mnoziny p, g, r jsou ptimky, které prochazi poc¢atkem. K urceni kazdé z nich staci urcit jiz jen

jeden bod riizny od pocatku. Ten nalezneme, kdyz ve vztazich (4) az (6) polozime naptiklad
r =1, resp. s =1. Zndzornéni rovin o a f (o) vidime na obr. 7.
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K tkolu najit obrazy vektort uvadime vysledky (proved’te sami vypocet):
f(ﬁ) = f(Oa 19 3)) = (87 795): f(‘_;) = f(_za 371)) = (6:133)

Vektor f7'(71)= /' (3,1,-2)) nalezneme vyfeSenim soustavy rovnic

X+2y+2z=3,
2x+y+2z=1,
2x+2y+z=-2.

Vysledek: f7'(1)=(1,3,6)). Vysel jediny vektor, nebot’ zobrazeni je prosté, Kerf =o.

Vypoclty obrazu roviny u a osy z proved’te sami. Vysledky jsou znazornény na obr. 8.

A e

Obr. 8

Brzy se budete také zabyvat vlastnostmi afinnich
zobrazeni. Mezi né€ patii promitdni, soumeérnosti,
stejnolehlost, posunuti a otoceni. K hlubs§imu porozuméni
této latky doporucuji publikaci

Geometricka zobrazeni,

kterou si miiZete zakoupit za 129,- K¢ v prodejné skript
nebo pfimo u mne.
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