LAG, cvi¢eni 1
Homogenni linearni rovnice a jejich soustavy

(Shrnuti a dopléni toho, co jsmedali. Cviceni gredchazi pednésku, vychazime z poznatkteré
byste ngli znat ze stedni Skoly.)

Algebraicka rovnice s neznamymi, X,, ..., X, je rovnice typuP(X, X,,..., %)= 0, kde

P(X, X%,..., %) je polynom. Stuperovnice = stupe polynomuP. Homogenni algebraické
rovnice jsou ty, u nichz vSechiieny polynomu na levé stramovnice maji stejny stuge
Priklady: 5x+3y- z= 0 je homogenni rovnice prvniho stépse temi neznamymi,

x? —2xy=0 nebox® - y* =0 jsou homogenni rovnice druhého stése 2 neznamymi,
3X°y?+2x°yz— 7 xy = 2= 0je homogenni rovnice 4. stupse 3 neznamymi apod.

1.V kartézske soustéwsouadnic vE, je dana fimka q: x=5+3r,y= 2r r R Urcete
parametrické vyjéigni gimky p, ktera je kolma ng a prochazi peatkem.

Redeni Zadana imkaq ma symbolické vyjéigni X = A+ v, kder OR, A=[5;0]
a Vv =(3;2). Hledana pimka ma symbolické vyj&eni

p: X=P+1y (2)
kdetOR, P= [0;0] je paatek soustavy sdadnic ati = (u, u,) je libovolny nenulovy
vektor kolmy ke srrovému vektorw piimky g. Zbyva utit vektor G.
Ze vztahul [V = |0/ [N [€osg = y v+ u y plyne, Zet OV, praw kdyz u,v, + u,v, =0. Po
dosazeni odtud dostaneimearni homogenni rovnici se déma neznamymiu,, u,

3u, +2u, =0, (2)
které vyhovuje nekord@é¢ mnoho dvojic(u,, u,). Nam st&i najit libovolnou z nich. Byva
zvykem zvolitu, =2 au, = -3, neba’ 3[2+ 21~ 3)= 0 (Vzpomeite na pravidlo ze stdni
Skoly: "Vektor kolmy k nenulovému vektora= (v, v,) dostaneme, kdyz zamime
souadnice vektorw a u jedné z nich zémime znaménko.") K¥eme volit samazjmeé
i jiné vyhovujici dvojice(u,, u,), nagiklad (-2;3), (1- 3 2), ¢ 12;18),(5: 15 2),.
Zavér. Parametrické vyjaéni hledanéipmky ma tvar

p:x=2t,y=-3t, kdetdd R

2.V prostoruV, se skalarnim s@inem ugete vSechny vektorg kolmé k vektoruv = (3;2).

Redeni Pro X =(x, y) dostaneme z podminky skalarniho &ou homogenni rovnici
3x+2y=0, (2a)
ktera je aZz na ozgani pron¢nnych totoZna se vztahem (2). Analogicky jaka@dehozi
Uloze zjistimex =2t,y=-3t, kdetd R
Zavér., XV, ={(3t,—2t),tD I% . PismenenV, jsme oznéili mnozinu vSech kieni rovnice
(2). Je to mnozina vSech naséhlektoru v = (3;2), jednorozmérny vektorovy podprostor
prostoruV,, jinak téz eorientovany) smér. (Neorientovany sir je nag. svisly sngr.
Naproti tomu je sir svisly vzhiru, nebo srr svisly dofi orientovany.)
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3.V kartézské soustasouadnic v E, je dana rovina
P:X=5-r+2s,y=1+3r-s,z= r+ s, kder $1 k
Urcete parametrické vyjdedni @imky p, ktera prochazi g@étkem a je kolma ng.
Re3eni Dana rovingo ma symbolické vyjateni X = A+ ra+ sg kder,sOR, A=[51(],
a=(-131) ac=(2;-11). Hledana pimkaqg ma symbolické vyjaini
X =P+tu, 3)

kdetOR, P= [O;O;q je paatek soustavy sdadnic al = (u, u,, U;) je libovolny nenulovy
vektor kolmy k vektoim & a¢, které jsou rovna¥Zné s rovinoup (viz obrazek).
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Z podminek kolmosti vektérdostdvame soustavu dvou linearnich homogennicticoe
tfemi neznamymu,, u, au,,

U +3u,+u,=0 a -u+u=0 4)
kterou ekvivalent& upravime (provéte sami) na tvar
u-3u,-u,=0 a d+ 3= (
V posledni rovnici zvolimel, =3 au, = — £ a po dosazeni ddgdposledni rovnice
(proved'te!) zjistimeu, = 4. Tedy U = (4,3;-5).
Zavér. Parametrické vyjaeni hledanéidpmky ma tvarp: x=4t, y= 3t, z= -5t, kdet] R

4.V prostoruV, se skalarnim s@inem ugete vSechny vektor¥ kolmé k vektoéim
a=(-L3lac=(2,-11).

Re3eni Pro X =(x, Y, 2 dostaneme z podminky skalarnich&o soustavu
-Xx+3y+z=0 a -y = 0 (4a)

kterd je az na oziani pronénnych totoZzna s rovnicemi (4). Analogicky jakoiegchozi
Uloze zjistime

X:x=4t, y=3t, z=-5t, kdetl] R
Zaver. X0V, ={(4t,3t,-5),t0 B . Mnozinou viech ki@ni soustavy (4a) je jednorozmy

vektorovy podprostor jednozéa uréeny vektoremd = (4;3;-5).



5.V kartézské soustasouadnic v E, je dana fimka

p:Xx=6t y=1-2t,z= 7+ 3, kdetl] R
Urcete parametrické vyjdeni roviny p, ktera prochazi pétkem a je kolma ng.
Re3eni Dana pimkap ma symbolické vyjéigni X = A+t0, kdetOR, A=[0;1;7]
a U =(6;-2;3). Hledana rovingp ma symbolické vyjaieni X = P+ ra+ s¢ kder,sOR,
P :[0;0;0] je patatek soustavy sdadnic aa =(a, a,, &), € =(c, G, G) jsou nenulové

vektory rovnolszné s rovinoup. Podminkap O p je splrena, pra¥ kdyz a0ud ac O U
(viz obrazek). Odtud s vyuzitim podminky skalamsowinu dostavame

6a, —2a,+3a,=0a6c -2c,+3c,=0.

Vidime, Ze vektoryd =(a, &, &) a € =(c, G, G) jsou libovolné dvanezavislékoreny
vektorové rovnicel (X =0, ktera ma proXx = (X, y, 2 po rozepsani do stadnic tvar

6x—-2y+ 3z= 0. 5) (

Kofeny &, ¢ nalezneme tak, Ze &gouadnice zvolime a¢ti pomoci vztahu (5) vygdame.
Abychom ngli jistotu, Ze &, € budou nezavislé, poloziméi pledani vektorua uréitou
souadnici rovnu nule aiphledani vektoruc jinou sowadnici rovnu nule.

Konkrétré pro vektora zvolime y=0, po dosazeni do (5) jex+3z= 0, a po voll&

x =1naleznemez = -2. Podob#® pro vektor¢ po volt® z=0 mame6x-2y= 0 a odtud
x=1,y=3.Jetedya=(10;-2)ac =(13;0).

Zavér. Parametrické vyjaeni hledané roviny jeo:x=r+s, y=35 z=-2r, kder 41 R

6.V prostoruV, se skalarnim s@inem ugete vSechny vektorx kolmé k vektoru
d=(6;-2;3).
Redeni Pro X = (X, y, 2 dostaneme z podminky skalarnich&ot rovnici (5) vyreSenou v

piedchozi Gloze.
Zaver. X0V, ={(4t,3t,-5)t0 R . Mnozinou viech k@ni soustavy (4a) je jednorozmmy

vektorovy podprostor jednozé@ uréeny vektoremd = (4;3;-5).



Poznamka.Kazda soustava homogennich rovnic s neznamym, ..., %, ma trivialni
feSenix = x, =...= x, =0. Krom¢ toho mize mit i netrivialniceSeni, jak jsme vidi pfi
feSeni pedchozich uloh.

Mnozinu kaeni soustavy linearnich homogennich rovnitzeme v geometrii interpretovat

a) jako vektorovy podprostor,
b) jako linearni utvar {imka, rovina, ...), ktery obsahujedatek soustavy seadnic.

7. Reste soustavu homogennich rovnic
2x—-y+3z=0,

X+3y+2z=0,
3x—-5y+4z= 0,
X+17y+ 4z= 0.

Jakou ma tato soustava interpretaci v prostgrae skalarnim s@inem a jakou v eukli-
dovském bodovéem prostort, ?

Re$eni Zodpovime nejprve druhaiést Glohy: V prostor, se skalarnim s@inem mame
nalézt mnozinu vSech vektox =(x, y, 2, které jsou kolmé k vektém (2;-1;3), (1,3;2),
(3;-5;4) a (1,17;4) V bodovém prostorle, mame naléztipmku nebo rovinu, ktera
prochazi psatkem a je rovnaiZna s vektory(2;-1;3), (1,3;2), (3;-5;4) a (1,17;4)

Reseni soustavy:

1 3 2
. . .12 -1 3 . : . o
ZapiSeme ji maticj 3 al kterou ekvivalenté (provelte sami) upravime na stiupvity
1 17 4

1 3 2
tvar, jenz po vynechani nulovy¢adku vypada takto(0 . J. Tato matice fedstavuje

soustavux+3y+2z= 0, 7y+ z= 0 Posledni rovnici vyhovuji vSechna=t az=-7t,kde
tOR Po jejich dosazeni do zbyvajici rovnice soustgigfime, Zex =11t.
zaver. {(x,y, 2} ={(11t,t-7t),t0 B

Poznamka.Mnozina kdeni miZe byt zapsana i jinak,

nagiklad {(—Z@r ,_i\f’r ,11\/1_3rj I DR} .VSechny zapisy vSak musi spVvat vztah

X:y:z=11:1: (7).



8. Reste soustavy rovnic:
2%, =% +3%+ 2%, = 0,

-2 - x,=0, 2%, + 3%+ 4%,= 0,
X meXt R X X X toxtax 3y + 2%, + %, 2%, = 0,
—2X +3%,— 3%+ 4x,= 0, X +X+2%+3x%,=0,
a) b C)—2X + 3%, — X%+ 2%, = 0,
% =3%+ X% =0, X +9%+ X% +2%=0, 3% - 4%, — %+ 2% = 0
-x +4 -3x,= 0, 5%, + 5%+ 2%, = 0. 7
X FaxX+ %= 5X X FOX, + X+ 2X, —3x, +5%,— 6%+ 4%, = 0
"X X +Ax+ %=0, T X X +aAx+ %=0,
X 3% +5%,+ % =0, 2%, = 3%+ 5%+ %= 0,
d) 2x-5%+13x,+3x=0  e) 2x-5x+13x,+ 3x= 0,
X —3%,+2%— x,=0, X —3% +2%— %= 0,
2% — 4%+ %+ 3%+ %= 0. 2% — 4%+ X%+ 3%+ %= 0.

Vysledky. a){ata=111-7),t0R . b){(0;0;0;0} c){(2t;2;0;-t)t0OR},
d) {ra+sb;a= (-7,0,5:3,0)b= ¢ 2,0;1,0;3)r s R =
={(-7r-2,0,5+s,3 ,3)rst0R .
Ve vektorové interpretaci jedtaojroznerny vektorovy podprostor prostony.
e) {r§+sB+ f¢;a= (3,1,0;0- 2),b= (5;3;2;0;0)c= (13;5;0; 2;0Y;s,{] I}R:
={(Br+5+13,r+3+ 5,37 2+ 2)stOR .
Ve vektorové interpretaci jettojrozimerny vektorovy podprostor prostoiy.



