1 Soustavy linearnich rovnic

1.1 Zakladni pojmy

Budeme uvazovat soustavu m lineadrnich rovnic o n neznamych s koeficienty z
télesa T (potom hovofime o soustavé m linearnich rovnic o n neznamych nad
télesem T'):

a11r1 + a1oTe + ... + aypx, = by

a2171 + A22T2 + ... + A2 Ty = b2

Am1T1 + AmaT + ... + ATy = bm

Se soustavou (1) jsou spojeny nasledujici dvé matice.

Matice soustavy A:

a1 a2 ... QAipn
A: a1 A92 ... A9p
Am1 Am2 ... Qmn
Rozsirfena matice soustavy A*:
a1 a2 ... QAip bl
qr | G a2 . G ba
Aml Gm2 oo Ao | O

Poznamka. Pro oznaceni rozsirené matice pouzivame i jiné symboly nez A*.
Napriklad Aroz.

1.1.1 Maticovy zapis soustavy

Uzitim uvedenych matic mizeme soustavu (1) zapsat ve tvaru

A-d@=b,
™ ]
L |22 . S b , .
kde @ = | | je vektor neznamych a b = | | je vektor pravych stran rovnic
Ty bm
soustavy. Tyto vektory miizeme chépat také jako matice, pak pouzijeme zapis
A-X =B,

1



kde X =@ a B =0

Casto je vyhodné hledét na soustavu (1) jako na linedrni kombinaci sloupco-
vych vektort matice A:

aiq ai2 Ain b1
a1 a2 Aon by
Am1 Am2 Amn bm

Coz strucnéji zapiseme ve tvaru:

ri-ay+x9-as+...+x,a, =0>b.

Podle vektoru pravych stran b rozlisSujeme soustavy (1) na dva typy:
1) Homogenni soustavy pro b == (0,0, ...,0)

2) Nehomogenni soustavy pro b #+0

1.2 Resitelnost soustavy
Zajiméa nas, jak pozname, zda ma soustava feSeni a kolik riznych feseni mize mit.

Véta 1.1 (Frobeniova véta). Soustava m linedrnich rovnic o n nezndmych nad
telesem T' ma aspon jedno teseni prave tehdy, kdyz hodnost matice této soustavy
je rovna hodnosti rozsirtené matice soustavy, tj.

h(A) = h(A").

Diikaz. Frobeniova véta ma formu ekvivalence. Mtizeme ji schematicky vyjadrit
takto:

aspon jedno feSeni < h(A) = h(A").
Dokazujeme tedy prislusné dvé implikace:
(1) aspon jedno feseni = h(A) = h(A*)
aspon jedno Teseni = ex. xy, T, ..., T, tak, ze xi-a1+x9-as+...+T,-a, = b= bje
linearni kombinaci vektort ay, ao, ..., a,. Potom se jeho pridanim k matici tvorené
vektory ai, @, ..., @, nemuze zvysit jeji hodnost, tj. h(A) = h(A*). Symbolicky
zapsano: [ay, s, ..., @) = [@1, g, ..., @y, b] = h(A) = h(A*).1

1Z4pisem [il1, W, ..., U,] rozumime tzv. linearni obal mnoZiny vektort i1, @a, ..., @y, coZ je mnoZina vSech
linearnich kombinaci téchto vektori. Vice v partiich vénovanych pojmu Vektorovy prostor.



(2) h(A) = h(A*) = aspon jedno FeSeni

h(A) = h(A*) = b je linearni kombinaci vektort @, as, ..., @, = existuje feseni
L1, X2y -y T
[]

Priklad 1. Zjistéte, zda je tesitelnd tato soustava

r1— 3r9 + 223 =1
2$1 — 3x2 — T3+ 5$4 = -7
3r1 — Tx9 + 13— drgy = —6
X9 — Xy — Xy = —1
Poznamka. Reseni soustavy linedrnich rovnic mize dopadnout trojim zptisobem.
Bud ma pravé jedno feseni, nebo mé nekonecéné mnoho feseni a nebo feseni nema.

Jind moznost neni. Jak to dopadne, pozname uz pti ovérovani platnosti Frobeniovy
podminky takto:

(i) h(A) = h(A*) = n ... soustava ma pravé jedno feseni (tj. jednu usporddanou
n—tici),
(ii)) h(A) = h(A*) < n ... soustava ma nekone¢né mnoho Feseni,

(iii) h(A) # h(A*) ... soustava nema FeSeni.

1.2.1 Cviceni

1. Rozhodnéte o fesitelnosti danych soustav. U kazdé z nich rozhodnéte, zda ma
pravé jedno reseni, nekone¢né mnoho feseni, ¢i zda neméa zadné feseni. Své tvrzeni
zdivodnéte.

2 —y+z2=1 . r+y—z=1 rTHy—z=2
r+2y—2=3 rT—y+22=0 c) 20 —y+3z2=1
dr+3y — 2z =171, xr+ 3y — 5z =2, —r+y+2z=4.



1.3 MnozZiny feseni soustav linearnich rovnic

Priklad 2. Urcete mnoZiny bodu, které jsou spolecné rovindm c, 3, v, které jsou

ddny obecnymi rovnicemsi:

a:3xr+y—2—7=0
B:x+2y—5z—15=0
v:3rx+5y+22—9=0,

a:rx+2y+2—1=0
f:3t—z2—6=0

) a:rz+y+z—5=0
) B:3r—2y+2—3=0
v:dr —y+22—10=0,

p a:r—2y+2—1=0
/ B:2x—4y+22—2=0

v:T7rx —4y — 52 — 16 =0, v: —dx+ 10y —5z+5=0.

NEHOMOGENNI SOUSTAVY

Mnozina vsech feseni nehomogenni soustavy linearnich rovnic je BODOVY

PROSTOR.

Prvky bodového prostoru (definice bude uvedena pozdéji, viz Pech: AGLU /str. 14
- Def. 2.1) nazyvame body. Kazdy bod, ktery je feSenim nehomogenni soustavy, se
da vyjadrit jako soucet jednoho konkrétniho bodu a linearni kombinace vektori
(které jsou fesenim prislusné homogenni soustavy).

Priklad 3. Urcete mnoziny bodi, které jsou spolecné rovinam «, 3, vy, které jsou
ddny obecnymi rovnicemsi:

a:3x+y—2z2=0
%) B:x+4+2y—5z=0
v:3x+ 5y +22=0,

a:x+2y+2=0
¢) B:3t—2=0
v:Tr —4y — 5z =0,

HOMOGENNI SOUSTAVY

) a:r+y+z=0
) B:3r—2y+2=0
vidr —y+ 22 =0,

p a:rx—2y+z2=0
) B:2x—4y+22=0
v: —dx+ 10y — 52 = 0.

Mnozina vech Feseni homogenni soustavy linearnich rovnic je VEKTOROVY

PROSTOR.



Prvky vektorového prostoru (definice bude uvedena pozdéji, viz Pech: AGLU /str.
8 - Def. 1.1) nazyvame vektory. Kazdy vektor se da vyjadrit jako linedrni kom-
binace skupiny vektort z téhoz prostoru, kterou nazyvame systém (mnozina)
generatort daného vektorového prostoru.

Dimenze vektorového prostoru je ¢islo, které udava pocet linearné nezavis-
Iych vektori, jejichz linearni kombinaci mohu vytvorit kazdy vektor uvazovaného
prostoru. Systém generatort v.p., ktery je tvoren linearné nezavislymi vektory
se nazyva baze vektorového prostoru. Dimenze je tak rovna poctu vektort baze
daného vektorového prostoru.

Priklad 4. Bod (pocdtek) ma dimenzi 0, primka dimenzi 1, rovina dimenzi 2 a
prostor ma dimenzi 3. Zdidvodnéte tato tvrzend.

Priklad 5. Reste dané dané dvojice homogennich a nehomogennich soustav line-
arnich rovnic. KazZde reseni ndlezité zapiste, geometricky interpretujte a rozhod-
néte, zda se jednda o bodovy ¢i vektorovy prostor, urcete jeho dimenzi.

a)

x+2y=0, T+ 2y =25,
b) r+2y=0 T4 2y =3
—$+y:O, _x—l_y:_]-)
c)
r—3y+22=0, r—3y+2z=1,
d) r—3y+22=0 r—3y+2z=-—1
20 +y — 2z =0, 20 +y — 2 =0,
e) —r+2y+2=0 —r+2y+z=7
r+y+22=0, r+y+2z=12.



1.4 Homogenni soustava m linearnich rovnic o n nezna-
mych

Homogenni soustavou rozumime soustavu rovnic, které maji na pravych stra-
nach vyhradné nuly. Pro takovou soustavu je vzdy splnéna Frobeniova podminka.
Homogenni soustava ma tedy vzdy feSeni. Pokud je jeji matice regularni, tj.
h(A) = n, ma jediné - trividlni - feSeni, kterym je usporadand n—tice tvorena
samymi nulami. Pokud je matice soustavy singularni, tj. h(A) < n, ma homo-
genni soustava nekonecné mnoho feSeni. Timto piipadem se ted budeme zabyvat.

Piiklad 6. Reste homogenni soustavu

ry + 29 + x3 + x4 = 0
r1 + 2x9 + 3x3 + 4xy = 0 (3)
r1 + 3$2 + 5.%3 + 7.%4 =0
ry + 49 + Txsg + 10xy = 0

Poznamka. Dvé soustavy Au = 0, Bu = 0 jsou ekvivalentni praveé kdyz radkové
vektory matic A, B generuji stejny podprostor. Ekvivalentni tpravy soustavy
rovnic totiz odpovidaji ekvivalentnim tpravam odpovidajici matice provadénym
na jejich radcich.

Reseni: Mnozina feseni dané homogenni soustavy:
Wa={(s+2t,—2s—3t,s,t);s,t € R},

Mnozina W, je podprostorem vektorového prostoru R*. MiiZzeme ji zapsat jako
linearni obal dvou nezavislych vektort:

Wa=[{(1,-2,1,0),(2,-3,0,1)}] CC R*.

Dimenze W4 je potom
dimW, = 2.

Véta 1.2. Necht je ddna homogenni soustava m linedrnich rovnic o n nezndmijch
nad télesem R a necht matice A této soustavy md hodnost h(A). Potom mnoZina
W4 wvsech 1eseni této soustavy je podprostor aritmetického vektoroveého prostoru
R™ a ma dimenzi n — h(A), tj.

dimWy =n — h(A).



Diikaz. '

(1) Nejprve dokazeme, ze W4 je podprostorem R":

Vyuzijeme néasledujici vlastnosti maticovych operaci (A, B, C' jsou matice, r € R)
spolu s vétou o uréeni podprostoru?:

(i) A(B+C)=AB+ AC,
(ii) (rA)B =rAB =r(AB).

LuveWy=Au=0 Av=0= Au+Av=0= Alu+v)=0=u+v € Wy.
I ue Wa,a e Rj= Au=0 = a(Au) =0 = A(au) =0 = au € Wy.

(2) Ted dokézeme, ze dimW, = n — h(A).

Dikaz naznac¢ime pro pripad n = 3. Moznost zobecnéni bude ziejma. Vyuzijeme
vétu o vztahu dimenzi jadra a obrazu homomorfismu. Tu sice jesté nemame do-
kazanou, ale to napravime béhem tohoto semestru.

Uvazujme homomorfismus
f(x1, 22, 3) = (a1171 + a12%2 + 1373, A21T1 + A22T2 + A23T3, A3171 + A32T2 + A33T3).
Pro jeho jadro Kerf a obraz Imf zfejmé plati:

Kerf = Wy,

Imf = [{<a’117 21, a’31)7 (CLlQ, 22, a’32)7 (CL13, 23, a’33)}] )

kde dimenze obrazu odpovida hodnosti matice soustavy A, tj. dimImf = h(A).
Potom, podle zminéné véty, kterou si teprve dokazeme, plati

dim Kerf = dim V' — dim Im f. (4)

Dimenze vektorového prostoru neznamych i, s, r3 soustavy je v pripadé uvede-
ného homomorfismu rovna 3, obecné pak n. Po dosazeni Kerf = Wy, dimImf =
h(A) a dimV =n do 4 dostaneme

dim Wy =n — h(A) (5)

[l

'K tomuto diikazu neméame zatim vytvoien odpovidajici pojmovy aparat. Az se tak stane, vratime se k nému.
2Neprazdna podmnozina W vektorového prostoru V' je podprostorem prostoru V, pravé kdyz plati: (1) Vii, 7 €
Wi i4+0eW, (2)VaeT,Vi e W; ai € W.



1.4.1 Vytvoreni baze vektorového prostoru vSech reseni ho-
mogenni soustavy

Vratme se k feSeni prikladu 6. Vidéli jsme, Ze si ho miZeme zapsat tvaru
Wa=1[{(1,-2,1,0),(2,—-3,0,1)}].

V této kapitole si na prikladech ukézeme, jak se daji pfimo najit vektory baze
podprostoru Wy.
Postup feseni Prikladu 6:

1. Uréime tzv. zakladni neznamé
Provedeme Gaussovu eliminaci matice soustavy:

~Y

1
1
1

W DN =
ot W =

1
4
7

o O =

11
1 2
2 4

S W =
o O
e

1
2
0

S W

1111
0123
147 10 0369 0000

Neznamé, které odpovidaji prvnim nenulovym prvkiim na kazdém radku matice v
Gaussové tvaru (viz podtrzeni), nazveme zakladni neznamé. V nasem piipadé
se jednd o x1 a 9. Vzhledem k témto neznamym pak feSime soustavu, kdyz
zbyvajici neznamé (”nezékladni” nebo téz ”volné” nezndmé) nahradime realnymi
parametry. V nasem konkrétnim pripadé tedy

zakladni nezn. :  xq, T9; volné nezn. : wx3=3s, x4=1t; s,t€eR.
Odpovidajici soustava ma potom tvar

r1 + 9 + 23 + x4 = 0
o + 2x3 + 3x4 = 0

2. Vypocdcitame dimenzi prostoru reSeni W

dimWy=n—h(Ad)=4—-2=2

3. Hledame dvé nezavisla feseni b;, by tvorFici bazi Wy
Vektory 51, b nejprve volime takto:

bl - ($1,$2,1,0), b2: (y17y2707 1)
Potom je dosadime do soustavy (6) a dopocitame pfislusné hodnoty w1, s, y1,

Yo : ~ ~
by = (1, —2, 1,0), by = (2, —3,0, 1).



Obecné tfeseni & homogenni soustavy (6) pak mizeme zapsat jako linedrni kom-
binaci vektort by, b :

r=s(1,-2,1,0)+1(2,-3,0,1); s,teR
Piiklad 7. Reste ndsledujici homogenni soustavu linedrnich rovnic a urcete bdzi
vektorového prostoru vsech TeSeni této soustavy:

r1 — 29 — x3 + 214 + S5 =0
3r1 — 6xy — 223 + x4 + 3x5 =0 (7)
—2%1 + 4$2 + X3 + x4 -+ 2.%5 =0

Reseni:
Wa=10{(2,1,0,0,0),(3,0,5,1,0),(7,0,12,0,1)}]

Obecné feseni muzeme zapsat ve tvaru
¥=r(2,1,0,0,0)+ s(3,0,5,1,0) + t(7,0,12,0,1); 7, s,t € R. (8)

Poznamka. Z tvrzeni véty 1.2 plynou jasné zavéry o poctu feseni homogenni sou-
stavy linearnich rovnic. Je ziejmé, ze hodnost matice A je vzdy mensi nebo rovna
dimenzi n prostoru neznamych (po¢tu neznamych). Uvazujme nejprve h(A) = n.
Po dosazeni do vztahu dim Wy = n — h(A) dostaneme pro dimenzi prostoru fe-
seni soustavy dim W4 = 0. Jedné se tedy o trivialni podprostor obsahujici jediné
- trivialni (nulové) feseni soustavy. Pro h(A) < n pak dostaneme dim Wy # 0.
Prostor feseni obsahuje tedy nekone¢né mnoho prvki - soustava ma nekonec¢né
mnoho feseni soustavy.

1.5 Nehomogenni soustava m linearnich rovnic o n nezna-
mych

Zajimaji nas zde hlavné neregularni soustavy, tj. soustavy, které maji nekonec¢né
mnoho feseni. Ukazeme si, jak spolu souvisi feseni takové nehomogenni soustavy
s TeSenim ji odpovidajici soustavy homogenni. Zacneme ptikladem soustavy, ktera
se, az na pravé strany, shoduje s homogenni soustavou (7) z ptikladu 7.

Priklad 8. Reste nasledujici soustavu linedrnich rovnic:

1 — 2.1'2 — T3 -+ 2.%4 + 5.%5 =38
3$1 — 6.1'2 — 2.%3 + x4 + 3.%5 =2 (9)
—2r1 + 49 + 23 + w14 + 225 =6



M = {(=14 + 2k + 31+ Tm, k, —22 + 50 + 12m, [, m)}

muzeme prepsat do tvaru, v némz je patrné feseni (8) piislusné homogenni
soustavy (7):

M = {(-14,0,-22,0,0) + k(2,1,0,0,0) + {(3,0,5,1,0) + m(7,0,12,0,1)}

Véta 1.3 (ReSeni nehomogenni soustavy). Nechf T je libovolné feseni nehomo-
genni soustavy AT = b a Wy je vektorovy prostor vsech reSent odpovidajici ho-
mogenni soustavy AT = 0. Pak pro mnoZinu M vsech teseni soustavy Ax = b
plati:

M = {17+ﬁ;ﬁ€ WA}.

Poznamka. Véta 1.3 nam jinymi slovy iké, Ze vSechna feSeni nehomogenni
soustavy linearnich rovnic jsou urcena souc¢tem jednoho konkrétniho
reseni této soustavy a vsech reseni prislusné homogenni soustavy.

Dikaz. (1) {4+ 4@} C M; A(@+@) =AT+ATl=AG+35=Av=1b
(2) M C{i+d}); AB=b AT=0b= A(l—7) =37 = existuje & = & — 7 € Wy
tak, ze AW = A(U+ 1) = b. O

Zavér: Prii feseni nehomogenni soustavy linearnich rovnic s nekoneéné mnoha
feSenimi (tj. h(A) = h(A*) < n) mizeme postupovat takto:

1. Vytesime prislusnou homogenni soustavu rovnic. Jeji obecné feseni oznac¢me 7.

2. Najdeme jedno konkrétni feseni dané nehomogenni soustavy. Oznac¢me ho v.

3. Mnozinu M vsech feSeni dané nehomogenni soustavy vyjadiime jako soucet
jejiho jednoho konkrétniho feseni a obecného reseni prislusné homogenni soustavy:

M=v+7%

Poznamka. Mnozina vSech feseni nehomogenni soustavy netvori vektorovy
prostor (neobsahuje nulovy vektor). Jedna se o tzv. linearni mnozinu. Pozdéji
si ukdzeme, ze se jedna o afinni bodovy podprostor.
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