10.5 Ortogonalni doplnék n-1 vektoru

Ortogonalnim dopliikem skupiny n — 1 vektorti rozumime jeden vektor, ktery je
kolmy ke vSem n — 1 vektorim

Jedna se o zobecnéni vektorového soucinu, ktery zname z prostoru dimenze 3.
Vektorovy soucin bychom tedy mohli nazyvat také ,ortogonalni doplnék 2 vektorta‘.

10.5.1 Vektorovy soucin
PRIKLAD 10.10. Coriolisova sila
Fo =2mu x @.
PRIKLAD 10.11. Urcete obsah trojihelniku ABC
a) A=11,2,0], B=[3,0,-3], C =15,2,6],
b) A=[-1,1], B=[3,3], C =[1,5].

Vektorovy soucin vektort u, v; @ = (u1,uz,us), v = (vy,ve,vs3) :

U X U= (Ung — U3V2, U3V1 — U1V3, U1V — U2@1) (32)

Norma (velikost) vektorového sou-
¢inu:

@ x ¥ = || - |0] - sin
uUp U U3
UX U= V1 V2 Vs
€1 €y €3
QX T = U2 U3 o U1 Us uUip U9
U2 U3 v1 U3 vp U2

Ukol: Dokazte, ze vektorovy soucin @ X ¥ je kolmy k obéma vektortim u, v.

Véta 61 (Vlastnosti vektorového soucinu).

1. Uuxv=—(Uxu)
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(U+7) x W=uUX W+ 7T X W
U, v zavislé

u,v nezavisle = {u,v,u X U} tvori kladnou bazi V3

N R
<y
X
<y
I
Qy

—

I

= |*|7]> sin®

u
i v?
(Pech:AGLU/str.111 - V.7.3)

PRIKLAD 10.12. Vypoctéte obsah trojihelniku ABC' s vrcholy A =[7,3,4], B =
[1,0,6], C =[4,5,—2].

Po normu vektorového soucinu plati nasledujici vztahy:

—9 —
W2 =lax 2=, Y| = |72 sin’a (34)
vu U
Poznamky.
—9) ——
1. Determinant | __, o je tzv. Gramtv determinant vektort u, v
(Pech: AGLU /str.111)
— — 2 1/_["2 /L—[:U . .-, ’ ’ . .
2. Vztah |uxv]® = s 2 | € speciadlnim pripadem tzv. Lagrangeovy identity

(Pech:AGLU /str.114-115)

10.5.2 Ortogonalni doplnék n-1 vektoru v prostoru V,,

Definice 33.
ail a19 ce A1p
az1 azz ... A2
C_L)1XC_L»2X...><C_L’nf1= :A1€1+A2€2++An€n
Gp—-11 Ap—12 .. Qp—1n
€1 €y ... €n

ar X ag X ... X Ap—1 = (Al,AQ, ,An)
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Poznamka. Piipomenme si vétu o rozvoji determinantu

n

Z a;f - Ajk = 5@' - det A,

k=1
kde ¢;; je tzv. Kroneckerovo delta, pro které plati: 6;; = 1 pro ¢ = j a d;; = 0 pro
i # 7.

Vlastnosti ortogonalniho dopliitku

—

1. Ortogonalni doplnék d; x dy X ... X a,_1 je kolmy k vektorim ay, ds, ..., d,_1.
2. 41 Xdy X ... X Ap_1 =0 < dap,ds,...,d,—1 linearné zavislé

3. 61,62, ...,C_L)nfl linearné nezavislé = {61,62, ...,C_L»nfl,C_L»l X 62 X ... X C_L»nfl}
tvori kladnou bazi V,,

4. Prohozenim potfadi dvou vektori se ortogonalni doplnék méni na opacny, tj.

méni se znaménko

—»2 - — — — - —
ai a109 ajas o 1Qp—1
- — —»2 — — - —
a2a a asa o A9y —
oo -~ 2 201 5 203 20n—1 | oo -
5. \alxa2><...><an_1\ = —detG(al,az,...,an_l)
— — — — — — —»2
ap—1A1 Ap—2a9 aAp—-10a3 ... a,_1

... Gramtv determinant

(Pech:AGLU /str.108,109 - V.7.1,V.7.2)

10.6 Vnéjsi (smisSeny) soudin

UKOL: Vyjadiete objem rovnobéznosténu, ktery je uréen vektory @, ¥, .

l
N
>

—

X v

> U <
I
=

w| cos

V=S8 -h=|uxuvl|-|W]cosa
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U1 U Us
V:({[x{)’)-ﬁ:[ﬁﬁlﬁ]z U1 Uy Us (35)

wp w2 w3
Operaci, popsanou rovnostmi (35), nazyvame vnéjsi soucin (téz smiseny soudcin)
vektoru , U, W. Znac¢ime [u U ).
UKOL: Dokazte nasledujici vlastnosti smiSeného soucinu:
a)labc=lcab=[bcal=—[ach =—[bac=—[cbal.
b)[@bd =0 < vektory @,b,¢ jsou komplanarni.

Rovnice roviny urcené tfremi body A, B, C:

Tr1 9 T3 1
(X—A)B-A)(C—-A)=0 = |1 @asli_,
by by b3 1
C1 C2 C3 1
PRIKLAD 10.13. Vypocitejte obsah trojihelnika ABC, je-li ddino: A = [~1,1],

B=[3,3],C=[1,5].

Obsah trojuhelnika umime spocitat uzitim vektorového soucinu:
Sp = §|ﬁ|\17| sina = |u X 1.

Snadno ukazeme, zZe lze tento postup uplatnit i pro vypocet obsahu trojihelniku v
roviné. Pro vektorovy soucin potom plati tyto vztahy:

Ur U9 0 W
uxv=|wv ve 0 |=(0,0, b ),
- = = V1 V2
€1 €2 €3
- - up U2 o
U x U] = ; = |[a 7]
1 V2

Pojem smisené¢ho soucinu tak mizeme pouzit i v roviné, tj. pro dva vektory o dvou
slozkach. Jeho absolutni hodnotu pak miizeme interpretovat jako obsah rovnobéz-
niku témito vektory omezeného. Pro obsah prislusného trojuhelniku plati:

11
Sa—§|[7ﬂ7ﬂ—2‘ ‘

Mizeme pouzit i zapis, v némz jsou pouzity primo soutadnice bodli - vrcholi troj-
thelnika. Pro A = [a1, a9, B = [b1, by], C = [c1, ¢2] plati:

uyp Uz
v1 U2
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S . 1 bl — bQ — a9
ANABC — 9 C1 —ai Cs — as )
1 a1 a9 1
Saapc = B by by 1. (36)
C1 Co 1

Poznamka. Srovnejte vzorec (36) s obecnou rovnici pfimky na strané 69. Pokuste
se vizualni podobnost téchto vztaht vysvétlit geometricky.

Obsah rovnobézniku urcéeného body A, B, C
A= [Cll,CLQ], B = [bl,bz], C = [Cl,Cz] .
ap a9 1
S=1|b by 1
C1 (9 1

Objem rovnobézZnosténu urceného body A, B, C, D

A= [&1,@27613], B = [b17b2ab3]7 C= [61762763]7 D = [d17d27d3] :

a1 a9 as 1
by by b3 1
S =
C1 Cy C3 1
di dy d3 1
Definice 34 (Vnéjsi soucin vektort). Vnéjsim soucinem vektori ay, ds, ...,y € Vg,
které magji v ortonormdlni bdzi € souradnice @; = (a1, Ao, ..., ), 1 = 1,2,....n,
nazyvame determinant
air a2 ... Qaip
21 Q99 ... QA9p
ap1 Ap2 ... Qpp

Znacime

(Pech:AGLU/str.117 - D.8.1)
Zobecnéni pojmu objem rovnobéznosténu

n=3J3:
Lg = |(§1 X 52) . 63| = HCYl X 52‘ . ‘63‘ . COSg0| = ‘ [51 52 53] |,

n==4:

L4 = ‘(C_LH X 62 X 63)54‘ = H&l X 62 X C?g‘ . ‘64‘ 'COSQO| = ‘ [51 62 63 64] |
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Véta 62 (Absolutni objem vektort).
| [y dy dy dy] |
(Pech:AGLU/str.120 - V.8.1)

Pod pojmem ,objem rovnobéznosténu urceného danymi vektory* rozliSujeme dva
pripady:

1. Objem rovnobéznosténu urcéeného n vektory ai, ds, ..., d, € V,, :

L721 - [517 527 ey C—in]z = det G(Jl, 52, cees C_L’n),

kde det G(dy, ds, ..., d,) je Gramiv determinant (str. 94).

2. Objem rovnobéznosténu urceného k vektory dy, ds, ..., dr € Vi, :

Lz = det G(C_LH, C?Q, ceey 6k)
(Pech:AGLU/str.120 - V.8.2)
PRIKLAD 10.14. Obsah rovnobézniku ABC'D v prostoru dimenze 3.

S? = |ii x ¥)? = det G(, V).

10.7 Vztahy mezi skalarnim, vektorovym a vnéjSim souc¢inem

Viz (Pech:AGLU /str. 123
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