11 Vzdalenost podprostort

11.1 Vzdalenost bodu

Eukleidovsky bodovy prostor F, = afinni bodovy prostor, na jehoz zaméteni je
definovan skalarni soucin. (Pech: AGLU /str.126)

Definovanim skaldrniho soucinu je umoznéno méreni vzdalenosti bodt prostoru. M-
zeme proto téz tici, ze eukleidovsky bodovy prostor = afinni bodovy prostor
+ vzdalenost bod.

Definice 35 (Vzdalenost bodi). Vzddlenost dvou bodi A, B € E, je rovna normé
vektoru B — A, tj.:
|AB| = |B — A| = /(B — A)%

(Pech:AGLU /str.126 - D.10.2)

Véta 63 (Vlastnosti vzdalenosti bodu). Pro A, B,C € E,, :
1) |AB] = |BA|
2) |AB| > 0, |AB| = 0 pravé kdyz A = B,
3) |AB| + |BC| > |AC| (Trojuhelnikovd nerovnost)

(Pech:AGLU /str.126 - V.10.1)

Definice 36 (Kartézska soustava soufadnic).
{P7 €1,€2, ..., en}a

kde €1, és, ..., €, je ortonormalni baze.

(Pech:AGLU /str.127 - D.10.3)

Vyhoda ortonormalni baze: Pro A = [ay, as, ..., a,)|, B = [b1,bs, ..., by] je

‘AB‘ = \/(Cll — 51)2 + (CLQ — bQ)2 + ...+ (an — bn)2
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11.2 Vzdalenost bodu od nadroviny

PRIKLAD 11.1. Urcete vzddlenost bodu A = (3,6, 1] od roviny x4+ 10y +7z—78 =
0.

Vzdalenost |Ap| bodu A od ro-
viny p je rovna vzdalenosti bodu
A od jeho kolmého primétu A’ do
roviny p, tj.

Ap] = |AA|

Pro vzdalenost bodu A od roviny p, urcené bodem () a normalovym vektorem 7,
plati:

[ Ap| =

7 (37)
Poznamka. Pravou stranu vztahu (37) pro |Ap| mizeme interpretovat jako velikost

kolmého prumeétu vektoru A — ) do sméru vektoru 7.

Stejny vztah jako (37) plati i pro vzdéalenost bodu od nadroviny F,_; :
(A-Q) -7

7]

|AEn—1| - (38)

(Pech:AGLU/str.140 - V.15.1)

11.3 Rovnice nadroviny F,

PRIKLAD 11.2. Napiste rovnici roviny, kterd je urcend body A = [1,-2,3], B =
[—4,5,6], C = [7,8, 9.

Neparametrickou rovnici nadroviny v prostoru F,, 1 mlzeme zapsat takto:

(z—Q)-1=0, (39)
kde @ je bod nadroviny, 7i je vektor kolmy na nadrovinu (77 € V') a X =
(1, x2, ..., T, je obecny bod nadroviny. (Pech: AGLU /str.139)
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11.4 Vzdalenost bodu od podprostoru

Véta 64 (Vzdalenost bodu od podprostoru).
(Pech:AGLU/str.142 - V.15.2)

Zaveér: Vzdalenost bodu A od podprostoru Ej, je rovna vzdalenosti bodu A od jeho
kolmého prumétu A’ do tohoto podprostoru.

PRIKLAD 11.3. V eukleidovském prostoru Ey je ddan bod B = [7,6,11,0] a rovina
w:X=M+ku+10, kde M =[1,1,1,1], @ = (3,2,1,2), ¥ = (1,0, 3,0). Napiste
vektorovou rovnici kolmice spusténé z bodu B na rovinu w a urcete jeji prusecik B’
s rovinou w. Urcete vzdalenost bodu B od roviny w.

PRIKLAD 11.4. V eukleidovském prostoru Es urcete vzddlenost bodu A = [7,9,7]
od primkyp:x=24+4t,y=1+3t,z2=2t;t € R.

Poznamka. Piiklad 11.4 bud feSime stejné jako 11.3, nebo muZeme pouzit nésle-
dujici vzorec.

Vypocet vzdalenosti bodu od pifimky v prostoru Ej:
Pro vzdélenost bodu A od pfimky p: X = @ + tu;t € R plati:
((Q — A) x

[

|Ap| =
UKOL: Odvodte vztah (40).

11.5 Vzdalenost dvou mimobézek v Fj;

PRIKLAD 11.5. Urcete vzddlenost dvou mimobézek p, ¢ v Es :
p: X=A+tu,A=1[-2-3,2],u= (4,2, —-1),
p: X =B+ty,B=][1,6,2],7=(0,1,-1).

Vzdélenost v = |pg| dvou mimobézek je rovna velikosti kolmého primétu vektoru
(asecky) AB do sméru vektoru @ X 7 :

(A= B) - (u x )
|4 x v

pg| = (41)

11.6 Vzdalenost dvou podprostoru

Véta 65 (Vzdélenost dvou podprostori). Necht E,., E; jsou dva podprostory eu-
kleidovského prostoru E,, které nemaji spolecny bod. Potom existuji body A" € E,
a A" € E, takové, Ze primka A'A" je kolma k obéma podprostorim. Vzddlenost

podprostori je rovna vzdalenosti bodu A’A”. ;
(Pech:AGLU /str.144 - V.16.1)
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PRIKLAD 11.6. V eukleidovském prostoru E4 urcete vzddlenost rovin w, p :
w: X =13,5,-2,-3]+k(2,0,-1,-1) +1(0,4, —2, —3),

p: X =11,5,-6,8 4+ k(2,1,2,0) + 1(0, —1,1,1).

11.7 Vzdalenost dvou rovnobéznych podprostort

PRIKLAD 11.7. Urcete vzddlenost dvou rovnobéinijch rovin p : 2x+3y—62+14 =
0,0:2x+3y —62—35=0.

Vzdalenost dvou rovnobéznych rovin

Pro vzdalenost |po| dvou rovnobéznych rovin p, o, danych obecnymi rovnicemi p :
ar +by+cz+d=0, 0:axr+by+cz+e=0, plati:

|d — ¢
po| =
Va4 b +c
Pokud je Va2 + b + ¢2 = 1, uvedeny vztah se zjednodusi na pékny tvar:

po| = |d —el.

Véta 66 (Vzdalenost dvou rovnobéznych podprostort). Jsou-li E,., Es dva rov-
nobézné podprostory v E,, a plati-li v > s, pak je vzddlenost obou rovnobéznych
podprostori rovna vzddlenosti libovolného bodu X € E od podprostoru E,.

PRIKLAD 11.8. Vzddlenost primky rovnobéiné s rovinou od této roviny.
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12 Objem simplexu

PRIKLAD 12.1. Urcete objem ctyrsténu s vrcholy A = [3,4,0], B = [9,5, —1],
C=[1,7,1], D = [3,2,5].

Umime spocitat objem odpovidajiciho rovnobéznosténu:
V=|luvdw)|=|B-A C—A, D—A].

Otézkou je, jak souvisi objem ¢tyfsténu s objemem rovnobéznosténu? Odpovéd sou-
visi s feSenim nasledujiciho problému.

PROBLEM: Na jaky nejmensi pocéet ¢tyfsténtl téhoZ objemu mtiZeme rozfezat
krychli?

Objem ctyfsténu ABCD
1
V(A,B,C,D) = 6\[3 —A C—-A, D-A].
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Simplex
ystmplex® = lat. ,jednoduchy*

C D
B
/ i
B
A A
B A
Simplex = konvexni obal n + 1 linearné nezavislych bodi v A,,. Pfitom konvexnim
obalem mnoziny bodt rozumime priinik vsech konvexnich mnozin, které tyto body
obsahuji.
(Pech:AGLU /str.128 - D.11.3)
Definice 37 (Objem simplexu). Objemem simplexu, ktery je urcem m + 1 body
Ay, Ag, ..., A1 € B, nazyvdme cislo:
1

V(AL Az, ooy Auit) = 1AL = Ay oy Au = Auia]]

(Pech:AGLU /str.129 - D.11.4)

Pro vyjadreni objemu simplexu mtzeme pouzit i tento vztah:

an a12 ay, 1
1 a a oy 1
V(Ala A27 (XS] An+1) = E ot - ?
Apt11 Opt12 pt1n 1
E5 : Obsah trojuhelniku ABC
1 ay as 1
V(A, B,C) = 2 by by 1
C1 (9 1
Poznamka. Herontiv vzorec.
Es: Objem cétyrsténu ABCD
ay Qs ag 1
L b by b3 1
V(A,B,C,D) = 6lle e o 1
di dy d3 1

Poznamka. Eulerova ¢tyrbodova relace.
(Pech:AGLU /str.135)
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