3.1 Linearni kombinace vektoru

Definice 4. Necht i, U1, ¥, ..., U, jsou prvky vektorového prostoru V nad télesem T.
Rekneme, Ze vektor u je linearni kombinaci vektora v, v, ..., U,, pravé kdyz
existugi proky ay, as, ...,a, € T tak, Ze plati:

n
U= a7 + ag¥s + ... + a, U, = g a;U;.
i=1
Proky aq, as, ..., a, nazyvame koeficienty linedrni kombinace.
Jsou-li vSechny koeficienty rovny nule, nazyva se linedrni kombinace trivialni, jinak
se nazyvd netrivialni.

PRIKLAD 3.4. Ovérte, zda vektor @ = (4, —1,3) je linedrni kombinaci vektori
7 = (1,0,2), % = (—2,1,1).
PRIKLAD 3.5. Ovéite, zda vektor w = (—1,1,0) je linedrni kombinaci vektori
v =(1,0,2), v = (=2,1,1).

UKOL: Vymyslete nejméné tii vektory o stejném poctu prvki a vytvoite jejich t¥i
rizné linearni kombinace.

3.2 Linearni zavislost a nezavislost vektoru

PRIKLAD 3.6. Mnozina M = {(1,1,1),(0,1,1),(0,0,1),(1,2,3)} je tvorena ctyrmi
vektory z vektorového prostoru R3. Rozhodnéte, zda je néktery z téchto vektort line-
arnt kombinaci ostatnich.

Definice 5. Vektory uy, us, ..., u, z vektorového prostoru V nad télesem T se nazy-
vaji:

a) vektory linearné nezavislé, prave kdyz je pouze trividlni linedrni kombinace
téchto vektori rovna nulovému vektoru, tj.

n
Yay,as,...,a, € T;Zaiﬁizﬁé (ap=0Aas=0A...Na,=0).
i=1

b) vektory linearné zavislé, pravée kdyz existuje aspori jedna jejich netrividlni line-
arni kombinace, kterd je rovna nulovému vektoru, tj.

Elal,a2,...,an€T;Zaiﬁi:6’$(al%O\/ag%O\/...\/an%O).

i=1
Poznamka: Jak je to pro n = 1, tj. je jeden vektor linearné zavisly nebo nezavisly?
Vektor u je linearné nezavisly, pravé kdyz je u # 0.
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PRIKLAD 3.7. Rozhodnéte o linedrni zdvislosti vektori:
a) v = (1,0,2), vh = (=2,1,1), v = (4,-1,3).
b) iy = (1,0,2), us = (—2,1,1), 1y = (—1,1,0).

Véta 4 (Alternativni definice linedrni zévislosti). Vektory iy, is, ..., Uy, kde k > 1,
z vektorového prostoru V nad T jsou linearné zavislé prdvé tehdy, kdyZ aspon
jeden z nich je linearni kombinaci ostatnich.

Poznamka: Je dobré si uvédomit, ze ve vété neni viubec specifikovano, zda se jedna
o kombinaci trivialni ¢i netrivialni.

Disledek 1. Je-li jeden z vektori nulovy, jsou vektory linedrne zdvisle.
Dusledek 2. Jsou-li aspon dva vektory stejnée, jsou vektory iy, s, ..., U, zdvisle.

Véta 5. Jsou-li vektory iy, Us, ..., Uy (k > 1) z vektorového prostoru V nad télesem T
linedrné nezawisle, dostaneme vynechanim kterehokoliv z nich opét linedrné nezdvisle
vektory.

Dusledek 3. Jsou-li vektory iy, Us, ..., U z vektorového prostoru V nad T linedrné
zavisle, jsou zavislé 1 vektory uy, s, ..., U, U1, kde U1 je libovolny vektor z V.

3.3 Linearni obal mnozZiny vektoru

UKOL: Uvazujte nasledujici mnozinu vektortt M a pokuste se charakterizovat mno-
zinu vsech jejich linearnich kombinaci:

a) M = {(070)}7

b) M = {(172>}7

¢) M ={(1,0,0),(0,0,1)},

Definice 6. Necht M = {1, Vs, ..., Ux} je podmnoZina vektorového prostoru V' (tj.
je to mnozina obsahugjici k vektori o stejném poctu slozZek). Linearnim obalem
mmnoziny M rozumime mnozinu vSech linearnich kombinaci vektori v, v, ..., Uy.
Linedrni obal mnoZiny M znacime [M] a plati, Ze [M] C V.

Poznamka: Linedrni obal mnoziny M = {}, s, ..., 7} zna¢ime [M]| nebo také

[{171, 172, ey 77]9}]

PRIKLAD 3.8. Uvazujme mnozinu M = {(2,-3,0),(1,0,3)}. Potom linedrnim
obalem [M] mnoziny M je mnoZina vech vektoru U, které se daji zapsat ve tvaru
v=a(2,-3,0)+b(1,0,3), kde a,b € R.

21



Definice 7. Necht [M] = V, kde V' je vektorovy prostor. MnoZina M se potom
nazjvd mnoZinou (systémem) generatoru vektorového prostoru V. Rikdme, Ze
mnozina M generuje vektorovy prostor V.

UKOL: Najdéte mnoziny generatorii pro nasledujici vektorové prostory (Pokuste
se najit mnoziny generatorti o nejmensim poc¢tu vektori):

a) Mnozina vSech vektoru (Sipek) v roviné a v t¥irozmérném prostoru.

b) Aritmeticky vektorovy prostor R2.

c) Aritmeticky vektorovy prostor R!.

d) Aritmeticky vektorovy prostor R3.

e) Mnozina P, vSech polynomt stupné nejvyse n s koeficienty z R.

UKOL: Uvazujte mnozinu vektort M = {(1,2,0),(0,3,1)}. Rozhodnéte, jakou

strukturu tvoii jeji linedarni obal. Ovérte, zda to neni vektorovy prostor. Jaky je
vztah [M] k aritmetickému vektorovému prostoru R*?
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