3 Vektorovy prostor

Priklad: Mnozina vsech vektort v roviné (v prostoru), jak je zndme ze stredoskolské
geometrie.

Definice 3. Necht T je komutativni téleso. MnoZinu V nazveme vektorovym
prostorem nad télesem T, prdavée kdyz jsou na V' definovany dvé operace:

i) séitani: libovolné dvojici © € V, ¥ € V je jednoznacné prirazen prvek u+ v € V,

ii) nasobeni prvkem z télesa T (skalarem): vysledkem ndsobeni vektoru i € V
skaldrem a € T je vektor au € V,

ktere splnuji nasledujict vlastnosti:
a) Struktura (V,+) je komutativni grupa.

b) Distributivnost:
(a + b)u = at + bu,

a(d + v) = au + av.
c) Existence jednotkového prvku skalarniho nasobeni:

1-u=u.

Poznamky:
1. Prvky mnoziny V nazyvame vektory.
2. Vektor 0, tj. nulovy prvek grupy (V,+), nazyvame nulovy vektor.

3. Vektor —u nazyvame opacény vektor k vektoru ,

U+ (—u) = o.
4. Prvky télesa T' se nazyvaji skalary.
PRIKLAD 3.1. Ukazte, Ze mnozina R? vsech usporddanych dvojic redlngjch ¢isel

s operacemi scitani usporadanych dvojic a ndsobeni redalnym cislem, definovanymi
ndsledugicim zpusobem, je vektorovy prostor:

(CL1, CLQ) + (bl, b2) = (a1 -+ bl, ao + bQ),
k - (al, CLQ) = (kal, kaz).

Poznamky:

1. Jedn4 se o tzv. aritmeticky vektorovy prostor R? nad télesem redlnych &isel.
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2. Tento prostor mizeme reprezentovat prostrednictvim bodi v roviné, kterou opat-
fime soustavou souradnic.

UKOL: Zkoumejte nésledujici podmnoziny R?. Rozhodnéte, zda spliiuji definici
vektorového prostoru:

a) W1 = {(z,y) € R*;y = 3z},
b) Wy = {(z,y) € R*y = 3z + 2},
c) W3 = {(0,0)}.

PRIKLAD 3.2. Ukaste, Ze vektory v roviné (Volné vektory, reprezentované orien-
tovanymi useckami. Orientované usecky stejneho sméru a velikosti predstavuji stejny
vektor.) tvori vektorovy prostor.

Neékteré dusledky definice vektorového prostoru:
a)0-v=0,
b) (-1)-v= -7,

—

c) c-0=0,

—

d)c-v=0=c=0VU=0.
Priklady vektorovych prostori

1. Vektory v roviné a v prostoru z elementarni geometrie.

2. Samotné téleso 1" spolu s operacemi ,,+, -“ definovanymi na 7T tvoii vektorovy
prostor nad télesem 7'

3. Aritmeticky vektorovy prostor R? nad télesem R, tj. mnozina vsech usporadanych
dvojic realnych ¢isel s operacemi sc¢itani vektort a nasobeni skalarem definovanymi
nasledujicim zptisobem:

(a1, az) + (b, ba) = (a1 + by, az + by),
k - (al, CLQ) = (kal, kCLQ).

4. Aritmeticky vektorovy prostor R? nad télesem R, tj. mnozina vsech usporadanych
trojic realnych cisel s operacemi s¢itani vektorti a nasobeni skalarem definovanymi
nasledujicim zptisobem:

(a1, a9,a3) + (b1, be, bs) = (a1 + by, as + be, as + b3),
k - (al, an, a3) = (l{:al, kCLQ, kag).

5. Aritmeticky vektorovy prostor R nad télesem R, tj. mnozina vsech uspofadanych
n—tic realnych cisel s operacemi sc¢itani vektorti a nasobeni skaldrem definovanymi
nasledujicim zptisobem:

(al, a2y ...y an) =+ (bla b?a SEE) bn) = (al =+ bla ag + b?7 coey Oy T bn)7
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k- (ay,aq,...,a,) = (kay, kag, ..., kay,).

6. Prostor Fx vSech realnych (komplexnich) funkci na néjaké mnoziné X (nad téle-
sem R).

7. Mnozina Cy,3 vSech spojitych redlnych funkci na intervalu (a,b) (nad télesem
R).

8. Mnozina P, vsSech polynomt stupné nejvyse n s koeficienty z R tvori spolu s
operacemi s¢itani polynomt a nasobeni polynomu realnym cislem vektorovy prostor
nad télesem R.

Poznamka: Vektorovy prostor V' nad télesem T nékdy znacime takto:

(V,+,T7).

PRIKLAD 3.3. Oznac¢me (K, +) mnoZinu viech komplexnich ¢isel s obvyklou ope-
raci sc¢itani a za téleso T vezméeéme téleso R vsech redlnych cisel; rovnéz undrni ope-
ract nasobent prvkem k € R definujeme obvyklym zpusobem. Ouérte, zda struktura
(K, 4+, R) je vektorovym prostorem.
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