5.5 Baze vektorového prostoru

DEFINICE 9. PodmnozZina M wvektorového prostoru V se nazyvd
baze vektorového prostoru V, prdvée kdyz:
1. [M] =V (. M je mnoZinou generdtori prostoru V),

2. M je linearné nezavisla mnoZzina.

Véta 4. Necht M = {uy,us,...,u,} je bdze vektorového prostoru V.
Potom kazdy nenulovy vektor u € V lze psdt pravé jednim zpuiso-
bem jako linedarni kombinact vektoru baze M, tj.

n
Viiy, G, ..., G, € M, Jar, as,...,a, € T i =Y a;il;.
i=1
Véta 5 (Alternativni definice linearni nezavislosti). Necht M =
{1y, Us, ..., U, } je podmnoZina vektorového prostoru V. Pak M je line-
arné nezavisla prave tehdy, kdyz Zadny z vektori mnoZiny M neni
linedrni kombinaci ostatnich vektoru M.

5.6 Dimenze vektorového prostoru

DEFINICE 10. Rekneme, Ze vektorovy prostor V nad télesem T md
kone¢nou dimenzi, jestlize ve V existuje konecnd mnozina generd-
toru V (t. V je konecné generovany). Dimenzi vektorového prostoru
V' rozumime pocet prvku jeho libovolné baze. Znacime

dmV =n nebo V..

Napriklad informaci o tom, Ze vektorovy prostor V' ma dimenzi 3 zapiseme
ve tvaru rovnosti: dim V' = 3, nebo zkracené¢ pomoci dolniho indexu: V3.

Véta 6 (O existenci baze). KaZdy netrividlni konecné generovany
vektorovy prostor ma aspon jednu kone¢nou bazi.

Dusledek 4. Odstranime-li ze systemu generdtoru vektorového pro-
storu V' wvektor, ktery je linedrni kombinaci ostatnich, pak mnoZina
zbyvagicich vektori je opét systémem generdtori vektorového prostoru

V.

25



Priklad: Rozhodnéte, zda je dand mnozina vektort systémem generatort,
nebo p¥imo bazi, vektorového prostoru R?.

a) (1,2,3),(1,2,1),(—1,1,0), (2, —1,0),
b) (1,2,3), (1,2,1),(0,0,2), (1,2, —1).

6 Prunik, spojeni a sjednoceni podprostort

OTAZKA: Pokud jsou Wi a Wy podprostory vektorového prostoru V,
jsou jeho podprostory také mnoziny W7 N Wy a Wi U Wo?

Priklady:

1. Wy = {[z,y] € R?; y =22}, Wo = {[z,y] € R*, y = —x}.

2. Wy ={lr,y,2] € R% y—2=0}, Wo ={[x,y,2] € R}, y+ 2 =0}.
3. Wy =A[r,2r,3r];r € R}, Wo ={[2s+t,s — t,3s + 1], s,t € R}.

UKOL: U kazdé z mnozin W; a Wy urcete alespoii jeden jeji systém
generatort.

6.1 Spojeni podprostori

Plati:
Wi CCV, Wy CCV = WiNW, CCV,

Wi CCV, W, CCV # WLuWw, CC VI

DEFINICE 11. Necht W;, i € I (I je tzv. indexovd mnoZina) jsou
podprostory vektorového prostoru V. Podprostor

(tj. linedrni obal sjednoceni podprostori W;) nazjvime spojenim
podprostora W,, i € I a znacime

Vi,

el

W =
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Poznamka: Uvazujme dva podprostory Wi, Wy CC V. Jejich spojeni
potom zapiSeme takto:

W1VW2.

Véta 7. Necht Wy, Wy jsou podprostory vektorového prostoru V. Pak
W1\ Wy je mnozina vsech vektori z 'V, které lze napsat ve tvaru uy+1s,
kde u, € Wi, Uy € Wh.

Véta 8 (O dimenzi spojeni a priniku.). Necht Wy, Wy jsou pod-
prostory vektorového prostoru V. Potom:

dim (W7 \/ Wa) + dim (W3 N W) = dim Wi + dim W,
Poznamka: Uvedeny vztah budeme pouzivat hlavné v nasledujicim tvaru:
dim (Wy N W) = dim W7 + dim W, — dim (W7 \/ W3).

P1i zkoumani vzajemnych poloh bodovych podprostorti ho potom nahra-

Vev/

h+k=p+s,
kde h = dim Wy, k = dim Ws, p = dim (W7 N W3) a s = dim (W7 \/ Wa).

Priklad: Uréete dimenzi podprostoru Wi N Wy CC R, jestlize W, =
(1,0,2,—-3),(3,2,1,=5),(—1,2,1,—=2)], W5 = [(—=3,0,2,0)].

Véta 9 (O pruniku podprostorii.). Prinik libovolného neprdzd-
ného systému podprostori {W,}.c; vektorového prostoru V' je podpro-
storem prostoru V. Zapisujeme

(YW cc V.

el
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