3.4 Podprostor vektorového prostoru

Definice 8. Necht V je vektorovy prostor nad télesem T. Rekneme, Ze W je pod-
prostor vektoroveho prostoru V., prave tehdy kdyz plati:

1. W je neprazdni podmnoZina V. (W CV AW #0.)

2. W je vektorovym prostorem vzhledem k operacim scitani vektori a mdso-
beni vektoru prvkem z télesa T, které jsou definované na V (tj. spliuje definici 3
vektorového prostoru).

Skutecnost, Ze W je podprostorem vektorového prostoru V- znacime takto:

WCccV.

PRIKLAD: V = R?2. T = R; W = {(z,y) € R?y = 3z}.

Nutna podminka existence vektorového podprostoru: Vektorovy podprostor
musi obsahovat nulovy vektor z (nad)prostoru V.

Poznamky:
1. ,Nejmensim“ podprostorem je tzv. trivialni vektorovy prostor {o}.

2. ,Nejvétsim®“ podprostorem je prostor V' samotny.

Je nutné pfi urc¢ovani podprostoru ovérovat celou definici?

Véta 6 (O urceni podprostoru.). Neprdzdnd podmnozina W vektorového prostoru
V' je podprostorem prostoru V, prave kdyz plati:

1. Vu,veW; u+veW,
2. VaeT ,YueW; aueW.

PRIKLAD 3.9. Ovéite, zda W; CC (R, +, R) :
a) Wy = {[r,2r,5r];r € R},

b) Wy = {[r,2r,7?];r € R},

c) Wy =A{][r,2r,1];r € R}.

PRIKLAD 3.10. Rozhodnéte, zda jsou ndsledujici mnoZiny podprostory prostoru
R3 nad R.

a) Mnozina vsech Tesent (z,y, z) homogenni linedrni rovnice
dr+ 2y — 2 =0.
b) Mnozina vsech vektori, které jsou linedrni kombinact vektori
U1 = (2,-3,0), vo = (1,0,3).

Pokuste se o geometrickou interpretaci danych mnozin (podprostori,).
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PRIKLAD 3.11. Rozhodnéte, zda plati wvedend turzeni o linedrnim obalu mno-

zZiny M :
M = {[2,1]} potom [M] = R,
— {[2.1],[1,3]} potom [M] = R,
= {[2,1], [4,2]} potom [M] = R?,
(11,20, 13,4, [1, 1]} potom [M] = R

={f(x) =3}, V=A{f(2) = ¢;c € R} potom [M] =V,
,—1,1],[6,1,3],[-2,0, —1]} potom [M] = R3,
,—1,1],[6,1,3],[8,—1,5]} potom [M] = R3.

NS T e v =
SIS S
I

OTAZKA: Co se stane, kdyZ do systému generatorti piiddme (nebo z né&j odebe-
reme) vektor?

UKOL: Rozhodnéte, zda plati nasledujici tvrzeni:
Necht u, v, @ € V3 a W CC Vj;

a) [@,7] =W = [@,0,9]=W,
b) [4,5,@] =W = [4,7] =W

Jaké jsou moznosti pro pridani vektoru (ad a) a odebrani vektoru (ad b)? Nacrtnéte
mozné situace.

ad a)
i) Priddme vektor @ € W.
ii) Pridame vektor @ ¢ W.
ad b)

i) Odebereme vektor , ktery je linedrni kombinaci zbyvajicich vektor.
ii) Odebereme vektor u, ktery neni linearni kombinaci zbyvajicich vektort.

UKOL: Poznatky ziskané feSenim predchoziho tkolu vyuzijte k formulovani pod-
minek, za nichz plati nasledujici implikace:

Necht iy, iy, ..., U, u € V, W CCV,
a) [ﬁl,ﬁg, ,ﬁn] =W — [ﬁl,ﬁQ, un, ] W,

b) [61,112,...,671] =W - [61,62,.. Up— 1] w.
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3.5 Baze vektorového prostoru

Definice 9. PodmnoZina M vektorového prostoru V se nazjvd baze vektorového
prostoru V, prave kdyz:

1. [M] =V (tj. M je mnozZinou generatori prostoru V),

2. M je linearné nezavisla mnozina.

Véta 7. Necht M = {uy, s, ..., U} je baze vektorového prostoru V. Potom kaZdy
nenulovy vektor © € V' lze psdt praveé jednim zpusobem jako linedrni kombinaci
vektorid baze M, tj.

n
Yy, s, ..., U, € M,3day, a9, ...,a, €T; U= g a;;.
i=1
Véta 8 (Alternativni definice linedrni nezéavislosti). Necht M = {uy, Uy, ..., U, } je
podmnoZzina vektoroveého prostoru V. Pak M je linearné nezavisla prdve tehdy,
kdyz Zadny z vektorid mnoziny M neni linedrni kombinact ostatnich vektoru M.

3.6 Dimenze vektorového prostoru

Definice 10. Rekneme, Ze vektorovy prostor V nad télesem T md koneénou di-
menzi, jestlize ve V ezistuje konecnd mnozina generdtoru V (tj. V' je konecné ge-
nerovany). Dimenzi vektorového prostoru V' rozumime pocet prvki jeho libovolné
baze. Znacime

dimV =n nebo V.

Napriiklad informaci o tom, ze vektorovy prostor V méa dimenzi 3 zapiseme ve tvaru
rovnosti: dim V' = 3, nebo zkracené pomoci dolniho indexu: V3.

Véta 9 (O existenci baze). Kazdy netrividlni konecné generovany vektorovy prostor
mda aspon jednu konec¢nou bazi.

Disledek 4. Odstranime-li ze systému generdtoru vektoroveého prostoru V' wvektor,
ktery je linedrni kombinaci ostatnich, pak mnoZina zbyvagjicich vektori je opét sys-
témem generdatori vektorového prostoru V.

PRIKLAD 3.12. Rozhodnéte, zda je dand mnoZina vektord systémem generdtord,
nebo primo bdzi, vektorového prostoru R3.

a) (1,2,3),(1,2,1),(—1,1,0), (2, —1,0),
b) (1,2,3),(1,2,1),(0,0,2), (1,2, —1).
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3.7 Souradnice vektoru vzhledem k bazi

Dle véty 7 lze vektor 4 € V psat jedinym zpusobem jako linearni kombinaci vektortu
dané baze M = {uj,Us,...,u,} vektorového prostoru V. Jinak Feceno, koeficienty
x1, o, ..., T, € T linedrni kombinace

n

1=1

jsou pro dany vektor « a danou bazi M = {1, U, ..., U, } uréeny jednoznacné. Tyto
koeficienty, respektive jejich vektor, nazyvame souradnice vektoru @ vzhledem k bazi
M.

Definice 11. Necht M = {uy,us, ..., U, } je baze vektorového prostoru V. Potom
kazdy vektor u € V' lze napsat jednoznacné ve tvaru

n
U = T1U1 + Tolls + ... + T, = g TiU;.
i=1

Vektor (x1,x2, ...,x,) € T™ nazveme souradnicemi vektoru u vzhledem k bazi M a
znacime
{U}M = (.Il, Ly vuny .In)

PRIKLAD 3.13. Mnozina M = {(1,1),(2,3)} je bdzi vektorového prostoru R?.
Potom pro vektor @ = (7,12) € R? plati

u=-3(1,1)+5(2,3).
Tedy soutadnice vektoru i = (7,12) vzhledem k bdzi M jsou (—3,5). Piseme takto:

{ﬁ}M - (_37 5)

Poznamka: Nabizi se otazka, vzhledem k jaké bazi jsou uvazovany ostatni souiad-
nice vektoru z uvedeného prikladu. Jedna se o tzv. kanonickou bazi.
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V piipadé vektorového prostoru R? je kanonickou bazi mnozina

{(1,0), (0, 1)}.
Pro R? je potom kanonickou bazi mnoZina vektort
{(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}
atd.

UKOL: Ovéite, ze vektory

1 1 1 0

o 1 . 1 . —1 . 0
1= 1 ’ Vg = -1 ) U3 = 0 ’ Vg = 1
1 —1 0 —1

tvoii bazi vektorového prostoru R*. Potom urcete souifadnice vektoru
7= (4,-2,1,5)"
vzhledem k této bazi.

Poznamka: Prirazeni souradnic vektoru vzhledem k dané bazi je prikladem izo-
morfismu, tj. linedrniho zobrazeni, které je vzajemné jednoznacné.

Véta 10. Necht M je baze vektorového prostoru V. Potom zobrazent
f:Ve=1T"

definovan€ vztahem
fla) = {u}ar

je izomorfismus.
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