5 Linearni zobrazeni (homomorfismus)

Prikladem linearniho zobrazeni (téZ pouzivame oznaceni homomorfismus nebo li-
nedrni transformace), se kterym jsme se nedavno setkali, je prifazeni souradnic
vektoru. Dalsimi, ndzornéjsimi, ptiklady linedrniho zobrazeni jsou linearni trans-
formace vektorového prostoru do sebe nebo do jiného vektorového pro-
storu.

Linearni zobrazeni vektorového prostoru V5 do vektorového prostoru V5,

Priklad: Kazdou ze znazornénych transformaci I, IT a III ztotoznéte s odpovidajici
maticovou rovnici a, b nebo c.

I 11 111
- _ -
x| 120 T
a) _x’2___0 1] |22
- _ -
x| 20 1
b) Ly | [0 2] | x|

o [2]=1o2] %

Poznamka: Vektorové prostory V' (prostor vzori) a V' (prostor obrazti) mohou mit
rozdilné dimenze.
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Linearni zobrazeni vektorového prostoru V3 do vektorového prostoru V5,

Priklad: Na obrazku 1 je znazornén priumét trojuhelniku z prostoru dimenze 3
do prostoru dimenze 2 (odpovida souradnicové roviné (x,y)). Najdéte algebraické
vyjadieni této transformace ve formé maticové rovnice X’ = AX, kde A je matice
této transformace, X € V3 a X' € V5.

Obrazek 1: Primét trojihelniku do roviny

Obecné mizeme kazdé linearni zobrazeni zadat rovnicl ve tvaru
U = Ad, (10)

kde A je matice linearni transformace (matice homomorfismu), @ € V a @’ €
V' (vektory u, @' v rovnici (10) uvazujeme ve sloupcovém tvaru). Pfitom vektorové
prostory V., V' mohou mit rozdilné dimenze (matice A v takovém piipadé neni
étvercova).

Vlastnosti zkoumanych zobrazeni:
1) A(u + V) = Au+ AU, wu,v €V,
2) A(ri) =rAu; uweVreT.
Definice 13 (Lineérni zobrazeni (homomorfismus)). Necht V' a V' jsou vektorové

prostory nad stejnym télesem T. Zobrazeni f : V — V' se nazjvd homomorfismus
(téZ linearni zobrazeni), jestlize pro vsechna u,v € V, r € T plati:

1) f(i+0) = f(d) + f (),
2) f(rd) = rf(a).
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Zadani linearniho zobrazeni

Linearni zobrazeni mtizeme zadat dvojim zptisobem:

matici: Aud = o’ nebo predpisem: f(u) = .
Priklad:
. , « s 1w s . 2 1 .'L’l . 2.’1]1 —I— x2
Maticové vyjadreni : [O 2} [m} = [ 22 }

Vyjadieni predpisem :  f(x1,x2) = (221 + 229, 279)

UKOL: Rozhodnéte, zda jsou dané zobrazeni homomorfismy:
a) f: R?2— R3 f(xy,29) = (211 — 29, 21 + T2, 71 + 379),
b) f : R2 — R2; f(xl,x2) = (.Il — X9, T2 + 5)

5.1 Obraz a jadro homomorfismu

Kazdé rovnosti Au = o', kde © € V au’ € V', odpovida linearni zobrazeni f(u) = o’
a naopak, kazdé linedrni zobrazeni f(u) lze vyjadfit ve tvaru Ad = o', kde A je
prislusna transformacni matice. Potom je zfejmé, ze vlastnosti linearnich zobra-
zenl muzeme studovat na vlastnostech prislusnych transformac¢nich matic

A.

Obraz (oblast obrazti) homomorfismu Imf
Imf = {f(u);aeV;

Pfiklad:A:{ =2 3]

-1 1 1

Imf je mnoZina vSech linearnich kombinaci (tj. linearni obal) sloupcovych
vektort transformacéni matice A. Uvazujme transformacni matici

a;; a2 ... Qip

asy a2 ... A9p
A= T .

Am1 Am2 ... Amn

se sloupcovymi vektory
V1 = (CLH, A27y +-vs aml), Vg = (CL12, aso, ..., am2), ey Uy = (aln, A2y -y amn).
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Potom
Imf = [{?71, ?72, ceey Un}]

Pritom plati, Ze Im f je podprostorem vektorového prostoru V' (tj. prostoru obrazi):

Imf CC V.

Jadro homomorfismu Kerf

Kerf ={ueV; f(u)=o0}

Pf*iklad:A:{ =2 3]

-1 1 1

Kerf je mnozina vSech vektorti z V, které jsou linearnim zobrazenim vy-
nulovany. Je to tedy mnozina vSech feseni homogenni soustavy

Au = o.
Plati, ze Kerf je podprostorem vektorového prostoru V' (tj. prostoru vzoru):

Kerf CC V.

5.2 Dimenze obrazu a jadra homomorfismu

Pfiklad:A:{ L= 3],

-1 1 1
dim(Imf) =2, dim(Kerf)=1, dim(V)=3.

Obecné plati:
dim(Imf) + dim(Kerf) = dim(V), (11)

tj. mizeme psat:

dim(Imf) = dim(V) — dim(Kerf).
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Priklad: Pramét trojihelniku z prostoru dimenze 3 do prostoru dimenze 2 (kon-
krétné do roviny (x,y)) - viz obrazek 2.

Obrazek 2: Primét trojuhelniku do roviny

Transformac¢ni matice ma tvar A = é (1) 8 } . Potom dim(Imf) = 2, dim(V) = 3

a na dimenzi jddra homomorfismu zbyva podle rovnice (11) hodnota dim(Kerf) = 1.
To odpovidé jednomu rozméru (ve sméru osy z), ktery se promitnutim ztratil. Proto
se dimenzi jadra homomorfismu fika také defekt homomorfismu.

5.3 Zakladni tlohy na uréeni homomorfismu

Uloha 1: Zjistéte, zda je danym predpisem uréen homomorfismus. Pokud ano, urcete
jeho jadro a obraz.

a) f(SUl, SUQ) = (5:61 + X9, —X9, 221 — 6332),
b) f(x1, 22, 23) = (x1 + T2, T2 + 23, 1 + T3, T3 — X1),

C) f(a:l)x% $3,Q?4) = (5$2 — Z3,T3 + 27 2$1)

Uloha 2: Najdéte homomorfismus f : R? — R2, pro ktery plati nasledujici vztahy.
Potom urcete jeho obraz a jadro:

f(1,1,3)=(1,-1), f(0,1,1) = (2,0), f(1,0,1) = (1,2).
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5.4 Dalsi vlastnosti homomorfismu

Nutna podminka homomorfismu
flo)=a (12)
Monomorfismus (prosté linearni zobrazeni)
f je monomorfismus < Kerf = {0} (13)
Epimorfismus (linedrni zobrazeni na mnozinu)
f je epimorfismus < Imf = V' (14)
Izomorfismus (vzajemné jednoznac¢né linearni zobrazeni)

f je izomorfismus < Kerf = {0} AImf =V’ (15)

UKOL: U homomorfismii z tloh 1 a 2 v kapitole 5.3 rozhodnéte, zda se jedna o
izo-, epi- ¢i monomorfismus, pfipadné jenom o homomorfismus.

5.5 Baze a homomorfismus

Zajiméa nas, jaké vlastnosti musi mit homomorfismus, aby se jim baze vektorového
prostoru V' zobrazila opét na béazi vektorového prostoru V'. Tyto vlastnosti jsou
postupné specifikovany nasledujici sérii vét.

Véta 20 (Mnozina generatortt a homomorfismus). Necht V, V' jsou vektorové pro-
story nad télesem T, f :V — V' je homomorfismus. Jestlize M je mnoZina generd-
tori prostoru V, potom f(M) je mnoZina generdtori prostoru Imf.

Véta 21 (Linearni zavislost a monomorfismus). Necht V, V' jsou vektorové pro-
story nad télesem T, zobrazeni f : V. — V' je monomorfismus. Potom, jsou-
li vektory {uy, s, ..., U}, w; € V, linedrné nezavislé (zavislé), jsou také vektory
{f(y), f(is), ..., f(u,)} linedrné nezdvislé (zavislé).

Véta 22 (Baze a izomorfismus). Necht V, V' jsou vektorové prostory nad télesem
T, zobrazeni f : V — V' je izomorfismus. Pokud M je bdze V, pak f(M) je bdze V.
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5.6 Izomorfni vektorové prostory

Navzajem ekvivalentni vektorové prostory.
P¥iklad: Vektorové prostory P, a R"'1.

Vyznam izomorfismu vektorovych prostort spociva v tom, ze studium vsech vekto-
rovych prostort s kone¢nou dimenzi mizeme prevést na studium s nimi izomorfnich
aritmetickych vektorovych prostoru.

Ptirazeni souradnic vektoru vzhledem k bazi je izomorfismus:

Véta 23. Necht M je baze vektorového prostoru V. Potom zobrazeni f : V w— T"
definované vztahem f(i) = {u}r je izomorfismus.

Véta 24. Dva vektorové prostory V, V' jsou izomorfni pravé tehdy, kdyz maji
steynou dimenzi.
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