
9 Lineární zobrazení (homomorfismus)
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Již zmíněným příkladem homomorfismu je přiřazení souřadnic vektoru.
Dalšími příklady lineárního zobrazení jsou lineární transformace vek-
torového prostoru do sebe nebo do jiného vektorového pro-
storu.

Lineární transformace vektorového prostoru V2 do vektoro-
vého prostoru V2

Příklad: Jednotlivé transformace ilustrované obrázky I, II a III ztotožněte
s odpovídajícími maticovými rovnicemi (a, b, c).
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=
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·
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Poznámka: Vektorové prostory V (prostor vzorů) a V ′ (prostor obrazů)
mohou mít rozdílné dimenze.

Lineární transformace vektorového prostoru V3 do vektoro-
vého prostoru V2
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Příklad: Na obrázku 1 je znázorněn průmět trojúhelníku z prostoru di-
menze 3 do prostoru dimenze 2 (odpovídá souřadnicové rovině (x,y)). Na-
jděte algebraické vyjádření této transformace ve formě maticové rovnice
X ′ = AX, kde A je matice této transformace, X ∈ V3 a X ′ ∈ V2.

x y

z

Obrázek 1: Průmět trojúhelníku do roviny

Obecně můžeme každé lineární zobrazení zadat rovnicí ve tvaru

~u′ = A~u, (1)

kde A jematice lineární transformace (matice homomorfismu),
~u ∈ V a ~u′ ∈ V ′ (vektory ~u, ~u′ v rovnici (1) uvažujeme ve sloupcovém
tvaru). Přitom vektorové prostory V, V ′ mohou mít rozdílné dimenze (ma-
tice A v takovém případě není čtvercová).

Vlastnosti zkoumaných zobrazení:

1) A(~u + ~v) = A~u + A~v; u, v ∈ V,

2) A(r~u) = rA~u; u ∈ V, r ∈ T.

Zadání lineárního zobrazení

Lineární zobrazení můžeme zadat dvojím způsobem:

maticí: A~u = ~u′, předpisem: f(~u) = ~u′.
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Příklad:

Maticové vyjádření :

[

2 1
0 2

]

·
[

x1
x2

]

=

[

2x1 + x2
2x2

]

Vyjádření předpisem : f(x1, x2) = (2x1 + x2, 2x2)

DEFINICE 13 (Lineární zobrazení (homomorfismus)). Nechť
V a V ′ jsou vektorové prostory nad stejným tělesem T. Zobrazení
f : V 7→ V ′ se nazývá homomorfismus (též lineární zobrazení),
jestliže pro všechna ~u,~v ∈ V, r ∈ T platí:

1) f(~u + ~v) = f(~u) + f(~v),

2) f(r~u) = rf(~u).

ÚKOL: Rozhodněte, zda jsou daná zobrazení homomorfismy:

a) f : R2 7→ R3; f(x1, x2) = (2x1 − x2, x1 + x2, x1 + 3x2),

b) f : R2 7→ R2; f(x1, x2) = (x1 − x2, x2 + 5).

9.1 Obraz a jádro homomorfismu

Každé rovnosti A~u = ~u′, kde ~u ∈ V a ~u′ ∈ V ′, odpovídá lineární zob-
razení f(~u) = ~u′ a naopak, každé lineární zobrazení f(~u) lze vyjádřit ve
tvaru A~u = ~u′, kde A je příslušná transformační matice. Potom je zřejmé,
že vlastnosti lineárních zobrazení můžeme studovat na vlast-
nostech příslušných transformačních matic A.

Obraz (oblast obrazů) homomorfismu Imf

Imf = {f(~u); ~u ∈ V }

Příklad: A =

[

1 −2 3
−1 1 1

]
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Imf je množina všech lineárních kombinací (tj. lineární obal)
sloupcových vektorů transformační matice A. Uvažujme trans-
formační matici

A =











a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
... ... . . . ...

am1 am2 . . . amn











se sloupcovými vektory

~v1 = (a11, a21, ..., am1), ~v2 = (a12, a22, ..., am2), ..., ~vn = (a1n, a2n, ..., amn).

Potom
Imf = [{~v1, ~v2, ..., ~vn}].

Přitom platí, že Imf je podprostorem vektorového prostoru V ′ (tj. prostoru
obrazů):

Imf ⊆⊆ V ′.

Jádro homomorfismu Kerf

Kerf = {~u ∈ V ; f(~u) = ~o}

Příklad: A =

[

1 −2 3
−1 1 1

]

Kerf jemnožina všech vektorů z V, které jsou lineárním zobra-
zením vynulovány. Je to tedy množina všech řešení homogenní soustavy

A~u = ~o.

Platí, že Kerf je podprostorem vektorového prostoru V (tj. prostoru
vzorů):

Kerf ⊆⊆ V.
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9.2 Dimenze obrazu a jádra homomorfismu

Příklad: A =

[

1 −2 3
−1 1 1

]

,

dim(Imf) = 2, dim(Kerf) = 1, dim(V ) = 3.

Obecně platí:
dim(Imf) + dim(Kerf) = dim(V ), (2)

tj. můžeme psát:

dim(Imf) = dim(V )− dim(Kerf).

Příklad: Průmět trojúhelníku z prostoru dimenze 3 do prostoru dimenze
2 (konkrétně do roviny (x, y)) - viz obrázek 2.

x y

z

Obrázek 2: Průmět trojúhelníku do roviny

Transformační matice má tvar A =

[

1 0 0
0 1 0

]

. Potom dim(Imf) = 2,

dim(V ) = 3 a na dimenzi jádra homomorfismu zbývá podle rovnice (2)
hodnota dim(Kerf) = 1. To odpovídá jednomu rozměru (ve směru osy z),
který se promítnutím ztratil. Proto se dimenzi jádra homomorfismu říká
také defekt homomorfismu.
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