9 Linearni zobrazeni (homomorfismus)

linearni zobrazeni, linearni transformace, homomorfismus

Jiz zminénym prikladem homomorfismu je pfifazeni souradnic vektoru.
Dalsimi ptiklady linearniho zobrazeni jsou linearni transformace vek-
torového prostoru do sebe nebo do jiného vektorového pro-
storu.

Linearni transformace vektorového prostoru V5, do vektoro-
vého prostoru V5,

Priklad: Jednotlivé transformace ilustrované obrazky I, 11 a I1I ztotoZnéte
s odpovidajicimi maticovymi rovnicemi (a, b, c).
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Poznamka: Vektorové prostory V' (prostor vzorti) a V' (prostor obrazi)

mohou mit rozdilné dimenze.

Linearni transformace vektorového prostoru V3 do vektoro-
vého prostoru V5,
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Priklad: Na obrazku 1 je znazornén primét trojuhelniku z prostoru di-
menze 3 do prostoru dimenze 2 (odpovida souradnicové roviné (x,y)). Na-
jdéte algebraické vyjadieni této transformace ve formé maticové rovnice
X' = AX, kde A je matice této transformace, X € V3 a X' € V5.

Obrazek 1: Primét trojuhelniku do roviny

Obecné miZzeme kazdé linearni zobrazeni zadat rovnicli ve tvaru
u = Ad, (1)

kde A je matice linearni transformace (matice homomorfismu),
ueVau €V (vektory 4, 4’ v rovnici (1) uvazujeme ve sloupcovém
tvaru). Pritom vektorové prostory V, V' mohou mit rozdilné dimenze (ma-
tice A v takovém piipadé neni ¢tvercova).

Vlastnosti zkoumanych zobrazeni:
1) A(lu+v) = Au+ AU, u,v eV,
2) A(ru) =rAu;, weV,refT,

Zadani linearniho zobrazeni

Linearni zobrazeni mtizeme zadat dvojim zptisobem:

matici: Au = o, predpisem: f(u) =«
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Priklad:

2 1 2
Maticové vyjadrent : [0 2] . [2] _ [ 3312;—2 :1:2]

Vyjadieni predpisem :  f(x1, x9) = (221 + X9, 2x3)

DEFINICE 13 (Linearni zobrazeni (homomorfismus)). Necht
V oa V' jsou wvektorové prostory nad stejnym télesem T. Zobrazeni

f:V = V' se nazgvd homomorfismus (t¢Z linearni zobrazeni),
jestlize pro vsechna w,v € V, r € T plati:

1) fld+0) = fu) + [(v),
2) flra) =rf(u).

UKOL: Rozhodnéte, zda jsou dané zobrazeni homomorfismy:
a) [+ R?— R’ f(x1,22) = (201 — T, 21 + 9, 71 + 322),
b) f . R2 — R2; f(.CL’l,SUQ) = (.CL’l — T2,T9 + 5)

9.1 Obraz a jadro homomorfismu

Kazdé rovnosti Ad = o', kde & € V a u' € V', odpovida linearni zob-
razeni f(u) = 4’ a naopak, kazdé linedrni zobrazeni f(u) lze vyjadiit ve
tvaru Au = o', kde A je prislusnd transformadcni matice. Potom je zfejmé,
7e vlastnosti linearnich zobrazeni muzeme studovat na vlast-
nostech prislusnych transformac¢nich matic A.

Obraz (oblast obrazl) homomorfismu Imf

Imf = {f(u);u eV}

1—23]

Prlklad:A[_1 L
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Imf je mnozina vSech linearnich kombinaci (tj. linearni obal)
sloupcovych vektori transformacéni matice A. Uvazujme trans-
formac¢ni matici

ai; a2 ... QAip
A _ CL'21 a?g .. - CL.Qn
ami1 Am2 ... Amn

se sloupcovymi vektory

—

V1 = (a11; A21y -+ am1)7772 = <a127a227 ---aamQ)a ey Uy = (Clm,azn, ---aamn>-

Potom
Imf = [{’171, ?72, ceey ﬁn}]
Pfitom plati, Ze Im f je podprostorem vektorového prostoru V' (tj. prostoru

obrazl): /
Imf CC V',

Jadro homomorfismu Kerf

Kerf ={ueV; f(d) =0}

os |1 =23
Prlklad.A—[_1 | 1]

Ker f je mnozina vSech vektori z V, které jsou linearnim zobra-
zenim vynulovany. Je to tedy mnozina vSech feseni homogenni soustavy

Au = o.

Plati, Ze Kerf je podprostorem vektorového prostoru V' (tj. prostoru
vzori):

Kerf CCV.
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9.2 Dimenze obrazu a jadra homomorfismu

Priklad: A = [ b= 3],

-1 1 1
dim(Imf) =2, dim(Kerf) =1, dim(V) = 3.
Obecné plati:

dim(Im f) + dim(Ker f) = dim(V'), (2)

tj. miZeme psat:

dim(Im f) = dim(V') — dim(Kerf).

Priklad: Primét trojuhelniku z prostoru dimenze 3 do prostoru dimenze
2 (konkrétné do roviny (z,y)) - viz obrazek 2.

Obrazek 2: Primét trojuhelniku do roviny

100
010
dim(V) = 3 a na dimenzi jadra homomorfismu zbyva podle rovnice (2)

Transformacni matice mé tvar A = [ ] . Potom dim(Imf) = 2,

hodnota dim(Ker f) = 1. To odpovida jednomu rozméru (ve sméru osy z),
ktery se promitnutim ztratil. Proto se dimenzi jadra homomorfismu rika
také defekt homomorfismu.
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