9.3 Zakladni tlohy na urceni homomorfismu

Uloha 1: Zjistéte, zda je danym predpisem uréen homomorfismus. Pokud
ano, urcete jeho jadro a obraz.

a) f(il?l, -5172) = (5551 + T9, —T2, 271 — 6562),
b) f(x1, 9, x3) = (21 + 9, X2 + X3, 21 + 23, T3 — X1),

c) f(x1,x9, w3, 14) = (o — T3, T3+ 2,277).

Uloha 2: Najdéte homomorfismus f : R® — R?, pro ktery plati nasledu-
jici vztahy. Potom urcete jeho obraz a jadro:

f(1,1,3) = (1, 1), f(0,1,1) = (2,0), f(1,0,1) = (1,2).

9.4 Dalsi vlastnosti homomorfismu

Nutna podminka homomorfismu
flo)=a (3)
Monomorfismus (prosté linearni zobrazeni)
f je monomorfismus < Kerf = ¢ (4)
Epimorfismus (linearni zobrazeni na mnozinu)
f je epimorfismus < Imf = V' (5)
Izomorfismus (vzajemné jednoznacné linearni zobrazeni)

f je izomorfismus < Kerf = 6 AImf =V’ (6)

UKOL: U homomorfismtl z Gloh 1 a 2 v kapitole 9.3 rozhodnéte, zda se
jedné o izo-, epi- ¢i monomorfismus, piipadné jenom o homomorfismus.
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9.5 Baze a homomorfismus

Zajiméa nas, jaké vlastnosti musi mit homomorfismus, aby se jim baze vek-
torového prostoru V' zobrazila opét na bézi vektorového prostoru V. Tyto
vlastnosti jsou postupné specifikovany nasledujici sérii vét.

Véta 17 (Mnozina generatoru a homomorfismus). Necht V, V'
jsou vektorové prostory nad télesem T, f:V — V' je homomorfismus.

Jestlize M je mnoZina generdtori prostoru V, potom f(M) je mnoZina
generatori prostoru Imf.

Véta 18 (Linearni zavislost a monomorfismus). Necht V, V’
jsou vektorové prostory nad télesem T, zobrazeni f : V. — V' je
monomorfismus. Potom, jsou-li vektory {uy,us,...,u,}, u; € V, li-
nedrné nezdvislé (zdvislé), jsou také vektory {f(uy), f(us), ..., f(u,)}
linedrné nezavislé (zavislé).

Véta 19 (Baze a izomorfismus). Necht V, V' jsou vektorové pro-
story nad télesem T, zobrazeni f : V +— V' je izomorfismus. Pokud M

je baze V, pak f(M) je bdze V.

9.6 Izomorfni vektorové prostory
Navzajem ekvivalentni vektorové prostory.

Piiklad: Vektorové prostory P, a R"1.

Virznam izomorfismu vektorovych prostort spociva v tom, ze studium vsech
vektorovych prostorii s koneénou dimenzi mizeme pfevést na studium s
nimi izomorfnich aritmetickych vektorovych prostoru.

Prirazeni soufadnic vektoru vzhledem k bazi je izomorfismus:

Véta 20. Necht M je bdze vektorového prostoru V. Potom zobrazeni
f V= T" definované€ vztahem f(u) = {u}y je izomorfismus.

Véta 21. Dva vektorové prostory V, V' jsou izomorfni pravé tehdy,
kdyzZ maji stejnou dimenzi.
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9.7 Dalsi tilohy na homomorfismus
Uloha 3: Homomorfismus je dén predpisem
f(ﬂj'l, X, 33'3) = (—833'1 — 13272 + 223}3, —433'1 + X9 + 8[173, —T9 + 6[173, 7[132)

Urcete: matici A zobrazeni f, Kerf, Imf, dim(Ker f), dim(Imf) a rozhod-

néte, zda se jedna o mono-, epi- ¢i izomorfismus.

Uloha 4: Pro homomorfismus h : R3 +— R*plati: h(1,1,2) = (5,7,3, —1),
h(1,0,1) = (2,2,2,2), h(0,—1,1) = (—=1,—1,—1, —1). Urcete jeho pred-
pis, jadro, obraz, dimenze jadra a obrazu a rozhodnéte, zda je zobrazeni
prosté (injekce), na mnozinu (surjekce) ¢i vzajemné jednoznacéné (injekce).
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