10 Skalarni soudin

Skalarni soucin dovoluje zavedeni metriky v afinnim bodovém prostoru,
tj. umoznuje nam urcovat vzdalenosti, odchylky, obsahy a objemy.

Priklad: Urcete odchylku piimek p, ¢ :
p:rrx=14+3t,y=1+t,2=14+2t; t € R,
q: v=28,y=3+9s,z=—1+606s; s € R.

Poznamka. Pouzili jsme tzv. Eukleidovsky skalarni soucin. Pro
vektory @ = (uy, ug, u3), v = (v1,v9,v3) je dan vztahem:

—

U-U = Uy + UgUy + usvs.
Ukol: Pokuste se odhalit néjaké vlastnosti této operace.

DEFINICE 14 (Skalarni soucin). Skaldrnim soucinem rozumime
operaci, kterda kazZde dvojici vektoru u,v € V pritazuje redln€ cislo
(skaldr) u - v € R tak, Ze plati:

I, @-7=0-4, (SYMETRIE)
2. u-(V+w)=u-v+u-w, (BILINEARITA, vlastnosti 2 a 3)
3. il

J. @-@>0 Ali-di=0sd=0. (POZITIVITA)

]

Skalarni soucin je vzdy definovan na néjakém vektorovém prostoru V. Po-
tom hovorime o vektorovém prostoru se skalarnim soucinem,
nebo strucnéji o unitarnim prostoru.

(Pech:AGLU /str. 85 - D.1.1)

Poznamka. Skalarni souc¢in « - ¥ byva ¢asto zapisovan ve tvaru < o, v >

nebo [, ]
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10.1 Priklady skalarnich soucint

Existuji riizné skalarni souciny. Za skalarni soucin povazujeme kazdou ope-
raci, kterd spliuje definici 14. Uvedme si zde nékolik prikladi:

1. Eukleidovsky skalarni soucin
U- U =uvy + ugy; pro u,v € Vs

2. Vazeny skalarni soucin
U-U=2uivy + dugvy; pro u,v € Vs,
obecné

n

ﬁ' ?72 E C;u; Uy,

i=1

kde ¢; je vaha souc¢inu i—tych soufadnic.

3. Skalarni soucin bez jména

U+ U = UV] — ULV — UV + dUsloy

4. Skalarni souc¢in v prostoru spojitych realnych funkci na uzavieném in-
tervalu < a;b >:

b
) gla) = [ falgla)do
Priklad: Ovérte, Ze operace definovana predpisem - ¥ = 2uiv1 + Sugvs
je skutecéné skalarnim soucinem.

10.2 Norma (velikost) vektoru

Ke kazdému skalarnimu souc¢inu je nasledujici definici zavedena norma vek-
toru.
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DEFINICE 15. Normou (velikosti) vektoru u € V' rozumime cislo

|| = Vu - u.
(Pech:AGLU /str. 88 - D.1.2)
Poznamky.
1. Pouzivame téz oznaceni ||u|.
2. Vektor s normou |i| = 1 nazyvame jednotkovy vektor.
3. Soudin % - @ zkracujeme na % - @ = %>. Potom je ziejmé, Ze plati
i = |ul*.
4. Ke kazdému skalarnimu soucinu prislusi dle definice norma, ale ne

kazda norma je definovana pomoci skalarniho soucinu. Na-
priklad:

a) ||u]|1 = Jur] + |uz| + ... + |un|,  (tzv. I-norma)
b) [fellins = max{|ual, [usl, ..., [unl},

c) ||illa = \/u? +u3 + ... + u2, Euklidovska norma (t67 2-norma)

11 Daiilezité nerovnosti
Kli¢ovou roli pti analyze vztahtt v bodovych (vektorovych) prostorech hraji
dveé nerovnosti:

1) Cauchyova-Schwarzova nerovnost,

2) Trojthelnikovéa nerovnost.

UkaZeme, Ze tyto nerovnosti plati v jakémkoliv vektorovém prostoru se
skalarnim soucinem.

11.1 Cauchyova-Schwarzova nerovnost

Véta 22 (Cauchyova-Schwarzova nerovnost). Pro jakykoliv ska-
larni soucin plati:
ja - b < [lal| - [|]],
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pro vsechny vektory d, be V... Rovnost nastdvd pravée kdyz jsou vektory
a,b linedrné zdvislé (rovnobézné). (Pech:AGLU /str.90 - V.2.1)

Diikaz. Uvazujme vektor @ + kb. Platf
@+ kb||> > 0,
@] + 2ka - b+ K2||b]|> > 0.
Odtud plyne B
4(@-0)* — 4lal*||p)* <o,
(@-b)* < [|al|* - [1b]1*,
@b < || - o]

Poznamka.

1. Pouzivame rizné zapisy C-S nerovnosti:

n 2 n n
(zaibi) Y
1=1 1=1 1=1

n n n
E aibi S E CLZ2 E b?,
1=1 1=1 1=1

2. 7 C-S nerovnosti vyplyva, Ze pro kazdé dva vektory a, b € R" existuje
jediné realné ¢islo ac € (0, ) pro které plati vztah

@-b=|a ||| cos

Miizeme tak tuto nerovnost vyuzit k definici tthlu mezi dvéma vektory.
Pak je zfejmé, Ze velikost tihlu je, stejné jako délka, zavisla na zvoleném
skalarnim soucinu.

Priklad: Vypocitejte tthel mezi vektory v = (1,0, 1), w = (0,1, 1).
a) Uvazujte Eukleidovsky skalarni soucin.
b) Uvazujte vazeny skalarni soucin =~ 0" - W = viwy + 209wy + 3vzws.
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Problém: Necht a, b, ¢, d, e jsou realné ¢isla, pro kteréd plati:
a+b+c+d+e=38
a? +b* + c* + d* + e* = 16.

Urcéete maximalni hodnotu e.

11.2 Trojuhelnikova nerovnost
Trojuhelnikova nerovnost je znama téz pod oznacenim ,,Minkowského véta™.

Véta 23 (Trojahelnikova nerovnost). Pro normu vektoru prislus-
nou libovolnému skalarnimu sucinu plati:

@+ < llall + lo]],

pro vsechny vektory a, b € V,. Rovnost nastdvd praveé tehdy, kdyz jsou
vektory d, b zavislé (rovnobézné).
(Pech:AGLU /str.91 - V.2.2)

Priklad: Dokazte nasledujicic nerovnost:

lall = llelll < lla —oll;  a,beV,.

Problém: Zapiste skalarni soucin vektori , ¥ pouze uzitim normy vek-
toru.
Napovéeda: Uvédomte si, ze plati tento vztah:

7= = ||

—

R TP S T
i 0= ([l + [17)° = @ — %)

—

N TP L
i ¥ =2 ([[i+ )" =@ - 7]°)
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11.3 Odchylka vektort

—

a-b
@l - o]

(Pech:AGLU /str. 92 - D.2.1)

COS =

11.4 Kosinova véta

o — i]* = |U]* + |a]* — 2|v]|i]| cos ¢
(Pech:AGLU /str. 92 - V.2.3)

11.5 Pythagorova véta
= kosinova véta pro ¢ = 90°, tj. cosep =0 :

7 —al* = o] + [al”

12 Ortogonalni a ortonormalni vektory

Priklad: Napiste parametrické rovnice primky, kterd prochazi bodem A =
2,3] kolmo na piimku g : * = -5+4+Tt,y=4—t;, t € R.

DEFINICE 16 (Ortogonalni a ortonormalni vektory).
Vektory ay, ds, ..., ar € V, jsou:
(1) ortogondlni < d; - @; =0, pro vSechna i,j =1,2,....k; i # j,

(ii) ortonormdlni < ortogondlni + |a;| = 1, pro vsechna i = 1,2, ... k.

(Pech:AGLU/str.94 - D.3.1)
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Poznamky.
1. Ortogonalni vektory u, ¥ znacime takto
u L v.
2. Ortogonalita je zobecnénim kolmosti. Proto se kromé pojmu ,,ortogo-

nalni vektory* setkdme téz s oznacenim ,kolmé vektory*.

3. Pojmem ortogonalni vektory oznacujeme skupinu dvou, ale i vice
vektort, které splnuji definici 16. Tj. skupinu vektort w1, us, ..., U} na-
zveme ortogonalni, kdyz pro kazdé dva ruzné vektory z nich plati
u; - uj = 0.

4. Ortonormalni jsou vektory, které jsou ortogonalni a navic vSechny
jednotkové, tj. plati: |
;- i =07,

kde &/ je Kroneckerovo delta (6 = 1 proi = j a 6/ = 0 pro i # j).

12.1 Ortonormalni baze

DEFINICE 17.
(Pech:AGLU /str.94 - D.3.2)

Priklad: Rozhodnéte, zda se jedné o ortogonalni ¢i ortonormalni baze:
a) By = {(1,0,0),(1,1,0),(1,1,1)},
b) Bs ={(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)},
c) B3 ={(2,0,0),(0,—1,0),(0,0,4)}.

Véta 24. Jsou-li nenulove vektory ortogonalnt, jsou linedrné nezavislé
(Pech:AGLU /str.94 - V.3.1)

VYHODY ORTONORMALNI BAZE

1. Skalarni soucin

Jsou-li vektory @, v uréeny soutadnicemi @ = (u1, us, ..., Uy), U = (v1, Vo, ..., Uy)
vzhledem k néjaké ortonormalni bazi B, je jakykoliv skalarni soucin téchto
vektorit dan vztahem

U+ U= uUvy + U9 + ... + Uy,
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bez ohledu na jeho konkrétni definici.

2. Souradnice vektoru vzhledem k bazi

Necht u = (uq,us, ..., u,) jsou soutadnice vektoru @ vzhledem k ortonor-
malni bazi B = {51, b, ..., I;n} Vektor « muzeme tedy psat jako linearni
kombinaci vektorii baze B :

U= ull;l + UQgQ + ...+ unl;n

Potom pro soutadnice (koeficienty této linearni kombinace) u; vektoru o
vzhledem k této bazi plati

—

- b;.

Priklad: Urcete soutadnice vektoru o = (1,1, 1) vzhledem k ortonormalni
te= 120 1N = 1 2N 7 _ (.5 2 1
bazi u1_<\/6’\/5’ \/6),712—«),\/5,\/5),’&3—(@, \/@7\/@)7

]

U; =

Véta 25 (Existence ortonormalni baze). KaZdy netrividlni ko-
necné generovany vektorovy prostor se skalarnim soucinem mda aspon
jednu ortonormalni bazi.

Véta 25 nam zarucuje existenci ortonormalni baze v kazdém nami zkou-
maném vektorovém prostoru. Otazkou je, jak tu bazi najit. Odpovédi se
zabyva nasledujici kapitola, ve které se skryva i dikaz véty 25.

12.2 Gram - Schmidttv ortogonalizacni proces

Priklad: Urcete ortonormalni béazi (pod)prostoru, ktery je generovan vek-
tOI’y ?71 = (1, 1, 2), ?72 = (0, 1, —1)

Priklad: Urcete ortonormalni bazi vektorového prostoru se skalarnim sou-
¢inem: W = [{ﬁl,ﬁg,ﬁg}]; ﬁl = (1, 1, —1, —2), ﬁQ = (5,8, —2, —3>,
us = (3,9,3,8).

Véta 26 (Gram - Schmidtav ortogonaliza¢ni proces).
(Pech:AGLU /str.95 - V.3.2)
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