9.2 Afinni bodovy podprostor

Afinnim bodovym podprostorem rozumime neprazdnou podmnozinu bodového pro-
storu, ktera je sama afinnim bodovym prostorem (tj. spliiuje jeho definici).

Definice 19 (Afinni bodovy podprostor). ...
(Pech:AGLU/str.16 - Definice 3.1)

Afinni bodovy podprostor A, prostoru A, znacime takto:

Priklady afinniho bodového podprostoru
1. A, CC A,

2. bod, primka, rovina CC A,

3. bod, primka, rovina CC Aj

Otazka: Miuze byt bodovym podprostorem polorovina, tsecka, kruh?

Specialni podprostory (Pech:AGLU /str.17 - D.3.2)
e primka ... podprostor dimenze 1 (znacime: A;)
e rovina ... podprostor dimenze 2 (znac¢ime: Ay)

e nadrovina ... podprostor dimenze n — 1 (znac¢ime: A,_1)

9.3 (Vektoroveé) parametrické vyjadieni podprostoru

PRIKLAD 9.4. Vrcholem C' trojihelniku ABC' vedte rovnobésku se stranou AB.
Reseni: X =C+1t(B—A); t € R.
PRIKLAD 9.5. Bodem V wvedte rovinu rovnobéznou s rovinou o = (KLM).

Reseni: X =V +r(L—K)+s(M—-K); r,s € R.

Kazdy bod bodového podprostoru A, CC A, mtzeme psat ve tvaru
X =A+12,

kde A je pevné zvoleny bod z Aj a ¥ je vektor z vektorového podprostoru V, CC V,.
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Véta 31. ...
(Pech:AGLU/str.16 - V.3.1)

Tvrzeni uvedené véty lze strucéné vyjadrit takto:

Pevny bod A + ,vektorovy podprostor V;“ = ,bodovy podprostor { A+ 7; ¥ € V} }“

PRIKLAD 9.6. Vyjddrete parametricky primku, kterd prochdzi body K, L.
Reseni: X =K+ t(L—K); t€ R  nebo X=L+s(L-K); seR

Véta 32. Afinni bodovy podprostor Ay je urcen svym zamérenim Vi a libovolnym
ze svych bodu A. Zapisujeme

A =[A, V4],
(Pech:AGLU /str.17 - V.3.2)

Dikaz. Dokazeme postupné: VX; X € [A, V] = X € [B,V,] aVX; X € [B,Vi] =
X e [A7 ‘/;f] Y |:|

Véta 33 (Vektorové parametrické vyjadieni podprostoru). ...

Ay = [A, V4] B B B
X = A+ t1uy + tots + ... + trpup
X=A+17
{ty, Us, ..., U} ... baze zaméreni Vi, t1,ta, ..., tx ... parametry
Zapisujeme:

Ak = [A, ﬁl, l_[Q, ceey ﬁk] .
(Pech:AGLU/str.18 - V.3.3)
Dikaz. Plyne z vét 31 32 ]

Parametricka vyjadreni specialnich podprostora

e piimka ... A; = [A; 4]
X = A+ tu,

e rovina ... Ay = [A; iy, Us)]

X=A + tlﬁl + t2?j2,

59



e nadrovina ... A, 1 = [A; Uy, Uy, ..., Up_1]

n—1
X = A+ i,

i=1
e afinni prostor ... A, = [A; Uy, Uy, ..., Uy

i=1

PRIKLAD 9.7. Primka p = [A; ] je ddna bodem A = [1,2,3] a smérovyym vekto-
rem iU = (—2,5,11). Napiste:

a) vektorové parametrické vyjadreni primky p,

b) parametrické rovnice primky p.

9.4 Afinni sourfadnice bodu

Vime, ze zvolenim pevného bodu P lze zajistit vzajemné jednoznacné zobrazeni
prostoru bodt na prostor vektorii:

Potom mohu bod jednozna¢né urcit pomoci souradnic prislusného vektoru (vzhle-
dem k bazi zaméreni V).

Definice 20 (Afinni soustava soufadnic - repér). Necht P je libovolny bod z afinniho
prostoru A,, n > 0. Necht (€1, €, ...,€,) je bdze vektorového zaméreni V,, prostoru
A,,. Potom usporddanou (n + 1)-tici

Y = (P7 517527 ceey gn)

nazyvame afinni soustavou soutadnic ¢ (t€Z repérem ) v prostoru A,.
Souradnicemi bodu X € A, v soustavé souradnic ¢ budeme rozumeét souradnice
vektoru X — P v bdzi (€1, €5, ..., €y).

(Pech:AGLU /str.19 - D.4.1)

Zapis souradnic bodu P:

Y = (P7 517527 (XS] en)
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X —P= xlé'l + $2€2 + ...+ xngn

X =P+ x1€] + 296 + ... + 2,6

Drilezité pojmy:
e P ... pocatek,
® r,%o,...,T, ... souradnice,

e =X — P ... radiusvektor (pravodi¢) bodu X

Poznamka (1). Prostor se soustavou souradnic ¢ zapisujeme:
An == [P, 51, 52, seny gn] .
Poznamka (2). Soutradnice bodu a jeho radiusvektoru jsou stejné.

Poznamka (3). Soutradnice bodu a vektoru nékdy odlisujeme typem zéavorek
X =[r1,29, ..., T)

T = (331, Ly oeny ajn)

Poznamka (4).
P=10,0,...,0]

PRIKLAD 9.8. V afinni roviné Ay je ddan repér R = {P, ¢\, ¢é}. Bod A md vzhle-
dem kR soutadnice A = [—1;2] a vektor v md vzhledem k'R souradnice v = (3; —2).
Potom platy

A=P —¢] + 2é,

U= 3e; — 26,.

61



9.5 Parametrické rovnice podprostoru

PRIKLAD 9.9. Zjistéte, zda body A1 = [0,0,-3], Ay = [1,1,3], lezi v roviné
[A; @, 9], kde A=[1,1,—-4], u=(-1,—-1,1), 7= (1,3,1).

~

Vektorové parametrickd rovnice roviny (podprostoru):
X =A+tu+tv; ti1,to €R
Parametrické rovnice roviny (podprostoru):
1 = ay + tiug + tovy

To9 = a9 + t1U2 + t2?)2 (19)

T3 = as + t1U3 + tz?)g

Véta 34 (Parametrické rovnice podprostoru). Necht je v afinnim prostoru A, ddna
soustava souradnic @. Potom muZeme podprostor Ay, Ap = [A; iy, Us, ..., Uy] , pro-
storu A, urcit parametrickymi rovnicemi

r1 = ay + uiity + ugrle + ... + uply

To9 = a9 + Upaly + Uoole + ... + upaly

Tp = Qp + Urply + Ugpla + ... + Upply

zkrdacené
xj:aj—l— E uijti; j:1,2,...,n
i=1
kde A = lay, ag,...,a,) , U; = (Wi, Wiy ooy Uin) , @ = 1,2, ... k.

(Pech:AGLU/str.21 - V.4.1)
Diikaz. Dusledek véty 33 ]

Poznamka. Pocet parametri je roven dimenzi podprostoru k, pocet rovnic je roven
dimenzi prostoru n.

PRIKLAD 9.10. Urcete dimenzi afinniho bodového prostoru A, a jeho podprostoru
A daného rovnici:

a) X =[4,-4,2,1,1]+ ¢(2,-8,3,-5,1),
b) X =1[1,0,2,2] +r(1,-1,0,0) + s (1,2,0, —1).
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9.6 Kanonicky tvar rovnice primky

PRIKLAD 9.11. Napiste parametrické vyjadient a kanonicky tvar rovnice pirimky,
kterd je dana bodem A a smérovym vektorem 1.

0) A=[3,1,-4], 7= (27,5),
b) A=1[2,51], 7= (1,2,0).

PRIKLAD 9.12. Zjistéte, jaké bodové podprostory jsou urcené parametrickymi

rovnicems
ry = r—+s rp = 5—r+s+t
(a) r9 = 1—35 (b) Ty = T
T3 = —O+2r T3 = S
ry = 2—1r+4s, Ty = 244s—1.

9.7 Urceni afinniho podprostoru
,Jakym nejmensim poc¢tem bodt je jednoznac¢né urcena pfimka a rovina?*

Odpovéd: P¥imka je uréena dvéma riznymi body, rovina tfemi nekolinedrnimi body:.

Definice 21 (Linedrné nezéavislé body). Skupina k + 1 bodui Ay, A1, As, ..., A 2
prostoru A, se nazyvd linedrné zdavisla (nezavisld), jsou-li vektory A; — Ag, i =
1,2, ..., k, linedrné zavislé (nezdvislé).

(Pech:AGLU /str.26 - D.5.1)

Véta 35 (O urceni afinniho bodového podprostoru). Afinni bodovy podprostor Ay,

prostoru A, je urcen jednoznacné k + 1 linedrné nezavislimi hoda
(Pech:AGLU /str.26 - V.5.1)

Dikaz. Lze prevést na vétu 32:

Ak - [A())Al — A07A2 - A07 7A/€ - AO]

Dusledky:

e primka je urcena dvéma nezavislymi body
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e rovina je urcena tiemi nezavislymi body

e nadrovina je urc¢ena n nezavislymi body

Poznamka. Body lezici na jedné spole¢né primce nazyvame kolinearni body. Body
lezici v jedné roviné pak komplanarni body.

PRIKLAD 9.13. Napiste vektorové parametrickou rovnici roviny p = (A, B, C),
kde A=1[1,0,1], B=[3,4,2] a C =[5,1,0].

Reseni: Vektorové parametricka rovnice:
X=A+t(B—A) +1t(C—A); t1,ts € R
Parametrické rovnice:

r=ay+t1(by —a1) + ta(c1 — aq)
Y = ay + t1(bz — Clz) + tz(Cz — az)
Z = as+ t1(bg — Clg) + tz(Cg — ag); tl,tz € R

Po dosazeni souradnic dostaneme:

=1+ 2t; + 4t
y =4t + 1
z=14+1 —1

Véta 36 (Parametrické rovnice podprostoru). Vektorové parametrickd rovnice pod-
prostoru Ay, ktery je urcen k + 1 linedrné nezdvislymi body Ag, Ax, ..., Ag je

k
X =Ag+ ) ti(Ai— Ay, (21)
=1

kde X je libovolny bod podprostoru A a t; jsou parametry.
(Pech:AGLU/str.27 - V.5.2)

Dikaz. viz Véta 33 [

Dusledky:
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e Piimka: X = A+t(B—A); teR
e Rovina: X = A+ #,(B—A)+t(C — A); t1,t € R

e Nadrovina: X = A(ﬁ—tl(Al—A0)+t2(A2—A0)+...+tnf1<An 1— Ao) ti,to, ..., 1 €
R

PRIKLAD 9.14. V A jsou ddny body K = [1,0,1,2], L = [4,2,3,1], M =
[—1,3,0,1], N = [2,1,1,5]. Rozhodnéte, zda urcuji podprostor A3 CC Ay. Pokud
ano, napiste jeho parametricke vyjadrent.

PRIKLAD 9.15. Rovina je urcena body A = [2,1,0], B = [2,4,1] a smérem
vektoru @ = (1,1, 3). Napiste jeji parametrické rovnice.

Cviceni:
Parametrické rovnice afinniho bodového podprostoru

1: Zjistéte, zda body A; = [2,1,—1], A2 = [3,3,1], A [ 1,-5], Ay = [5,4,—1],

As = [5,7,4] lezi na piimce [A; 1], kde A = [3,3, — ] = (1,2,3).
2: Zjistéte, zda body A; = [0,0,—-3|, Ay = [1,1,3], A3 = [3,1, 5], Ay = [1,2, 3],
As = [—1,—-2,-3], A¢ = [1,3,1] lezi v roviné [A; _'] kde A = [1,1,—4], u =

(-1,—-1,1) a7 = (1,3,1).

3: Napiste parametrické rovnice a kanonicky tvar rovnice ptimky [K;m], je-li:
a) K =[1,-2], m = (5,9),
b) K =12,5,=3], m =(—4,0,1),
¢) K =[1,0,-1,0,2], m = (4,3,1,2,1).

4: Napiste parametrické rovnice roviny p, ktera je dana témito udaji:
a) p=[K,L,M]; K=12,0,1], L=[-1,2,3], M =[3,1,-5],
b) p=[A;u,v]; A=11,0,2,3], u=(1,1,—-1,0), v = (4,0,3,2),
c)p=1[P,Q,u; P=[7,-8,3], Q =[4,51], W =(2,3,4).

5: Napiste parametrické rovnice pfimky p, kterd prochézi danym bodem P = [4,5, —6]
a je rovnobézna s ptimkouqg:x =2+7r, y=—4+4+2r, 2=9—-5r; r e R.

6: NapiSte parametrické rovnice pfimky p, kterad prochézi danym bodem B = [1, 2]
a je kolma na primku ¢ = [M, N|; M =[0,1], N = [4, 3].
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7: Napiste parametrické rovnice roviny p prochazejici bodem @ = [5, 10, 12] rovno-
bézné s rovinou o danou rovnicemi:
r = 1—4s+1t,
—3 + s — 2,
z = 3s+5t; s,t e R

8: Napiste parametrické rovnice tsecky AB, je-li:
a) A=1[-2,5], B=[15,9],
b) A=1[2,5,-3], B=10,4,1].

9: Urcete parametrické vyjadieni roviny, ktera prochézi primkou x = 2—3t, y = 7+,
z = —1+4 2t a je rovnobézna s pfimkoux =3 —r,y=2+4r, z=1—r.

10: Parametrickymi rovnicemi vyjadrete polorovinu uréenou bodem A = [3,2,1] a
pfimkoux =1+t y=2—3t, 2z =3+ 4t.

11: Rozhodnéte o poloze bodu M = [3, 3] vzhledem k trojihelniku ABC), je-li A =
[0,0], B = [10,2], C' = [6, 12].
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