9 Afinni bodovy prostor

Afinni bodovy prostor je zobecnénim nam dobfe znamych bodovych mnozin (pro-
stor) - dvourozmérného prostoru (tj. ,roviny*), ktery zname z planimetrie a z ana-
lytické geometrie, a tfirozmérného prostoru (struc¢né ,prostoru“), ktery zname ze
stereometrie a z analytické geometrie.

Zajimé nas:
- popis vybranych podmnozin (body, pfimky, roviny, nadroviny, ...) téchto
prostort

- a vztahy (incidence, riaznobéznost, rovnobéznost, mimobéznost, ...) mezi nimi.

V prostém afinnim bodovém prostoru neumime mérit vzdalenosti a uhly. To
je umoznéno az zavedenim skaladrniho soucinu v jeho zaméreni. Potom hovofime o
Eukleidovském bodovém prostoru.

Poznamka. Affinis znamena latinsky pribuzny. Poprvé tento pojem pouzil Leonhard
Fuler (1707-1783) pro oznaceni vztahu vzoru a obrazu v zobrazeni, které zachovava
délici pomér. Takovym zobrazenim se zacalo fikat afinni zobrazeni. Afinni geometrii
rozumime geometrii bez vzdalenosti a odchylek.

9.1 Definice afinniho bodového prostoru

Skutecnost, ze kazdymi dvéma body je urcéen vektor ndm umoznuje pii definici
afinniho bodového prostoru vyuzit axiomt definujicich vektorovy prostor.

Kli¢ovou roli v tomto postupu hraje zobrazeni
g: A, x A, =V, B

které kazdé dvojici bodu A, B € A, priradi vek-
tor u z prostoru V,, : u

u=g(A,B) nebo u=B-—A. (16) A
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Problém: Riznym dvojicim bodi muze piisluset stejny vektor (volny vektor ma
nekonecné mnoho riznych umisténi). Jak zaridime, aby zobrazeni bodového prostoru
A,, na vektorovy prostor V,, bylo vzajemné jednoznacné?

Reseni: Zavedeme v bodovém prostoru ,,pevny bod“

K

L

Obrazek 3: Prirazeni vektort bodim pomoci ,,pevného bodu

Zvolime-li pevny bod P, je mozno kazdému bodu prostoru jednoznacné priradit
vektor:

A—)fle—P, B—).fz:B—P, C—)ngC—P,
D—2Z,=D—P, P—o=P—-P.
a naopak, kazdému vektoru prislusného vektorového prostoru je tim jednoznacné
prirazen bod:
fl—>A=P+fl, fQ—>B=P+fQ, 3_3)3—>C=P+3_3’3,
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Zavedli jsme dveé nové operace:

- Odcitani bodu. Vysledkem je vektor: © = B — A.

- S¢itani bodu a vektoru. Vysledkem je bod: B = A + .
Vime, ze pro vektory &y, T9, T3 na obrazku vpravo plati

vztah c
T3 = T1 + Xo,

ktery mizeme zapsat pomoci umisténi (tj. orientovanych Z3 -
R , o L2
usecek) uvedenych vektoru
AC = AB + BC (17)
A = "B

nebo, pomoci rozdili prislusnych bodu

C—A=(B—A)+(C—B). (18)

Vlastnost (17),(18) (tzv. Chaslesiv vztah) se da zapsat pomoci zobrazeni (16) také
takto:
9(A,C) = g(A, B) + g(B, C).

Pozadujeme jeji platnost v kazdém afinnim bodovém prostoru.

PRIKLAD 9.1. Soucet 5 = T+ T2+ T3 +T4 zndzornéte pomoct vhodnych umistent
vektori Iy, Ta, T3, T4 a T5. Zapiste Chaslesuv vztah pomoci odpovidajicich bodii.

Definice 18 (Afinni bodovy prostor). Neprdzdnou mnozinu A, (jeji prvky jsou
tzv. body) nazveme afinnim bodovym prostorem dimenze n, jestliZe je ddn vektorovy
prostor V,, dimenze n a zobrazeni g : A, x A, — V téchto vlastnosti:

1. Pro kazdy bod A € A, a pro kaZdy vektor ¥ € V,, existuje jediny bod B € A, tak,
ze
g(A,B) =17 t.j. B=A+7.
2. Pro kazdé tri body A, B,C € A, plati, Ze
9(A,C) = g(A, B) + g(B, C).

Vektorovy prostor V,, nazyvame vektorovym zamérenim afinniho prostoru A,.

(Pech:AGLU /str.14)
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Priklady afinniho bodového prostoru

1. Bod, tj. jednoprvkovéd mnozina se zamétrenim Vj = {07} je afinni bodovy prostor
dimenze 0.

2. Pfimka je afinnim bodovym prostorem dimenze 1 se zamérenim V; = {u},
kde u je jejim smérovym vektorem.

3. Sam vektorovy prostor V,, je afinnim bodovym prostorem. Plati

—

g(u, V) = U — 4.

Poznamka. Pozor, vyse uvedeny priklad 2 neplati naopak. Nelze Fici, ze afinni
bodovy prostor je zaroven vektorovym prostorem.

PRIKLAD 9.2. Rozhodnéte, zda jsou uvedené mnoZiny P afinnimi bodovymi pro-
story.

a) P = R?, V3 =R 9(X,Y) = (y1 — 71,92 — T2, Y3 — ¥3).
b)P:R?)? %:R27 g(X7Y):(y1_x17y2_x2)7
C)P:Rn7 Vn:Rn7 g(X,Y): (yl_xlayQ_LU?)"')yn_xn))

Poznamka (1). Afinni bodovy prostor A, zapisujeme také takto:
A, = (A7 Vi, g)a

kde A je mnozina bodii, V' je zaméreni vektorového prostoru a ¢ je zobrazeni g :
A, x A, = V.

Poznamka (2). Afinni bodovy prostor A, nazyvame plnym jménem ,afinni bodovy
prostor nad télesem T, kde T" odpovida télesu, nad nimz je definovano zamétreni

Vi

Véta 30 (Pravidla pro pocitani s operacemi ,+“ a ,—). Necht A, B, C, D jsou
libovolné body afinniho prostoru A, a u, v libovolné vektory ze zamereni V,,. Potom:

1. A—A=g,
A—B=—(B— A,
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6. (A—B)+(C—-D)=(A-—D)+(C-B),
7. A-.B=D-CeA—-D=B-C,
8. A+ui=B+7< A-B=v—1.
(Pech:AGLU /str.15 - Véta 2.1)

Poznamka. Vyrazy A+ B, @ — A nemaji smysl.

PRIKLAD 9.3. Oznacme M mnozZinu vSech reseni nehomogenni soustavy linedr-
nich rovnic Axr = b a W4 vektorovy prostor vsech reseni homogenni soustavy Ax = o.
Dokazte, Ze mnozina M je afinnim bodovym prostorem se zamérenim W 4.

Cvicenti:

Afinni bodovy prostor

1. Dokazte, ze ¢tyfthelnik KLMN, kde K = [1,3]|, L = [-1,9], M = [-2,—4],
N = [0, —10], je rovnobéznik.

2. V roviné E, jsou dany body K = [2, 2], L = [-1,0], M = [0, 3]. Urcete bod
N € E, tak, aby c¢tyituhelnik K LM N byl rovnobéznik.

3. Body A = [—1,2] a B = [4, 0] jsou dva sousedni vrcholy rovnobézniku v E,, jehoz
stied je v bodé S = [2,2]. Najdéte soutfadnice zbyvajicich dvou vrchola.

4. Body A = [1,2] a C' = [3,8] jsou protilehlé vrcholy ¢tverce ABCD. Urcete
soutadnice jeho zbyvajicich vrcholia B, D.

5. Zjistéte, zda body A = [3,5,8], B = [-7,—-3,10], C' = [8,9,9] lezi na jedné

primce.

6. Dokazte, ze body A = [2,1,1], B = [5,5,6], C = [6,11,14], D = [3,7,9] jsou
vrcholy rovnobéznika.

7. Urcete vrcholy trojthelnika, jsou-li dany stredy A" = [-2,1], B’ = [3,—1], C' =
[1, 5] jeho stran.
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