13.2 Afinni bodovy podprostor

Afinnim bodovym podprostorem rozumime neprazdnou podmnozinu bodo-
vého prostoru, kterd je sama afinnim bodovym prostorem (tj. splnuje jeho

definici).

DEFINICE 19 (Afinni bodovy podprostor). ...
(Pech:AGLU /str.16 - Definice 3.1)

Afinni bodovy podprostor A, prostoru A,, znac¢ime takto:

Priiklady afinniho bodového podprostoru
1. A, CC A,

2. bod, primka, rovina CC A,

3. bod, primka, rovina CC Aj

Otazka: Mize byt bodovym podprostorem polorovina, tisecka, kruh?

Specialni podprostory (Pech:AGLU /str.17 - D.3.2)

e primka ... podprostor dimenze 1 (znacime: A;)
e rovina ... podprostor dimenze 2 (znacime: As)

e nadrovina ... podprostor dimenze n — 1 (znacime: A,_1)

13.3 (Vektoroveé) parametrické vyjadreni podprostoru

PRIKLAD 13.3. Vircholem C trojihelniku ABC' wvedte rovnobézku se
stranou AB.

Reseni: X =C+t(B—A); teR.
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PRIKLAD 13.4. Bodem V wedte rovinu rovnobéZnou s rovinou o =

(KLM).

Reseni: X =V +r(L—-K)+s(M—-K); r,s € R.

Kazdy bod bodového podprostoru A, CC A,, miizeme psat ve tvaru
X=A+7,
kde A je pevné zvoleny bod z A;. a T je vektor z vektorového podprostoru
Vi CC V.
Véta 28. ...
(Pech:AGLU /str.16 - V.3.1)

Tvrzeni uvedené véty lze strucne vyjadrit takto:

Pevny bod A + |vektorovy podprostor V;“ = ,bodovy podprostor {A +
T, 7 €V}

PRIKLAD 13.5. Vyjadrete parametricky primku, ktera prochdzi body
K, L.

Reseni: X =K+t(L—K);t€ R nebo X =L+s(L—K);sE¢€
R

Veéta 29. Afinni bodovy podprostor Ay je urcen svym zameérenim Vi
a libovolnym ze svych bodu A. Zapisujeme

A =1[A,Vy].

(Pech:AGLU /str.17 - V.3.2)

Diikaz. Dokazeme postupné: VX; X € [A, V] = X € [B,Vi] aVX; X €
B, Vi] = X € [A, V], 0
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Véta 30 (Vektorové parametrické vyjadieni podprostoru). ...

A = [A, V] B B B
X = A+t +totty + ...+t
X=A+17
{uy, U, ..., U} ... baze zaméreni Vi, t1,ts, ...t ... parametry
Zapisujeme:
Ak = [A, ’ljl, ’11’2, censy ’ljk] .
(Pech:AGLU /str.18 - V.3.3)
Diikaz. Plyne z vét 28 29 []

Parametricka vyjadreni specialnich podprostori
e pfimka ... A; = [A; 4]
X = A+ tu,

i1, U]

e rovina ... Ay = [A; Uy, Uy

X = A + tlﬁl + tQ’L_[Q,

e nadrovina ... A, | = [A; Uy, Uy, ..., Up_1]

n—1
X =A+) i,

i=1
e afinni prostor ... A, = [A; Uy, Uy, ..., U]

X:A+§:t7;ﬁi.

1=1

PRIKLAD 13.6. Primka p = [A;u] je dina bodem A = [1,2,3] a smé-
rovym vektorem i = (—2,5,11). Napiste:

a) vektorové parametrické vyjadrent primky p,

b) parametrické rovnice primky p.
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13.4 Afinni souradnice bodu

Vime, ze zvolenim pevného bodu P lze zajistit vzajemné jednoznacné zob-
razeni prostoru bodl na prostor vektort:
A—P=7ry — A=P+7ry

B—P:’FB — B:P—I-’I?B

C—P=r¢ — C=P+r¢
Potom mohu bod jednoznac¢né urcit pomoci souradnic prislusného vek-

toru (vzhledem k béazi zameéreni V,,).

DEFINICE 20 (Afinni soustava souiadnic - repér). Necht P je
libovolny bod z afinniho prostoru A,, n > 0. Necht (€1, €3, ..., €,) je baze
vektorového zaméreni V, prostoru A,. Potom usporddanou (n+ 1)-tici

Y = <P7 517 527 sty gn)

nazyvame afinni soustavou souradnic p (t€Z repérem @) v prostoru A,,.
Souradnicemi bodu X € A, v soustavée souradnic ¢ budeme rozumel
soutadnice vektoru X — P v bazi (€1, €, ..., €,).

(Pech:AGLU /str.19 - D.4.1)

Zapis souradnic bodu P:
Y = <P7 517 527 sty gn)
X — P =ux€] + 2965+ ... + 2,6,

X =P+ zie] +x965+ ... +x,€,
n

1=1

X =[x1,29, ..., 7,)
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Diilezité pojmy:
e P ... pocatek,
® Iy,T9,..., T, ... SOuradnice,

o =X — P ... radiusvektor (privodic) bodu X

Poznamka (1). Prostor se soustavou souradnic ¢ zapisujeme:
An = [P, 51, 52, cees gn] .
Poznamka (2). Souradnice bodu a jeho radiusvektoru jsou stejné.

Poznamka (3). Souradnice bod a vektori nékdy odlisujeme typem za-
vorek
X = [x1, X9, ..., Tp)

T = (1,22, ..., Ty)

Poznamka (4).
P =0,0,...,0]

PRIKLAD 13.7. V afinni roviné Ay je ddn repér R = {P, éy,é>}. Bod
A ma vzhledem k R souradnice A = [—1;2] a vektor ¥ md vzhledem k
R souradnice v = (3; —2). Potom plati

A= P — €]+ 26,
U = 3€] — 265.
13.5 Parametrické rovnice podprostoru

PRIKLAD 13.8. Zjistéte, zda body Ay = [0,0,—3], Ay = [1,1,3], lezi v
roviné [A;u,v], kde A=1[1,1,—4], u=(—-1,—-1,1), v =(1,3,1).

Vektorové parametrickd rovnice roviny (podprostoru):
X =A+tu+tw; t,ts € R
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Parametrické rovnice roviny (podprostoru):

T1 = ay + tiug + tovy
To = A9 + t1us + 1oy (9)
T3 = a3 + tius + tovs

Véta 31 (Parametrické rovnice podprostoru). Necht je v afinnim
prostoru A, ddna soustava souradnic p. Potom miZeme podprostor
Ay, A = [A; Uy, Uy, ..., U], prostoru A, urcit parametrickymi rovni-
cemsi
r1 = a1 + uily + uarts + ... + Uty
To = Q9 + Uil + Ugats + ... + Ukl
2 2 1201 + U22l2 k2l (10)

Ty = Qp + Ul + Uoplo + ... + Up,ls

zkracené

k
X :aj—l—Zuijti; 7=12,...,n,
1=1

—

kde A = [al, as, ..., an] , Uy = (’LLH, U9, ,’LLm) , 1= 1, 2, RPN k.
(Pech:AGLU /str.21 - V.4.1)
Diikaz. Dusledek véty 30 []

Poznamka. Pocet parametri je roven dimenzi podprostoru k, pocet rov-
nic je roven dimenzi prostoru n.

PRIKLAD 13.9. Urcete dimenzi afinntho bodového prostoru A, a jeho
podprostoru Ay, danéeho rovnici:

a) X =[4,-4,2,1,1]+t(2,-8,3,—5,1),
b) X =[1,0,2,2] +r(1,—1,0,0) + s(1,2,0,—1).
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13.6 Kanonicky tvar rovnice primky

PRIKLAD 13.10. Napiste parametrické vyjadreni a kanonicky tvar rov-
nice primky, kterd je dana bodem A a smérovym vektorem .

a) A=[3,1,—-4], @ =(2,7,5),
b) A=1[251], @ =(1,20).

PRIKLAD 13.11. Zjistéte, jaké bodové podprostory jsou urcen€ para-
metrickymi rovnicemt

T = r—+s r1 = d—r+s+1t
(a) Ty = 1—s (b) Ty = T

r3 = —O0+2r T3 = 8§

Ty = 2—1r+4s, Ty = 2+4s —1t.

13.7 Urceni afinniho podprostoru

,Jakym nejmensim poctem bodtl je jednoznacné urcena primka a rovina?*

Odpovéd: Primka je urcena dvéma ruznymi body, rovina tremi nekolinear-
nimi body.

DEFINICE 21 (Linearné nezavislé body). Skupina k + 1 bodi
Ag, Ay, A, ..., A z prostoru A, se nazyvd linedrné zavisld (nezdvisld),
gsou-li vektory A; — Ay, i = 1,2, ..., k, linedrne zdvislé (nezavislé).

(Pech:AGLU /str.26 - D.5.1)

Véta 32 (O urceni afinniho bodového podprostoru). Afinni bo-
dovy podprostor Ay prostoru A, je urcen jednoznacné k + 1 linedrné
nezavislymsi body.

(Pech:AGLU /str.26 - V.5.1)
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Diikaz. Lze prevést na vétu 29:

Ap = [Ao, A1 — Ay, A2 — Ao, ..., Ay — Ao

Dtsledky:
e primka je ur¢ena dvéma nezavislymi body
e rovina je urcena tremi nezavislymi body

e nadrovina je urc¢ena n nezavislymi body

Poznamka. Body lezici na jedné spolecné primce nazyvame kolinearni
body. Body lezici v jedné roviné pak komplanarni body.

PRIKLAD 13.12. Napiste vektorove parametrickou rovnici roviny p =
(A,B,C), kde A=1[1,0,1], B=[3,4,2] a C =1[5,1,0].

Reseni: Vektorové parametricka rovnice:
X = A+t1(B —A)—th(C—A); t1,to € R
Parametrické rovnice:

Tr =ai+ tl(bl — al) + tQ(Cl — al)
Yy = as + tl(bg — a2) + tQ(CQ — a2)
Z = Qg + t1<b3 — a3) + t2(63 — ag); tl,tQ - R

Po dosazeni souradnic dostaneme:

y =4t + to
Z:1‘|—t1—t2
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Véta 33 (Parametrickd rovnice podprostoru). Vektorové para-
metrickd rovnice podprostoru Ay, ktery je urcen k + 1 linedrné neza-
vislymi body Ay, A1, ..., A je

k
X =Ag+ ) ti(A; — Ay, (11)
=1

kde X jge libovolny bod podprostoru Ay at; jsou parametry.
(Pech:AGLU /str.27 - V.5.2)

Dukaz. viz Véta 30 ]

Dtsledky:
o Piimka: X = A+t(B—-A);t€R
e Rovina: X = A + t1<B — A) +t2(0 — A), t1,1o € R

e Nadrovina: X = A() + tl(Al — Ao) + tQ(AQ — A()) + ...+ tn—l(An—l —
AO); t17t27 "'Jtn—]_ € R

PRIKLAD 13.13. V Ay jsou dany body K = [1,0,1,2], L = [4,2,3,1],
M = [-1,3,0,1], N = [2,1,1,5]. Rozhodnéte, zda urcuji podprostor
A3 CC A,. Pokud ano, napiste jeho parametricke vyjadrent.

PRIKLAD 13.14. Rovina je urcena body A = [2,1,0], B = [2,4,1] a
smerem vektoru u = (1,1, 3). Napiste jeji parametrické rovnice.

13.8 Neparametrickd (obecnd) rovnice nadroviny

Mnozina vsech reseni soustavy m linearnich rovnic o n neznamych

a11r1 + a19T2 + ... + ATy = b1
a91T1 + A29T92 + ... + AopnLy = b2

A1T1 + AoTo + ... + Qp Xy, = by,
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je afinni podprostor prostoru A,, jehoz dimenze je k = n — h, kde
h = h(A) = h(A*). Naopak, kazdy afinni podprostor A; dimenze k lze
popsat soustavou n — k nezavislych rovnic. Konkrétné nas v tuto chvili
zajima skutecnost, ze kazdou nadrovinu lze popsat jednou line-
arni rovnici, které rikAme neparametricka nebo obecna rovnice
nadroviny. Jednou rovnici proto, ze dimenze nadroviny je n — 1 a je-li
k=n—1=n—h, musi byt h = 1.

PRIKLAD 13.15. Primka je nadrovinou prostoru As. UvazZuyme primku
p=|A,B]; A=1[-5,3], B=[2,4]. Urcete obecnou rovnici primky p.
Reseni: 7 parametrickych rovnic piimky

p: x=-—-5+7Tt
y=3+tteR

vylou¢ime parametr . Vysledkem bude rovnice bez parametru - nepara-
metricka (obecnd) rovnice primky:

xr — Ty + 26 =0.

PRIKLAD 13.16. Urcete obecnou (neparametrickou) rovnici nadroviny
prostoru As.

Reseni: Nadrovina prostoru As je uréena tremi nezavislymi body A, B, C';
A = |ay, a9, a3], B = [by, by, b3], C' = |c1, ¢, c3]. Potom ji mizeme vyjadrit
vektorove parametrickou rovnict:

X=A+t(B—-A) +t,(C—A).
Po jejim prepsani do tvaru
to( X —A)+t1(B—A)+t(C—A) =0
je zrejmé, ze vektory X — A, B — A a C — A jsou linedrné zavislé. 7

toho plyne tvrzeni nasledujici véty.
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Veéta 34. Budiz nadrovina A,_1 urcena n linedrne nezavislymsi body

Ay, A1, ..., A,_1, kterée magi v bodovém prostoru A, souradnice A; =

(a1, @iy ..y ain), © = 0,1, ..., n—1. KaZdy bod nadroviny X = [x1, T, ..., 7))
splnuje rovnict

I I ce T
any apn? R a 1
. L .. =0, (12)
Ap-1,1 Gp-12 ... Ap_1py 1

zvanou neparametrickd (obecnd) rovnice nadroviny.
(Pech:AGLU /str.31 - V.6.1)

Drikaz. Myslenka diikazu je uvedena pred vétou 34. Zbyva jenom ukazat,
ze plati ekvivalence

L1 — ao1 Ty —ap2 ... Ty — Aoy
a1y — ao1 a12 — ap2 ... Qip — QAon _0 o
Ap—-1,1 — a1 Qp—-12 — A2 ... Qp—1n — Aon
I i) ce T
N le)l a92 . CLF)n _ 07
Ap—11 Gp-12 ... Qp_1p 1

]
PRIKLAD 13.17. Urcete neparametrickou (obecnou) rovnici roviny ur-
cené body A =1[1,0,3], B=12,4,—1], C' =0, 3,38].

Véta 35 (Obecna rovnice nadroviny). Souradnice kaZdého bodu
X =[x, xo, ..., x| nadroviny A,_1 prostoru A, splnuji neparametric-
kou (obecnou) rovnici

1y + cxy + ...+ cpx, +cg =0, (13)

zkracené ve tvaru .

Z c;r; +co =0, (14)

1=1
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kde c1,ca, ..., cp, ¢y 73s0u algebraicke doplnky po radé prvki xq, xo, ..., x,, 1
pruniho radku determinantu (12) z véty 34.
(Pech:AGLU /str.33 - V.6.2)

Dusledky:

1) Kazda rovnice ve tvaru » -, ¢;x; + ¢o = 0 je rovnici A,_1, pokud je
alespon jedno ¢; £ 0.

2) V prostoru As je nadrovinou pfimka. Necht p =<+ AB; A = a1, as),
B = [by, by]. Potom
r y 1
p:la as 1|=0 & ar+by+c=0.
by by 1
3) V prostoru As je nadrovinou rovina. Necht p = (ABC); A = [ay1, as, as],
B = [bl,bg, bg], C = [01,02,03]. Potom
x oy z 1
o |ar a2 as 1
P by by by 1
cp ¢y c3 1

=0 & ar+by+cz+d=0.

Véta 36. Je-li > ., cix; + co = 0 rovnici nadroviny, pak rovnice
k(OO cixi+ ¢co) = 0 je obecnou rovnici téZe nadroviny ve stejné sou-
stave souradné, kdyZ k # 0 je libovolné redlné cislo.

(Pech:AGLU /str.34 - V.6.3)

PRIKLAD 13.18. Napiste obecnou rovnici roviny urcené tremi body
A=[1,1,-1], B=13,2,0], C' = [4,4,-3].
PRIKLAD 13.19. Napiste obecnou rovnict roviny urcené bodem A =
2,1, =2] a sméry vektoru u = (3,2,4), v = (3,5,2).
Reseni:
r—ay Yy —a 2 —as

Uy U9 us | =0

U1 (%) Vs
PRIKLAD 13.20. Urcete parametricke rovnice roviny

20 —y+3z—1=0.
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