13 Afinni bodovy prostor

Afinni bodovy prostor je mnozina bodi. Jedna se o zobecnéni nam dobrte
znamych prostort - dvourozmeérného prostoru (tj. ,roviny*), ktery zname
z planimetrie a z analytické geometrie, a trirozmérného prostoru (strucné
,prostoru), ktery zname ze stereometrie a z analytické geometrie.
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Obrazek 3: Trojrozmérny bodovy prostor a jeho podmnoziny

Obrazek 4: Dvojrozmérny bodovy prostor a jeho podmnoziny

Zajima nas:
- popis vybranych podmnozin (body, ptimky, roviny, nadroviny ...)
téchto prostort,

- a vztahy mezi (incidence, riznobéznost, rovnobéznost, mimobéz-
nost, ...) mezi témito podmnozinami.
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V afinnim bodovém prostoru neumime meérit vzdalenosti a thly.
To budeme moci provadét az po jeho doplnéni o skalarni soucin vektort
(potom hovorime o Eukleidovském bodovém prostoru).

Vyznam pojmu afinni:
LAffinis® znamena latinsky , pribuzny®.

Poprvé tento pojem pouzil Leonhard FEULER
(1707-1783, Svycarsko) pro oznaceni vztahu
vzoru a obrazu v zobrazeni, které zachovava de-
lici pomér. Takovym zobrazenim se zacalo rikat

afinni zobrazeni.
Afinni geometrii pak rozumime geometrii bez
vzdalenosti a odchylek.

13.1 Definice afinniho bodového prostoru

Jsou dveé cesty, jak definovat afinni bodovy prostor a popisovat
jeho podmnoziny a vztahy mezi nimi:

1. Axiomaticka vystavba

Priklad axiomu: ,Dvéma body je urc¢ena jedina primka“

Soustava axiomil euleidovské geometrie
- Bukleides (365 pt. n. 1. - 300 pt. n. 1., Recko) - kniha , Zaklady* (Stoicheia),
- David Hilbert (1862 - 1943, Némecko)

2. Vyuziti vektorového prostoru

Skutecnost, ze kazdymi dvéma body je urcen vektor nam umoznuje
pri definici afinniho bodového prostoru vyuzit axiomi definujicich vekto-
rovy prostor.

Pijdeme touto druhou cestou.
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Kli¢ovou roli v tomto postupu hraje zobrazeni

g: A, x A, =YV,
které kazdé dvojici bodu A, B € A, priradi
vektor u z prostoru V,, : u

u=g(A,B) nebo u=B—-A (7

Problém

Riznym dvojicim bodi mize prisluset stejny vektor (volny vektor ma ne-
konecné mnoho rtznych umisteni).

Jak zaridime, aby zobrazeni bodového prostoru A, na vektorovy prostor
V,, bylo vzajemné jednoznacné?

Reseni

Zavedeme v bodovém prostoru ,,pevny bod"

L

Obrazek 5: Urceni polohy bodl v prostoru

Zvolime-li pevny bod P, je mozno kazdému bodu prostoru jednoznacné
priradit vektor:
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a naopak, kazdému vektoru prislusného vektorového prostoru je tim jedno-

znacné prirazen bod:

f1—>A:P+f1, fg—)B:P—I—fQ, fg—)C:P—ng,

s — D =P+ 2y, o— P=P+o0.

Zavedli jsme dvé nové operace

Znaménko Popis Vysledek Priklad

1) — Lodtitani bodd" vektor i=B-A

2) i ,sCitani bodu a vektoru* bod B=A+u
Vime, ze pro vektory s, 3 a v na vedlejsim obrazku 5
plati vztah

52 - f?) + 777 X, v
ktery mtizeme zapsat pomoci jejich umisténi takto
B—-—P=(C-P)+(B-20C). 8) P X

Pritom na volbé umisténi nezavisi.

Vlastnost (8) se da zapsat pomoci zobrazeni (7) takto:

9<A7 B) - g(P, C) +g<07 B)'

Budeme pozadovat jeji platnost v kazdém afinnim bodovém prostoru.
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DEFINICE 18 (Afinni bodovy prostor). Neprdzdnou mnoZinu
A, (jeji prvky jsou tzv. body) nazveme afinnim bodovym prostorem
dimenze n, jestliZe je dan vektorovy prostor V, dimenze n a zobrazeni

g: A, x A, =V
téchto vlastnosti:
1. Pro kaZdy bod A € A,, a pro kaZdy vektor ¥ € V,, existuje jediny bod
B e A, tak, Ze
g(A,B) =17 t.]. B=A+17.
2. Pro kazZdé tri body A, B,C € A, plati, Ze
9(A,C) = g(A, B) + g(B, C).

Vektorovy prostor V,, nazyvame vektorovym zamerenim afinniho pro-
storu A,,.

(Pech:AGLU /str.14)

Priklady afinniho bodového prostoru

1. Jednoprvkova mnozina se zamérenim Vy = {0} je afinni bodovy pro-
stor dimenze 0.

2. Sam vektorovy prostor V, je afinnim bodovym prostorem.
Plati

- =

g(u,v) = U — .

Poznamka. Pozor Vyse uvedeny priklad 2 neplati naopak. Nelze rici,
ze afinni bodovy prostor je zaroven vektorovym prostorem.

PRIKLAD 13.1. Rozhodnéte, zda jsou uvedené mmnoziny P afinnimi
bodovymai prostory.

a) P = R37 V3= R37 g(X,Y) = (1 — 1,92 — T2, y3 — ¥3).
b)P:Rga ‘/QZR27 g(X,Y):(y1—x1,y2—a72),
C) P = Rn’ Vn — Rn) g<X7 Y) — (yl —X1,Y2 — X2y ey Yn — xn)a
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Poznamka (1). Afinni bodovy prostor A,, zapisujeme také takto:
An — (A7 Vn; 9)7

kde A je mnozina bodti, V' je zaméreni vektorového prostoru a g je zobrazeni

g: A, x A, —>V.

Poznamka (2). Afinni bodovy prostor A, nazyvame plnym jménem
cafinni bodovy prostor nad télesem T, kde T je stejné jako pro zameé-
reni V,,.

Véta 27 (Pravidla pro poditani s operacemi ,,+* a ,,—*). Necht
A, B, C, D jsou libovolné body afinniho prostoru A, a u, v libovolné
vektory ze zaméreni V,,. Potom:

1. A—A=2,
A—B=—(B-A),
(A+4)— B=(A—-B)+1,
B—(A+u)=(B—-A)—1,
(A+ud)+v7=A+ (d+7),
(A-B)+(C—-D)=(A-D)+(C - B),
A-B=D-CsA-D=B-C,
A+u=B+v& A-B=v—u.
(Pech:AGLU /str.15 - Véta 2.1)

> XS & e

Poznamka. Nemaji smysl vyrazy: A+ B, @ — A.

PRIKLAD 13.2. Oznacme M mmnozZinu vsech reseni nehomogenni sou-
stavy linedarnich rovnic Ax = b a Wy vektorovy prostor vsech reseni
homogenni soustavy Ax = o. Dokazte, Ze mnozina M je afinnim
bodovym prostorem se zamérenim IV 4.
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