13.9 Vzajemna poloha afinnich bodovych podprostori

PRIKLAD 13.21. Vysetrete vzajemnou polohu primek p = [A;u], g =
B; ] -

a) A=11,2 3] (1,—3 2), B =10,5,1], # = (2,6, —4).

) A=[1L—3,4], i = (2,2,—1), B=[,0,-1], 7 = (0,1,3).
PRIKLAD 13.22. Urcete vzdjemnou polohu primky p = [A;u] a roviny
p=[B;v,wW:

a) A = [1,2,1], v = (1,1,2), B = [2,1,=2], ¥ = (0,2,—1), @ =
(3,—1,2).

b) A = [1,0,0], w = (7,7,1), B = [0,1,3], ¥ = (1,3,1), @ =
(2,—1,—1).

DEFINICE 22 (Vzajemné polohy afinnich bodovych podpro-
stord). Dva afinni bodové podprostory Ay, = [A; V3], Ap = [A; Vi] afin-
niho bodového prostoru A, se nazyvaji:

a) rovnobézné, jestlize Vi, CC V. nebo Vi, CC Vy, znacime Apl|| Ay,
b) incidentni, Ah gg Ak nebo Ak gg Ah,

¢) raznobézné, jestlize A, N A # () a zdroven Aj, A; nejsou inci-
dentni,

d) mimobézné, jestlize Aj,, Ay nejsou ani rovnobézné, ani riz-
nobézné.
(Pech:AGLU /str.37 - D.7.1)

13.10 Rovnobézné afinni bodové podprostory

Rovnobézné afinni bodové podprostory Ay, Ax znacime:

Apl| Ay

Nasim cilem je formulovat obecny postup (algoritmus) urceni takovychto
podprostortl - ten potom bude uveden ve vété 40
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Véta 37 (Rovnobéznost). A;||Ax

1) h=k:
Ay, NA,=0: nebo Ay, = Ay /
TOTOZNE
2) h<k:

S LT
AyNA,=0: nebo A, CC A :
4/ﬁ4/7 INCIDENTNI

(Pech:AGLU /str.37 - V.7.1)

Véta 38 (Incidence). Ay||Ax, h < k
Podprostory A, Ay, jsou incidentni < B — A€V,

B A,
B-A >
M A, A, A,
B—-A¢V, B—-AeV,

(Pech:AGLU /str.38 - V.7.2)

Poznamka. Incidentni podprostory jsou zaroven rovnobézné. Maji-li stej-
nou dimenzi, nazyvame je totozné nebo splyvajici podprostory.

Véta 39 (Jednoznacnost). Bodem B € A, prochdzi prive jeden
podprostor A, rovnobéZny s danym podprostorem Aj, téZe dimenze.

(Pech:AGLU /str.38 - V.7.3)
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Véta 40 (Rovnobéznost a incidence). Dva bodové podprostory,
dane parametricky

h k
X:A+Ztiﬁi7 Y:B—FZT]"U]', hgk,

i=1 j=1
jsou rovnobézné, prive kdyz vektory u; ndlezi do podprostoru vy, Vs, ..., Uk]
t.

u; € U1, Vs, ..., Uk .
Jsou incidentni, jestliZe soucasné do tohoto podprostoru patri v vektor
B— A, .
B — A € [U1, Vs, ..., U] .
(Pech:AGLU /str.38 - V.7.4)

PRIKLAD 13.23. Vysetrete vzajemnou polohu primky p a roviny p :

a) p: xy=1—t p: r1=24+1r+3s
To =1+ 3t To=3+2r+s
Ty = —2, r3=1—1r—2s,
b) p: xy=1—t p: r1=34+7r+3s
ro =4+ 3t To=3+2r+s
r3 = —3 — 4t, T3 = —r — 28.

PRIKLAD 13.24. Rozhodnéte o vzdjemné poloze rovin p: x+y+ 2z —
7=0, o: x+y+22—5=0.

Véta 41 (Rovnobéznost nadrovin).

/

a1r1+asxo+...+a,x,+ayg =0

a1r1+asxo+...+a,x,+ay =0

kayz+kaszot.. +kayz,+by =0 FarT1tkastot.. +kayz,+kag =0
(Pech:AGLU /str.40 - V.7.5)
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13.11 RuznobéZné a mimobézné podprostory

13.11.1 RutznobéZné prostory

/ B-A
v
A\ A

Jezrejmé, ze B— A& V., B— A &V}, ale v obou pripadech plati:
B—-Ac¢€ Vi, \/ V..

13.11.2 Mimobézné prostory

Je ziejmé, ze tentokrat plati: B— A & Vi, B— A €V}, a zaroven:
B—AgV,\/ Vi

Spojeni vektorovych podprostori V;, \/ V;

Necht Vk = [{ﬁl,ﬁg, ,ﬁk}] , Vh = [{171,172, 77711}] .
Potom

dim(V;, \/ Vi) = dimV}, + dimV}, — dim(V}, N V),
coz muzeme struéné zapsat takto
s=h+k—p

a upravit na konecny tvar, ktery budeme dale pouzivat pri klasifikaci vza-
jemnych poloh:
h+k=s+p.
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Véta 42 (Prunik afinnich bodovych podprostorid). Dva afinni
bodové podprostory A, = [A;Vy], A = [B; Vi] prostoru A, maji spo-
lecny aspon jeden bod, prave kdyzZ pro vektor B — A plati:

B—AeV,
kde Vi = Vi \/ V.

PRIKLAD 13.25. Urcete souradnice priuseciku primky p s rovinou p :
p=Aul; A=[1,2,1], = (1,1,2);
p=|B;v,w]; B=1[2,1,-2], v=(0,2,—1), @ = (3,—1,2).
{[_17 07 _3]}

PRIKLAD 13.26. V afinnim prostoru Ay urcete vzajemnou polohu ro-
viny p = [A; Uy, Us] a nadroviny As = [B;v1,05,73) : A = 3,3,—1,3],
u, = (0,1,1,1), uy = (1,-2,—1,0), B =[1,4,-6,2|, v; = (1,—1,0,1),
vy = (0,0,2,—1), v3 = (1,0,3,1).

13.12 Spojeni bodovych podprostori

Zajimaji nas odpovédi na nasledujici otazky:

Jaky nejmensi (dle dimenze) bodovy podprostor je urcen
a) dvéma body,
b) tremi nekolinedrnimi body,
¢) bodem a primkou,
d) dvojici primek ?

Odpovédi na né zobecnime v pojmu spojeni bodovych podprostorii:
Ay = A\ A,

které mtizeme chapat jako nejmensi podprostor prostoru A,,, ktery obsahuje
podprostory Ay, Ay.
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DEFINICE 23 (Spojeni bodovych podprostort).
1) A, CC A, A, CC A,
2)VA A CC A, A, CCA A, CCA = A, CCA
(Pech:AGLU /str. 41 - D.7.2)

Zaméreni Ag

Vy = [, do, ..., @y, U1, U, ..., Oy, B — A}

Ay = [A; Vg]

PRIKLAD 13.27. Urcete, jaky podprostor prostoru As vznikne spojenim
dvou mimobéznych primek.

PRIKLAD 13.28. Urcete, jaky podprostor prostoru Az vznikne spojenim
roviny Ao a primky Ay s ni rovnobézne.

Véta 43 (Dimenze spojeni afinnich bodovych podprostori).
ApNAy=0=g=s+1 (B—A¢&V,) wviz veta 42
Ay,NAL#0D = g=s (B—A€eV)

(Pech:AGLU /str. 42 - V.7.7)

PRIKLAD 13.29. Urcete dimenzi spojeni rovin [A t i, |B; U, ) :
3,2,—1,0], £ = (2 ,—1 3,1), @ = (0,—1,3,-2), B = [4,2,0,0],

A=
= i
(—2, —2,0, 5), @ = (—2,—1,0,1).
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13.13 Klasifikace vzajemnych poloh dvou bodovych podpro-
stort

Problém: V jakém afinnim bodovém prostoru A, mohou existovat dvé
mimobézné roviny?

PouzZijeme toto znaceni:
Ap=[AVi], Av=[B;Vi], h<k<n,
Vs:Vh\/Vk, V,=V,NV, Ag:Ah\/Ak-

Pouzijeme tyto vztahy:

h+k=s+4p, n>g, g=snebog=s+1.
Zajima nas vztah mezi n a k

Véta 44 (Vzajemné polohy dvou afinnich bodovych podpro-

stori).
a) Ay, A incidentni (A, CC Ay) < V, CC Vi, AB—-A€V,

ViCCVy=>s=k
B—-—AeVi=g=s

n >k

b) A, Ay rovnobézné rizné < V;, CC Vi, AB — A &V

ViCCVy=>s=k
n>k+1
B-—A¢Vi=g=s+1

c) Ap, Ay riznobéziné < V, CZ Vi, A B — A €V
Vi€ Vi, =h+k=s+p

g=h+k—p=n>h+k—p
B-—AeVi=g=s
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d) Ay, Ay mimobézné < V, CZ Ve, AB — A &V
thg‘/kih-Fk:S-Fp

g=h+k—p+l=n>h+k—p+1
B-—A¢gVi=g=s+1

(Pech:AGLU //str. 43 - V.7.8)

13.14 Prtnik bodovych podprostort

A, =A,NA;

Dimenze priniku bodovych podprostort r nemusi byt vzdy stejna
jako dimenze priniku jejich zameéreni p.

Véta 45 (Dimenze priniku bodovych podprostori). Pokud
jsou bodové podprostory Ay, Ay incidentni, tj. Ay, CC Ay (nebo naopak
A CC Ap), nebo jsou Ay, Ap riznobézné, potom je dimenze jejich
pruniku A, N Ay stejna jako dimenze pruniku jejich zamereni Vi, N\ Vy,
t3. r =p.

.
.
;
B
,
,

r=p=1

L

T:p:O AT:®7p:1
(Pech:AGLU /str. 44 - V.7.9)

PRIKLAD 13.30. Urcete vsechny moznosti vzdjemné polohy primky a
rovINY

Reseni: Postupujeme podle nésledujiciho schématu
(vice viz Pech:AGLU /str. 45)

h, k — p<h — Vi, €&V,
— p=nh — Vi, CCV;
— g=3: — A, N AL # 0
— g=s+1 — Ay, NA, =10

h+k=s+p — s=h+k—p
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PRIKLAD 13.31. Urcete vsechny mozZnosti vzajemné polohy dvou rovin
Ah, Ak; h=Fk=2.

Reseni: viz Pech:AGLU /str. 46

PRIKLAD 13.32. V afinnim prostoru Ay urcete vzajemnou polohu rovin

p = [Atid], o= [Bod] : A=1[4222,1=(1,00-1), 7 =

(1,0,3,2), B=1[-2,-2,2,0], v = (—1,0,5,0), & = (2,2, 1,0).

13.15 Vzajemna poloha nadroviny a afinniho bodového pod-
prostoru

Vyjdeme z nasich zkusenosti s prostorem As dimenze 3. Zde roli nadroviny
hraje rovina a my bychom méli umeét resit tlohy, které se tykaji:

e vzajemné polohy primky a roviny,

e vzajemné polohy dvou rovin.

Veéta 46. Afinni bodovy podprostor Aj, je s kaZdou nadrovinou A, 4
prostoru A, bud rovnobéziny, nebo je jejich prunikem bodovy

podprostor dimenze h — 1.
(Pech:AGLU /str. 51 - V.7.10)

Dikaz. h —1<p<h ]

PRIKLAD 13.33. Urcete vzajemnou polohu primky p a roviny p v As :
p: x=244, y=—1+1t, 2=2—1; t € R,
p: dr+y—2+13=0.

PRIKLAD 13.34. Rozhodnéte, jakou vzajemnou polohu maji roviny p,
o v A;s:
p: 20 +dy—624+4=0, o: 3y+32—6=0.
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Véta 47 (Vztah dvou nadrovin). Dvé nadroviny jsou bud rovno-
beznée, nebo je jejich prinikem afinni bodovy podprostor dimenze n—2.

(Pech:AGLU /str. 52 - V.7.11)
Diikaz. vyjdeme z véty 46 — h=n — 1 ]

PRIKLAD 13.35. Napiste parametrické rovnice primky p, ktera je pri-
secnici rovin p: dx +y+22—29=0,0: 3r—y+2—10=0.

K urceni primky v prostoru Asz potrebujeme dvé roviny. Kolik nadrovin
prostoru A,, potrebujeme k urceni jeho podprostoru A7

a1r1 + asxry + asxrs + ... +a,r, +ayg =0
bll’l + bQSL’Q + ngL’g + ...+ bnl’n + b() =0

} prostor reseni : A,,_o

a1r1 + asxy + asxrs + asx4 + ... + a, ¢, +ag =0
bix1 + boxy + bsxs + byxy + ... + b,x,, + by = 0 p prostor reseni : A,,_3

c1T1 + coxo + c3x3 + caxa + ... + cpxy, + g = 0

Véta 48 (Uréeni A, pomoci nadrovin). Ke kaZdému afinnimu
bodovéemu podprostoru A, CC A, existuje n — k nadrovin, jejichZ
pruntkem je A; a které A urcuji.

(Pech:AGLU /str. 53 - V.7.12)

Dukaz. Vyjdeme z parametrického vyjadreni podprostoru Ay, :

k
X =A+) .

i=1
Vyloucenim parametri t; z parametrickych rovnic podprostoru A; dosta-
neme n — k obecnych (neparametrickych) rovnic. O]
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Veéta 49. Necht v A, je dano n — k nadrovin, které maji v A, obecné
rovnice takove, Ze matice jejich soustavy md hodnost n — k. Pak pri-

nikem techto nadrovin je afinni bodovy podprostor A, CC A, ktery
Je 71ma urcen.

(Pech:AGLU /str. 55 - V.7.13)

PRIKLAD 13.36. V A4 urcete podprostor urceny nadrovinamsi.:

1 — 20+ x5+ 14 — 1 =0,
201 +x3 — x4+ 5 =0,

To—x3+ x4 —2=0.
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