
1 SHODNÁ ZOBRAZENÍ V ROVINÌ 141.8 Shodnosti pøímé a nepøíméVìta 19.a) Pøímou shodnost lze rozlo¾it v sudý poèet osovýh soumìrností, nepøímou shodnost v lihý poèetosovýh soumìrností.b) Slo¾íme-li dvì shodnosti pøímé nebo dvì shodnosti nepøímé, dostaneme shodnost pøí-mou; slo¾íme-li shodnost pøímou a nepøímou, vznikne shodnost nepøímá.Vìta 20 (O urèenosti shodného zobrazení 2). Buïte ABC, KLM dva trojúhelníky; pak exis-tuje jediná shodnost, která pøevádí bod A v bod K, polopøímku AB v polopøímku KL a polorovinuABC v polorovinu KLM .1.9 Grupa shodností v rovinìDoka¾te:1. Slo¾ením (v libovolném poøadí) translae T a rotae R, která není støedovou soumìrností,vznikne rotae tého¾ smyslu i úhlu jako R:2. Slo¾ením dvou translaí vznikne translae nebo identita.3. Slo¾ením translae a støedové soumìrnosti v libovolném poøádku vznikne støedová sou-mìrnost.4. Slo¾ením støedové soumìrnosti S1 se støedem S1 a støedové soumìrnosti S2 se støedemS2 6= S1 vznikne translae T (S1 ! S 02), pøièem¾ úseèka S1S 02 má støed S2. Je-li S1 � S2je S1S2 identita.PØÍKLAD 1.10. Trojúhelník ABC byl pøeveden otoèením daného smyslu se støedem S a úhlemvelikosti ! = 120Æ v trojúhelník A1B1C1, který byl dále pøeveden posunutím T (A1 ! A2) v trojú-helník A2B2C2. Urèete otoèení, které pøevádí pøímo 4ABC v 4A2B2C2.PØÍKLAD 1.11. Je dán rovnostranný trojúhelník ABC: Najdìte v¹ehny shodnosti, které pøe-vádìjí tento trojúhelník do nìho samého. Zkoumejte vlastnosti mno¾iny tìhto shodností spolu soperaí skládání shodností.DEFINICE 9. Mno¾inu G zobrazení nazýváme grupou, má-li tyto vlastnosti:1. Slo¾ením dvou libovolnýh zobrazení z mno¾iny G vznikne opìt zobrazení z mno¾iny G.2. Obsahuje-li mno¾ina G urèité zobrazení, obsahuje i zobrazení k nìmu inverzní.Vìta 21.a) V¹ehny shodnosti v rovinì tvoøí grupu GS.b) V¹ehny pøímé shodnosti tvoøí podgrupu G0S grupy GS.) Mno¾ina v¹eh translaí doplnìná identitou, tvoøí grupu, která je podgrupou grupy pøímýhshodností.d) Mno¾ina v¹eh translaí a støedovýh soumìrností, doplnìná identitou, tvoøí podgrupu grupyG0S.



1 SHODNÁ ZOBRAZENÍ V ROVINÌ 151.10 Klasi�kae shodností rovinyDEFINICE 10 (A�nní prostor). Mìjme dánu neprázdnou mno¾inu A; vektorový prostor Vndimenze n a zobrazení  mno¾iny A�A do prostoru Vn: Trojii (A; Vn;  ) nazýváme n-rozmìrnýa�nní prostor, jestli¾e platí:1. Pro ka¾dé X; Y; Z 2 A je  (X; Y ) +  (Y; Z) =  (X;Z):2. Existuje P 2 A tak, ¾e zobrazení  P mno¾iny A do Vn; pøiøazujíí ka¾dému x 2 A vektor (P;X); je vzájemnì jednoznaèné.DEFINICE 11 (A�nní zobrazení). Zobrazení f a�nního prostoru A do a�nního prostoru A0 senazývá a�nní, jestli¾e má tuto vlastnost: Le¾í-li navzájem rùzné body B;C;D z prostoru A napøíme, pak jejih obrazy f(B); f(C); f(D) buï splývají, nebo jsou navzájem rùzné, le¾í na jednépøíme a jejih dìlíí pomìr se rovná dìlíímu pomìru jejih vzorù, tj.:(f(B); f(C); f(D)) = (B;C;D):Ka¾dé a�nní zobrazení f a�nní roviny A2 do sebe je vzhledem k libovolnì zvolené lineární soustavìsouøadni dáno rovniemi: x0 = a11x + a12y + b1y0 = a21x + a22y + b21.10.1 Asoiovaný homomor�smusMísto homomor�smus øíkáme té¾ lineární zobrazení.DEFINICE 12 (Homomor�smus). Zobrazení ' vektorového prostoru V do vektorového prostoruV 0 se nazývá homomor�smus (lineární zobrazení), jestli¾e pro v¹ehna u; v 2 V; k 2 T (místoobeného tìlesa T mù¾eme uva¾ovat R) platí:1: '(u+ v) = '(u) + '(v);2: '(ku) = k'(u):DEFINICE 13 (Asoiovaný homomor�smus zobrazení f). Uva¾ujme a�nní zobrazení f pro-storu A do prostoru A0; napø. f : E2 ! E2: Potom asoiovaným (tj. jednoznaènì pøiøazeným)homomor�smem a�nního zobrazení f rozumíme lineární zobrazení '; které zobrazuje zamìøeníV prostoru A do zamìøení V 0 prostoru A0 následujíím zpùsobem:Neh» u = Y �X; kde X; Y 2 A a u 2 V;potom '(u) = f(Y )� f(X); kde f(X); f(Y ) 2 A0 a '(u) 2 V 0:ÚKOL: Uka¾te, ¾e se skuteènì jedná o lineární zobrazeni v duhu de�nie 12Vìta 22 (O jednoznaèném urèení '). Ke ka¾dému a�nnímu zobrazení f prostoru A je jedno-znaènì pøiøazen (asoiován) homomor�smus ' zamìøení V prostoru A do zamìøení V 0 prostoruA0 takový, ¾e: '(B � A) = f(B)� f(A):Dùkaz. Uká¾eme, ¾e výsledek tohoto homomor�smu nezávisí na umístìní vektoru, pouze na zob-razení f:Vìta 23 (O jednoznaèném urèení f). Zobrazení f je jednoznaènì urèeno, je-li dán homomor-�smus ' a obraz f(P ) jednoho bodu P :f(X) = f(P ) + '(u):Dùkaz. '(X � P ) = f(X)� f(P ) �! f(X) = f(P ) + '(X � P )



1 SHODNÁ ZOBRAZENÍ V ROVINÌ 161.10.2 Shodná zobrazení v rovinìVíme, ¾e ka¾dé shodné zobrazení f v rovinì mù¾eme zapsat soustavou rovnif : x0 = a11x + a12y + b1y0 = a21x + a22y + b2;kterou pøepí¹eme u¾itím mati do tvaruf : � x0y0 � = � a11 a12a21 a22 � � � xy �+ � b1b2 �a struènì vyjádøíme rovnií f : X 0 = A �X +B: (3)Potom je zøejmé, ¾e asoiovaný homomor�smus ' takovéhoto shodného zobrazení f je dánsoustavou ' : u01 = a11u1 + a12u2u02 = a21u1 + a22u2;matiovì pak ' : � u01u02 � = � a11 a12a21 a22 � � � u1u2 � ;o¾ lze zapsat, analogiky s rovnií (3), ve tvaru' : u0 = A � u: (4)PROBLÉM: Rovnie (3) je rovnií libovolné a�nity v rovinì. Máme-li dánu takovouto rovnii(soustavu), jak poznáme, ¾e se jedná o shodnost?Rovnie (3) je rovnií shodnosti, právì kdy¾ platíAT � A = E; (5)(E je jednotková matie) jinak øeèeno, kdy¾ je matie A ortonormální.Platí AT � A = E: Potom je ale AT = A�1 a platí tedy i rovnost A �AT = E:Poznámka. Zobrazení, pro která platí j detAj = 1 nazýváme ekvia�nní zobrazení, struènì ekvi-a�nity. Je zøejmé, ¾e ka¾dá shodnost je ekvia�nita. Platí toto tvrzení i obráenì? Mù¾eme øíi, ¾eka¾dá ekvia�nita je shodností?Poznámka. Je tøeba si uvìdomit, ¾e pøi shodném zobrazení mezi euklidovskými prostory rùznýhdimenzí není matie A ètverová. Potom vý¹e uvedené úvahy o inverzní matii nemají smysl a vplatnosti zùstává pouze pùvodní podmínka AT � A = E:Vìta 24. A�nní zobrazení f euklidovského prostoru E do euklidovského prostoru E 0 je právì tehdyshodné, kdy¾ asoiovaný homomor�smus ' zahovává velikost vektoru, tj.jj'(u)jj = jjujj:Dùkaz. jj'(B � A)jj = jjf(B)� f(A)jj; jf(A)f(B)j = jABj; jjB � Ajj = jjujj:Vìta 25. A�nní zobrazení f euklidovkého prostoru E do euklidovského prostoru E 0 je právì tehdyshodné, kdy¾ asoiovaný homomor�smus ' zahovává skalární souèin vektorù, tj.'(u) � '(v) = u � v:



1 SHODNÁ ZOBRAZENÍ V ROVINÌ 171.10.3 My¹lenka úplné klasi�kae shodností rovinyKlasi�kae shodností roviny je zalo¾ena na zkoumání mo¾nýh samodru¾nýh bodù a smìrù zob-razení, které je dáno rovnií (soustavou) (3). My¹lenka této klasi�kae je ilustrována øe¹enímnásledujíího pøíkladu.PØÍKLAD 1.12. Zjistìte, zda existuje shodnost E2; pøi které se bod A = [10; 0℄ zobrazí na poèátekA0 = [0; 0℄ a bod B = [25; 20℄ na bod B0 = [0; 25℄: V kladném pøípadì napi¹te rovnie tohotozobrazení a najdìte jeho samodru¾né body.1.10.4 Klasi�kae shodností rovinyZ podmínky (5) plyne, ¾e a�nní zobrazení urèené rovniemix0 = a11x + a12y + b1y0 = a21x + a22y + b2;je shodností právì tehdy, kdy¾ platí následujíí rovnosti:a211 + a221 = a212 + a222 = 1a11a12 + a21a22 = a12a11 + a22a21 = 0Potom je zøejmé, ¾e existuje úhel � 2 h0Æ; 360Æ) takový, ¾e lze napsata11 = os�;a21 = sin�;a12 os� + a22 sin� = 0;a22 = " os�;a12 = �" sin�; kde " = �1:Hodnota " urèuje, zda se jedná o shodnost pøímou (" = 1) nebo nepøímou (" = �1).I. Pøímé shodnostiKa¾dou pøímou shodnost v rovinì mù¾eme vyjádøit rovniemi ve tvarux01 = x1 os� � x2 sin� + b1x02 = x1 sin� + x2 os� + b2 :



1 SHODNÁ ZOBRAZENÍ V ROVINÌ 18Samodru¾né bodySamodru¾né body pøímé shodnosti jsou øe¹ením soustavy rovnix1(1� os�) + x2 sin� = b1�x1 sin� + x2(1� os�) = b2: (6)Nejprve nás bude zajímat pøímá shodnost v rovinì, která má právì jeden samodru¾ný bod. Sou-stava (6) má právì jedno øe¹ení, pokud je regulární, tj. pokud pro její determinant platí���� (1� os�); sin�� sin�; (1� os�) ���� 6= 0:Po úpravì dostaneme 2(1� os�) 6= 0;o¾ vede k podmíne os� 6= 1:Tak dostáváme OTOÈENÍ (ROTACI). Staèí volit poèátek soustavy souøadné v onom jedinémsamodru¾ném bodì a dostaneme známé vyjádøení rotae kolem poèátku o úhel �:x01 = x1 os�� x2 sin�x02 = x1 sin� + x2 os�Samodru¾né smìrySmìr je vyjádøen vektorem, napø. ~u: Má-li být tento smìr samodru¾ný, musí pro vektor ~u0; kterýje obrazem vektoru ~u; platit ~u0 = �~u; kde � 2 R: Samodru¾né smìry (tj. vektory tìhto smìrù)pøímé shodnosti jsou potom netriviálním øe¹ením homogenní soustavy rovniu1(�� os�) + u2 sin� = 0�u1 sin� + u2(�� os�) = 0: (7)Homogenní soustava n lineárníh rovni o n neznámýh má netriviální øe¹ení právì tehdy, kdy¾je determinant soustavy roven nule. Soustavy (7) má tedy nekoneènì mnoho øe¹ení, jestli¾e platírovnost ���� (�� os�); sin�� sin�; (�� os�) ���� = 0: (8)Rovnii (8) øíkáme harakteristiká rovnie pøíslu¹ného zobrazení, v tomto pøípadì pøímé shod-nosti v rovinì. Ka¾dý vektor ~u; pro který platí ~u0 = '(~u) = �~u; nazýváme vlastním vektoremhomomor�smu '; èíslo �; které je øe¹ením harakteristiké rovnie, pak nazýváme vlastní èíslohomomor�smu '; odpovídajíí vektoru ~u: Místo vlastní vektor a vlastní èíslo se také pou¾ívajítermíny harakteristiký vektor a harakteristiké èíslo.Úpravou (8) dostaneme rovnii (�� os�)2 + sin2 � = 0;která je splnìna za pøedpokladu, ¾e sin� = 0 a zároveò os� = �1: Pro os� = �1 tak dostávámeSTØEDOVOU SOUMÌRNOST s analytikým vyjádøenímx01 = �x1 + b1x02 = �x2 + b2:



1 SHODNÁ ZOBRAZENÍ V ROVINÌ 19Za podmínky, ¾e os� = 1 dostaneme, pro b1 = b2 = 0, IDENTITUx01 = x1x02 = x2a pro b1 6= 0 _ b2 6= 0 dostáváme POSUNUTÍx01 = x1 + b1x02 = x2 + b2:II. Nepøímé shodnostiKa¾dou nepøímou shodnost v rovinì mù¾eme vyjádøit rovniemi ve tvarux01 = x1 os� + x2 sin� + b1x02 = x1 sin� � x2 os� + b2:Samodru¾né smìryK vy¹etøení nepøímýh shodností pou¾ijeme samodru¾né smìry. Øe¹ením harakteristiké rovnie���� (�� os�); � sin�� sin�; (�+ os�) ���� = 0; (9)dostaneme podmínku � = �1;která odpovídá tomu, ¾e uva¾ované zobrazení má dva navzájem kolmé samodru¾né smìry. Jeden,pro � = 1; se zahovává, druhý, pro � = �1; se mìní v opaèný. Volme soustavu souøadnou tak,aby osa x mìla smìr odpovídajíí � = 1: Smìr osy y pak zøejmì odpovídá � = �1: Potom jenepøímá shodnost popsána rovniemi x01 = x1 + b1x02 = �x2 + b2:Pokud je b1 = 0; má uva¾ované zobrazení pøímku samodru¾nýh bodù a jedná se tedy oOSOVOU SOUMÌRNOST x01 = x1x02 = �x2 + b2:Pokud je ale b1 6= 0; má pouze samodru¾nou pøímku a jedná se o POSUNUTÉ ZRCA-DLENÍ.



1 SHODNÁ ZOBRAZENÍ V ROVINÌ 201.10.5 Úlohy45. Urèete parametr s tak, aby existovala shodnost roviny zobrazujíí body [0; 0℄; [3; 4℄ po øadìna body [5; 0℄; [9; s℄: Napi¹te rovnie tohoto zobrazení a souøadnie obrazu bodu [5; 0℄: [2℄46. Urèete a, b,  tak, aby rovnie x0 = 34x+ by+1, y0 = ax+ y� 1 vyjadøovaly shodnost. [3℄47. Shodné zobrazení euklidovské roviny do euklidovského prostoru je dáno vzhledem ke kartéz-ským soustavám souøadni rovniemia) x0 = x+ 12y + 1; y0 = ax + 12y � 1; z0 = bx + y + 3;b) x0 = x + by � 2; y0 = 12y + 1; z0 = ax + y � 3:Urèete koe�ienty a; b; . [3℄48. Najdìte souøadnie obrazu bodu B = [1; 2℄ v otoèení v E2 kolem støedu S = [3;�4℄ o úhel� = 420Æ: Napi¹te rovnie této shodnosti. [1℄49. Urèete p; q tak, aby existovala shodnost zobrazujíí body [3; 0℄; [1; 2℄; [�1;�1℄ po øadì nabody [1; 4℄; [p; 2℄; [2; q℄: Najdìte samodru¾né body a smìry tohoto zobrazení. [2℄50. Napi¹te rovnie støedové soumìrnosti v E2 podle støedu S = [�4; 5℄: [1℄51. Napi¹te rovnie shodnosti roviny E2; která vznikne slo¾ením tøí osovýh soumìrností s osamio rovniíh: x = 0; y = 0; x� 2y = 0: [3℄52. Rotae kolem bodu S = [2; 1℄ v E2 zobrazuje bod A = [1; 1℄ na bod A0: Najdìte souøadniebodu A0; jestli¾e pro úhel rotae � platí � = 23�: [2℄53. Najdìte souøadnie støedu a úhel rotae, která je dána rovniemi: x0 = 35x � 45y + 1; y0 =45x+ 35y � 2: [2℄54. Najdìte rovnie obrazu pøímky p v rotai v E2 kolem støedu S = [�2; 1℄ o úhel � = �6 ; jestli¾ep : x� y + 1 = 0: [3℄


