
2 PODOBNÁ ZOBRAZENÍ 262.2 Podobné zobrazeníÚkol: Napi¹te rovnie pro zobrazení v rovinì, které ka¾dý útvar otoèí kolem poèátku o úhel � advakrát zvìt¹í (viz Obr. 1).

Obrázek 3: Podobné zobrazení v rovinìDEFINICE 15. Zobrazení f euklidovského prostoru E do euklidovského prostoru E 0 se nazývá po-dobné zobrazení, jestli¾e existuje kladné reálné èíslo k tak, ¾e pro ka¾dé dva body X; Y prostoruE platí: jf(X)f(Y )j = kjXY j:Èíslo k se nazývá koe�ient podobného zobrazení f:Poznámka. Podobnosti s koe�ientem k=neq1 nazýváme vlastní podobnosti.Vìta 30. Ka¾dé podobné zobrazení euklidovského prostoru E do eukl. pr. E 0 lze slo¾it ze stejno-lehlosti prostoru E a shodného zobrazení E do E 0.Vìta 31. Ka¾dé podobné zobrazení je a�nní.Vìta 32 (O urèenosti podobného zobrazení). Neh» jsou P0; P1; :::; Pn lineárnì nezávislé bodyn-rozmìrného euklidovského prostoru En a P 00; P 01; :::; P 0n body euklidovského prostoru E 0: A�nnízobrazení prostoru En do prostoru E 0; které zobrazuje bod Pi na bod P 0i pro i = 0; 1; :::; n jeprávì tehdy podobné, existuje-li èíslo k > 0 tak, ¾e pro v¹ehny dvojie i; j = 0; 1; :::; n platíjP 0iP 0jj = kjPiPjj:PØÍKLAD 2.5. Zobrazení f euklidovské roviny do euklidovského trojrozmìrného prostoru jevzhledem k zvoleným kartézským soustavám souøadni dáno rovniemi: x0 = 2x + ay � 1; y0 =x+ by+2; z0 = y+1: Urèete koe�ienty a; b tak, aby bylo zobrazení f podobné. Jaký je koe�ienttohoto podobného zobrazení f?PØÍKLAD 2.6. V euklidovské rovinì je dán ètvere ABCD se støedem S: Existuje právì jednopodobné zobrazení roviny ètvere do sebe, pøi kterém se body A;B; S zobrazí po øadì na bodyD;B;C: Rozlo¾te toto podobné zobrazení na stejnolehlost a shodné zobrazení.PØÍKLAD 2.7. Uka¾te, ¾e ka¾dé dvì paraboly jsou podobné, tzn. ¾e existuje podobné zobrazeníroviny jedné paraboly na rovinu druhé paraboly, pøi kterém se jedna parabola zobrazí na druhou.Vìta 33. Ka¾dá vlastní podobnost má právì jeden samodru¾ný bod.PØÍKLAD 2.8. Urèete p; q; r tak, aby byla rovniemi x0 = x�2y+2z+4; y0 = px+2y+z�2; z0 =qx+ry+2z�2 dána vzhledem ke kartézské soustavì souøadni podobnost. Urèete její samodru¾nýbod a samodru¾né smìry.Grupa podobnostíMno¾ina v¹eh podobností euklidovského prostoru En spolu s operaí skládání tvoøí grupu - tzv.grupu podobností prostoru En.



2 PODOBNÁ ZOBRAZENÍ 272.2.1 Úlohy1. Najdìte v¹ehny podobnosti euklidovské roviny, pøi kterýh se bod [1; 0℄ zobrazí na bod [4;�2℄a bod [2; 3℄ na bod [2;�8℄: [2℄2. Eulerovými body se nazývají støedy úseèek spojujííh vrholy trojúhelníku s prùseèíkemjeho vý¹ek.Doka¾te následujíí tvrzení:Støedy stran, paty vý¹ek a Eulerovy body libovolného trojúhelníku le¾í na jedné kru¾nii. (Tatokru¾nie se nazývá kru¾nie devíti bodù, Eulerova kru¾nie nebo Feuerbahova kru¾nie.) [3℄3. Najdìte podobnost euklidovské roviny, pøi které se zobrazí poèátek na bod [0; 2℄; bod [1; 1℄na poèátek a bod [2; 0℄ na bod [2; p℄: Urèete p a najdìte samodru¾né body a smìry nalezenépodobnosti. [2℄4. Najdìte rovnie podobnosti, pøi které je poèátek samodru¾ný a obrazem bodu [5;�3℄ je bod[1; 1℄: [2℄5. Urèete v¹ehny podobnosti, pro které jsou bod [1; 1℄ a smìr vektoru (1; 1) samodru¾né. [2℄6. Napi¹te rovnie v¹eh podobností zobrazujííh body [1; 2℄ a [0; 1℄ po øadì na body [3;�1℄; [4; 2℄:Rozlo¾te je na stejnolehlost a shodnost. [2℄7. V rovinì je dán ètvere ABCD se støedem S: Urèete obraz bodu C v podobnosti, která zobrazujebody A;B; S po øadì na body B;D;C: Urèete samodru¾ný bod této podobnosti. [2℄8. Sestrojte alespoò jeden trojúhelník ABC; pro který platí jABj : jACj = 3 : 5; � = 60Æ;� = 1; 8m(polomìr kru¾nie vepsané). [2℄9. Sestrojte kosodélník ABCD; je-li dáno j\DABj = �; j\ABDj = "; jACj = e: [2℄10. Je dána kru¾nie k a bod A; který je bodem vnìj¹í oblasti kru¾nie k: Sestrojte v¹ehny seènykru¾nie k; které proházejí bodem A a pro jejih¾ prùseèíky X; Y s kru¾nií platí jAXj = 2jAY j:[2℄11. Je dána kru¾nie k(S; 4m); její teèna t a bod M 2 k tak, ¾e jMtj = 2m: Sestrojte úseèkuXY proházejíí bodem M tak, aby X 2 k; Y 2 t a jMXj : jMY j = 3 : 2: [1℄12. Jsou dány dvì rùznobì¾ky a; b a kru¾nie k tak, ¾e P 2 a\ b je bodem vnitøní oblasti kru¾niek: Sestrojte v¹ehny kru¾nie, které se dotýkají pøímek a; b i kru¾nie k: [2℄13. Doka¾te následujíí vìty (za dùkaz ka¾dé vìty [4℄ body):Vìta 34 (Menelaova vìta). Je dán trojúhelník ABC a pøímka p; která neprohází ¾ádným zbodù A;B;C; ale protíná pøímky AB;BC;CA v bodeh C 0; A0; B0: Potom platí:(ABC 0) � (BCA0) � (CAB0) = 1:Naopak, platí-li uvedený vztah, body A0; B0; C 0 le¾í na pøíme.Vìta 35 (Pappova vìta). Neh» jsou A0; B0; C 0; D0 rovnobì¾né nebo støedové prùmìty ètyø na-vzájem rùznýh bodù A;B;C;D pøímky p na pøímku p0; p0 6= p: Potom:(A0B0C 0D0) = (ABCD)Vìta 36 (Cevova vìta). Neh» je dán trojúhelník ABC a bod M; který nele¾í na ¾ádné z pøímekAB;BC;CA: Prùseèíky pøímek AM;BM;CM s pøímkami BC;CA;AB (rùzné od bodù A;B;C)oznaème postupnì A0; B0; C 0: Potom platí:(ABC 0) � (BCA0) � (CAB0) = �1:Naopak, platí-li uvedený vztah, jsou pøímky AA0; BB0; CC 0 buï navzájem rovnobì¾né nebo se pro-tínají v jediném bodì.



2 PODOBNÁ ZOBRAZENÍ 282.3 Podobnosti euklidovské rovinyVíme, ¾e ka¾dé podobné zobrazení euklidovské roviny do sebe lze slo¾it ze stejnolehlosti a shod-nosti.1. Stejnolehlost H volíme se støedem v poèátku soustavy souøadni a s koe�ientem k > 0 :H : X 7! X; x = kxy = ky:2. Shodnost S je buï pøímá nebo nepøímá:S : X 7! X 0; x0 = x os�� y sin� + py0 = x sin�� y os� + q:Výsledkem slo¾ení S ÆH je potom pøímá nebo nepøímá podobnost.Pøímá podobnost Nepøímá podobnost:x0 = kx os�� ky sin� + py0 = kx sin�+ ky os� + q: x0 = kx os� + ky sin� + py0 = kx sin�� ky os� + q:x0 = ax� by + py0 = bx + ay + q: x0 = ax + by + py0 = bx� ay + q:AT � A = (a2 + b2) � I; k = pa2 + b2
Vìta 37. Ka¾dá vlastní podobnost euklidovské roviny je buï stejnolehlost, nebo stejnolehlostslo¾ená s otoèením kolem støedu stejnolehlosti, nebo stejnolehlost slo¾ená s osovousoumìrností, její¾ osa prohází støedem stejnolehlosti.


