1 Pripomenuti vybranych pojmiui

1.1 Grupa

Definice 1 ((Komutativni) grupa). Grupou (M, *) rozumime mnoZinu M spolu s
operact x na M, kterd md tyto vlastnosti:

) Ve,ye M; xxy e M,
Operace * je neomezené definovand na M.
(Mnozina M je uzaviend vzhledem k operaci *.)

i) Va,y,2 € M; x* (y*2) = (x*y) *z,
Operace (struktura) je asociativni.

iii) dee M\Vx e M; xxe=exx =x,
Ezistuje neutrdlni prvek vzhledem k .
(Jednd se o strukturu s neutralnim prvkem.)

iv) Vee M,Jye M; zxy=yx*xx =e.
Ke kazdému prvku existuje prvek inverzni vzhledem k .
(Jedna se o strukturu s inverznimi proky.)

Je-li struktura (M, x) navic komutativni, nazyvd se komutationi grupa nebo téz Abe-
lova grupa.

Priklady grup
1. (Z,+), (Q.+), (R, +), (C, +),
2. (Q - {O}’ ')7 (R - {0}7 ')7 (C o {O}a ')7

3. Mnozina poveld {stat, vlevo vbok, vpravo vbok, ¢elem vzad} spolu s operaci
skladani.
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4. Uvazujme rovnostranny trojihelnik ABC' v roviné p. Grupou je potom mno-
zina vSech transformaci roviny, v nichz se trojihelnik zobrazi sam na sebe,
spolu s operaci skladani transformaci (hovotime o tzv. |dihedréalni grupé, viz téz
grupy symetrii ).


https://en.wikipedia.org/wiki/Dihedral_group
https://en.wikipedia.org/wiki/Symmetry_group

1.2 Téleso

Télesem jako algebraickou strukturou rozumime strukturu jejiz vlastnosti jsou zo-
becnénim vlastnosti mnoziny realnych cisel spolu s operacemi s¢itani a nasobeni, tj.
struktury (R, +,-).

Definice 2. Struktura (T,+,-) se nazyvd téleso, prdvé kdyz je (+,-)-distributivnt,
kdyz struktura (T, +) je komutativni grupa (tzv. aditivni grupa télesa) a kdyz struk-
tura (T — {0}, ), kde 0 je nulovy prvek grupy (T,+), je grupa (tzv. multiplikationi
grupa télesa T). Je-li navic grupa (T — {0}, ) komutationi, nazgvd se T komutationi
teleso.

Priklady téles

L. (Q7+7 ')7
2. (R,+,),
3. (C,+,).

1.3 Vektorovy prostor

Definice 3 (Vektorovy prostor). Necht'T je komutationi téleso. MnoZinu V nazveme
vektorovym prostorem nad télesem T, prave kdyz jsou na V' definovdny dvé operace:
(i) scitani: libovolné dvogici @ € V, ¥ € V je jednoznacné pritazen prvek @ + U €
V, (ii) ndsobeni prvkem z télesa T (skalarem): vysledkem ndsobeni vektoru i € V
skalarem a € T je vektor au € V, které splnuji ndsledujici vlastnosti:

a) Struktura (V,+) je komutationi grupa.
b) Distributivnost: (a + b)u = ati + b, a(td + V) = ad + at.

c) Ezistence jednotkového prvku skaldrniho ndsobeni: 1 -4 = .
Priklady vektorovych prostoru

1. Mnozina R? vsech uspoiadanych dvojic redlnych ¢isel s operacemi séitani uspo-
radanych dvojic a nasobeni realnym c¢islem definovanymi nasledujicim zptso-
bem: (ay,as) + (b1,bs) = (ay + by, as + b2), k - (a1, a2) = (kay, kas) (jedné se o
tzv. aritmeticky vektorovy prostor R? nad télesem redlnjch cisel).

2. Mnozina geometrickych vektori v roviné (orientovanych tsecek) spolu s operaci
skladani vektort a nasobeni vektoru realnym ¢islem, jak jsou znamy ze skolské
matematiky.



1.4 Afinni bodovy prostor

Definice 4 (Afinni bodovy prostor). Neprdzdnou mnoZinu A, (jeji proky jsou tzv.
body) nazveme afinnim' bodovym prostorem dimenze n, jestlize je ddn vektorovy
prostor V,, dimenze n a zobrazeni

g: A, xA,—>V,
téchto vlastnosti: 1. Pro kaZdy bod A € A, a pro kaZdy vektor ¥ € V,, existuje jeding
bod B € A, tak, Ze
g(A,B) =12 t.. B=A+72.
2. Pro kazdé tri body A, B,C € A, plati, Ze
g(A, O) - g(A, B) + 9(37 O)

(Jednd se o tzv. [Chaslesuv vztah. Jeho platnost poZadujeme v kazdém afinnim bodo-
vém prostoru®.)

Vektorovy prostor V,, nazyjvame vektorovym zamérenim afinniho prostoru A,.
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Priklady afinniho bodového prostoru

1. Jednoprvkovd mnozina se zamérenim Vi = {07} je afinni bodovy prostor dimenze 0.

2. Fuklerdovsky bodovy prostor E,, jehoz formy pro n < 3 nazyvame dle dimenze
bod (znacime Fy), primka (znac¢ime Ei), rovina (Es) a trojrozmérny prostor (E3).

3. Samotny wvektorovy prostor V,, splituje definici afinniho bodového prostoru?. Plati

g(@,0) = 7 — 1.

L Affinis znamen4 latinsky p#ibuzny. Poprvé tento pojem pouzil Leonhard Euler (1707-1783) pro oznadeni vztahu
vzoru a obrazu v zobrazeni, které zachovava délici pomeér. Takovym zobrazenim se zacalo Fikat afinni zobrazeni. Afinni
geometrii rozumime geometrii bez vzdalenosti a odchylek.

2Dalsi vlastnosti operaci odéitdni bodi a scitdni bodu a vektoru jsou uvedeny v [1] PECH, P. (2004)
Analytickd geometrie linedrnich utvari, Ceské Budéjovice, Jihodeskd univerzita v C. B., dostupné na adrese
http://www.pf.jcu.cz/stru/katedry /m/knihy /Analyticka.pdf, str. 15.

?Naopak to samoziejmé neplati, nelze ¥ici, Ze afinni bodovy prostor je zaroveii vektorovym prostorem.


http://fr.wikipedia.org/wiki/Relation_de_Chasles
http://www.pf.jcu.cz/stru/katedry/m/knihy/Analyticka.pdf

1.5 Afinni souradnice bodu

Definice 5 (Afinni soustava soufadnic - repér). Necht P je libovolny bod z afinniho
prostoru A,, n > 0. Necht (€1, €, ...,€,) je bdze vektorového zaméreni V,, prostoru
A,,. Potom usporddanou (n + 1)-tici

@ = (P, €1,€,...,€)
nazyvame afinni soustavou soutadnic ¢ (téZ repérem ) v prostoru A,.

Souradnicemi bodu X € A, v soustavé souradnic ¢ budeme rozumeét souradnice
vektoru X — P v bdzi (€1, €3, ..., €,).

Obrézek 1: Afinni soustava souradnic v roviné

Jak je naznaceno na Obr. [Il, dosud zavedené pojmy nam dovoluji prifadit souradnice
bodu prostrednictvim jeho privodice. Konkrétné se jedna o bod A s privodicem 7.
Muzeme psat 7= 1, +1,. Jisté existuji takova cisla ar, a € R, pro ktera r, = ay - bl
ary, =ay- bg Potom plati 7= 7, + 7, = a; - b1 + ay - bg Vektor ¥ ma tak vzhledem
k dané bazi {bl, bz} soufadnice ag,as. Bod A = P + 7 je potom pii pevné daném
bodé P a bézi {51,52}, tj. pfi daném repéru {P, by, 52}, rovnéZ jednozna¢né urcen
dvojici ¢isel ap,ay. Rikdme, ze bod P ma vzhledem k danému repéru soutradnice
la1, as], piSeme Play, as).



Definice 6 (Kartézska soustava soufadnic). Kartézskou soustavou souradnic rozu-
mime afinni soustavu souradnic (P;é}, ey, ..., e,), kde (€1, e, ..., €,) je ortonormdlni
baze.

X-P

€

P €

Obrazek 2: Kartézska soustava souradnic v roviné

1.6 Eukleidovsky bodovy prostor

Definice 7 (Eukleidovsky bodovy prostor). Fukleidovskym bodovym prostorem E,,
rozumime afinni bodovy prostor, na jehoZ zaméreni je definovdn skalarni soucin.

Definice 8 (Skalarni soucin). Skaldrnim soucinem rozumime operaci, kterd kaZdé
dvojici vektord u,v € V pfirazuje redlné cislo (skaldr) i - v € R tak, Ze plati:

I, @-#=7-@, (SYMETRIE)

2. U-(UV+W)=u-v+u-w, (BILINEARITA, viastnosti 2 a 3)
3. (kd) -0 =k(u-0),

J @ @>0 A[G-@=0ead=3d. (POZITIVITA)



2 Geometricka zobrazeni

Definice 9 (Geometrické zobrazeni). Zobrazenim (geometrickym zobrazenim) rozu-
mime predpis, kterym je libovolnému bodu X (ktery je prvkem dané mnoZiny, napf.
roviny) jako jeho obraz jednoznacné pritazen bod X' = f(X).

Definice 10 (Vzajemné jednoznacéné zobrazeni). Vzajemné jednoznacnym zobraze-
nim rozumime zobrazent, které je prosté a zaroven je zobrazenim na mnozZinu (tj. Ze
dvéma riznym bodum (vzorim) jsou pritazeny dva rizné obrazy a zdroven plati, Ze
kazdy bod mnoZiny, do nizZ zobrazujeme, je obrazem néjakého bodu z mnoziny vzori).

Priklady geometrickych zobrazeni

Stifedova soumérnost, viz Obr. @

Obrazek 3: Stfedova soumérnost se stredem S

1St¥edova soumérnost je prikladem vzdjemné jednoznacného geometrického zobrazeni (stejné jako vSechna ostatni
shodnd zobrazeni i stejnolehlost).



Stejnolehlost (dana stfedem S a koeficientem x), viz Obr. @

K=-2
@

Obrazek 4: Stejnolehlost se stredem S a s koeficientem xk = —2

Rovnobézné promitani do primky (dané smérem § a pfimkou p), viz Obr. Iﬁ

Obrazek 5: Rovnobézné promitani ve sméru § z roviny do piimky p

2Rovnobézné promitani do pfimky neni prosté. Z obrazku je patrné, ze viechny body piimky rovnobézné se smérem
5 se zobrazuji do jednoho bodu. Napfiklad body pfimek k,m, g se v uvedeném pofadi zobrazuji do bodtt K, M’ , Q’.
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Rovnobézné promitani se smérem 5 mezi dvéma riznobéznymi rovinami v pro-
storu L3, viz Obr. [l

Obrazek 6: Rovnobézné promitani mezi dvéma riznobéznymi rovinami (dalo vznik osové afiniteé)

Osova afinita (dané osou o a dvojici bodi A, A’ ve vztahu vzor a obraz), viz Obr. [

Obrazek 7: Osovéa afinita danéd osou o a dvojici bodu A, A’
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Stiredové promitani se stifedem S mezi dvéma riiznobéznymi rovinami v prostoru
Ej3, viz Obr. B

Obrazek 8: Stfedové promitani mezi dvéma riznobé&znymi rovinami (dalo vznik stredové kolineaci)

Stfedova kolineace (dand osou o, stfedem S a dvojici bodi A, A’ ve vztahu vzor
a obraz), viz Obr.

Obrazek 9: Stiedova kolineace dané stfedem S, osou o a dvojici bodu A, A’
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Rovnobézné promitani (z trojrozmérného prostoru do roviny; dané smérem 3),

viz Obr. [I0L

Obrazek 10: Rovnobézné promitani trojrozmérného ttvaru do roviny

Stfedové promitani (z trojrozmérného prostoru do roviny; dané stiedem S), viz

Obr. [I1]

Obrazek 11: Stfedové promitani trojrozmérného ttvaru do roviny
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Kruhova inverze (dana urcujici kruznici w = (S,r) a vztahem |[SX]| - [SX'| = r?
mezi vzorem X a obrazem X'), viz Obr.

Obrazek 12: Kruhova inverze danéd kruznici w

Stereograficka projekceﬁ, viz Obr.

Obrazek 13: Stereograficka projekce

Obréazek 14: Stereograficka projekce: obrazem kruznice je kruznice, velikost thlu se zachovava (tzv.
konformni zobrazeni).

PRIKLAD 2.1. Pomoci programu GeoGebra vyzkoumejte, zda se v ndsledugjicich
zobrazenich zobrazi stred usecky zase na stred usecky: stejnolehlost, osovd afinita,
stredova kolineace, kruhova inverze.

3Stereograficky priimét kulové plochy je stfedovym priimétem kulové plochy pro stied promitani S lezici na kulové
ploSe w a pro priamétnu 7 rovnobéznou s te¢nou rovinou kulové plochy ve stfedu promitani S
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