2 Afinni zobrazeni

Afinni zobrazeni v roviné je prikladem transformace roviny na sebe. Kazdému bodu
X roviny FE, ptitadi bod X' = f(X) téZe roviny pfi zachovani urcitych vlastnosti.
Dilezitym pojmem pti zavedeni afinniho zobrazeni je délici pomér. Jedné se o tzv.
invariant afinniho zobrazeni.

2.1 Délici pomér

Délicim pomérem zde rozumime c¢islo, které jednoznacné udava polohu bodu na
primce vzhledem ke dvéma pevné danym bodim této primky.

A C B

Obrazek 9: Tti kolinearni body

Definice 9 (Délici pomér). Necht A, B,C; A # B, C # B, jsou tri body leZici na
primce (tj. tFi kolinedrni body). Délicim pomérem bodu C vzhledem k bodium A, B
rozumime redlné cislo \, které zapisujeme (ABC'), a pro jehoZ absolutni hodnotu

platt
_ |AC]

= 1
pritom pro bod C' lezici vné usecky AB je (ABC) > 0 a pro bod C' leZici uvvniti AB
je (ABC) < 0. Pro C = A je zieymé (ABC) = 0.

(ABC)|

Poznamka. Uvedend definice zavadi délici pomér pomoci podilu vzdalenosti bodu
C' od danych bodi A, B. Protoze vzdalenosti jsou kladné, nepiinasi jejich podil
zadnou informaci o znaménku déliciho poméru, kterému pak musi byt vénovana
zvlastni ¢ast definice. Tomu se vyhneme, pokud pouzijeme k zavedeni pojmu délici
pomér odpovidajici vektory definované prislusnou trojici bodt, viz Obr[10.

Nas

A - B

Obrazek 10: Délici pomér bodu C vzhledem k bodiim A, B

Definice 10 (Délici pomér 2). Necht A, B,C; A # B, C # B, jsou tri body leZici
na primce (tj. tri kolinearni body). Potom ¢islo A definované rovnici

C—A=)C-DB) (2)
znacime (ABC) a nazgvdme délicim pomérem bodu C vzhledem k bodim A, B.
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Poznamka. Ve vztahu (2)) je obsazena kompletni informace o ¢isle A, tj. o jeho
absolutni hodnoté i o znaménku. Pro snazsi zapamatovani si muzeme (2)) prepsat
do tvaru

_C-A
- C-B
ktery sice neni formalné spravné, ale jasné koresponduje se vztahem (). Smysl ziska

A

az dosazenim soufadnic bodt A = [ay; as], B = [by; bs], C' = [c1;¢9] :

1 —al Co — Qg
A\ =

c1—by  ca—by

PRIKLAD 2.1. Urcete délici pomér (ABS) stredu S tsecky AB vzhledem k jejim
krajnim bodum A, B.

PRIKLAD 2.2. Pro body A, B,C plati (ABC) = \. Zapiste pomoci \ délici po-
meéry (BAC), (CBA), (ACB),(CAB) a (BCA).

Reseni: Vztah (2) pro (ABC) = ) piepiseme do tvaru A = AB + (1 — \)C. Odtud

1 1 1
po vydéleni A dostaneme B = XA + (1 - X)C Odtud je zfejmé, ze (BAC) = X
Poznamenejme jesté, Zze ke stejnému vysledku vede také toto odvozeni: (BAC) =
C - B 1 1

C—A_ Ta~x

Analogicky odvodime vyjadfeni dalSich délicich poméri v ramci dané trojice bodu:

A 1 1

PRIKLAD 2.3. V roviné jsou ddny dva pevné body A, B. Urcete mnoZinu vech
bodu X této roviny, pro ktere plati

AX] _

=k
[BX|

kde k je redlnda konstanta.

Reseni: Hledanou mnozinou je kruznice, které je znama jako ,, Apolloniova kruznice*.
Nalezeni jeji rovnice si usnadnime vhodnym umisténim bodd A, B vzhledem k sou-

fadnicovym osam. Konkrétné je umistime na osu z tak, ze A = [—a,0] a B = [a, 0],
AX
kde a € R. Vztah ﬁ = k prepiseme do tvaru
|AX| = k|BX|

a dosadime uvedené souradnice bodtu A, B, X. Dostaneme
V(e +a)?+y? =ky/(x—a)?+y2
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Po umocnéni obou stran rovnosti na druhou a po nékolika tpravach, mimo jiné
také pouzijeme doplnéni na ¢tverec, dostavame rovnici vysetfované mnoziny bodi

X = [x,y] ve tvaru
a2 +1)\> 4a’k?
r————") 4=
k2 —1 (k2 —1)2
ktery odpovida rovnici (z — s1)? + (y — s2)% = r? kruZnice se stiedem S = [sq, s9] a
polomérem r.

2.2 Afinni zobrazeni

Definice 11 (Afinni zobrazeni). Zobrazeni f afinniho prostoru A do afinniho pro-
storu A" se nazyvd afinni, jestlize ma tuto vlastnost: LeZi-li navzdajem rizné body
B,C,D z prostoru A na primce, pak jejich obrazy f(B), f(C), f(D) bud splyvayt,
nebo jsou navzajem ruzné, lezi na jednée primce a jejich délici pomer se rovnd deli-
cimu pomeéru jejich vzori, tj.:

(f(B), f(C); F(D)) = (B,C; D).
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