5.1 Rovnice shodnosti v roviné

Kazdou afinitu f v roviné mtzeme zapsat soustavou rovnic

f:a2 = anx + any + b
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Yy = anr + any + by, (21)

kterou prepiseme uzitim matic do tvaru
x aj; aie x b1
AR RO T
a strucné vyjadrime rovnici

f: X'=A-X+B. (23)

Jak pozname, ze afinita (2I)) je shodnosti?

Je-li tato afinita shodnosti, plati pro vsechny dvojice bodt X [x1, x5, Y[y1, y2] a jejich

obrazy X'[z],xb], Y[y}, v5] vztah |X'Y'| = | XY, z néhoz po dosazeni soufadnic
uvedenych bodi dostaneme
V=22 + (5 — 252 = Vg — 212 + (42— 7). (24)

po umocnéni obou stran na druhou

2

(W — 21)* + (vy — 25)? = (1 — 21)° + (2 — 22)°. (25)

Nyni do levé strany (28) dosadime z (21]), upravime na tvar obsahujici vyrazy (y; —
r1) a (y2 — x2) a diskutujeme, za jakych podminek je splnéna jeji rovnost s pravou
stranou. Zjistime, Ze rovnost |X'Y’'| = |XY| nastava pravé tehdy, kdyZ jsou pro
prvky matice A (tj. koeficienty soustavy (21)) splnény vztahy

a’%l + a%l = 17
0,%2 + a%Z - 17 (26)

a11a12 + agraz = 0,

které lze strucné vyjadrit rovnosti
[an a21]_[a11 Clm]:[l O] (27)
a2 a2 as1 a2 011
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Odpovéd na vyse uvedenou otazku je tedy takovd, Ze rovnice (2I) je rovnici
shodnosti, pravé kdyz plati

AT A=E, (28)
kde F je jednotkova matice, jinak feceno, kdyz je matice A ortonormalni.

Poznamky.
1. Plati AT - A = E. Potom je ale AT = A~! a plati tedy i rovnost A- AT = E.

2. Zobrazeni, pro kterd plati |det A| = 1 nazyvame ekviafinni zobrazeni, stru¢né
ekviafinity. Je zfejmé, Ze kazda shodnost je ekviafinita. Plati toto tvrzeni i obra-
cené? Mizeme Tici, ze kazda ekviafinita je shodnosti?

3. Je tfeba si uvédomit, ze pfi shodném zobrazeni mezi euklidovskymi prostory
riznych dimenzi neni matice A ¢tvercova. Potom vyse uvedené tvahy o inverzni
matici nemaji smysl a v platnosti ziistava pouze ptivodni podminka A7 - A = E.

Samodruzné body

Samodruznym bodem (afinniho) zobrazeni rozumime bod, ktery se zobrazi sam na
sebe, tj. pro jeho soufadnice plati X’ = X. Pokud do rovnic (2I) dosadime 2’ = x
a y =y je ziejmé, Ze souradnice samodruznych bodt dané shodnosti jsou FeSenim
soustavy rovnic

(1 —an)r —aprs = b
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—a91T1 + (1 — CL22)$2 = bg. ( )

Samodruzné sméry

Samodruznym smérem rozumime smér, ktery se v (afinnim) zobrazeni zobrazi sam
na sebe. Pro vyjadfeni sméru pouzivame vektor, napi. « (pfislusny ,smér® potom
reprezentuji vSechny jeho nésobky). Ma-li byt tento smér samodruzny, musi pro
vektor i, ktery je obrazem vektoru , platit @' = A\, kde A € R.

Zobrazeni mezi vektory zaméfeni afinniho bodového prostoru (obecné vsak toto
zobrazeni probihd mezi riznymi zamérenimi riznych bodovych prostort) zajistuje
tzv. asociovany homomorfismus (téz linearni zobrazeni).

Definice 16 (Homomorfismus). Zobrazeni ¢ vektorového prostoru V' do wvektoro-
vého prostoru V' se nazyvd homomorfismus (linedrni zobrazent), jestlize pro vsechna
u, v €V, keT (misto obecného télesa T miZeme uvaZovat R) plati:

(1) (i@ +7) = e(U) + (D),
(2) (ki) = ke(d).
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Definice 17 (Asociovany homomorfismus zobrazeni f v roviné). UvaZujme afinni
transformaci f prostoru Fy. Potom asociovanym (tj. jednoznacné prirazenym) ho-
momorfismem afinity f rozumime linedarni zobrazent @, které zobrazuje zaméreni
Vo prostoru Ey do sebe takto:

U=Y =X = ()= fY) - f(X), (30)
kde XY a f(X), f(Y) jsou body z Es, i, p(i) € V5.

Asociovany homomorfismus ¢ afinity f je potom dan soustavou

. / _
QYU = anu; +  apUs

/ _
Uy = QAo1U1 + GUs2,

/
0 up | | a1 a2 | | W
. / - )
Uy 21 a2 Ug

coz lze zapsat, analogicky s rovnici (22)), ve tvaru

maticoveé pak

o: U =A- . (31)

Samodruzné sméry shodnosti (tj. vektory téchto sméri, pro které plati @' = Ai0) jsou
potom netrivialnim FeSenim homogenni soustavy rovnic

(A —a1)us —appug = 0

—a21U1 + ()\ — CLQQ)UQ = 0. (32)

Homogenni soustava n linearnich rovnic o n neznamych ma netrivialni feseni prave
tehdy, kdyz je determinant soustavy roven nule. Soustavy (B2) ma tedy nekonecné
mnoho FesSeni, jestlize plati rovnost

(A—a11) —an

S (A — a) = 0. (33)

Rovnici (B3)) fikdme charakteristicka rovnice piislusného zobrazeni, v tomto pii-
padé shodnosti v roviné. Kazdy vektor u, pro ktery plati @’ = ¢(@) = A, nazyvame
vlastnim vektorem homomorfismu ¢, ¢islo A, které je fesenim charakteristické rov-
nice, pak nazyvame vlastni ¢islo homomorfismu ¢, odpovidajici vektoru . Misto
vlastni vektor a vlastni ¢islo se také pouzivaji terminy charakteristicky vektor a
charakteristické cislo.
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Uvedené postupy urceni samodruznych bodii a smérit shodného zobrazeni si nyni
budeme ilustrovat na nam dobie znamych shodnostech, na stredové a osové soumeér-
nosti.

Stiedova soumérnost se stifedem v bodé S = [2, —3] je dana rovnicemi

v = —x+4,
/
y =—y—6.
Predstavme si, ze nevime, o jaké afinni zobrazeni se jedna a teprve to chceme zjistit.

—1 0 ] ,soucin AT-A jeroven AT-A = [ L O] ,

Matice tohoto zobrazeni je A = [ 0 —1 0 1

jedna se tedy o shodnost.

Nyni uréime samodruzné body daného zobrazeni fesenim soustavy

2x =4,
2y = —6.
Ta mé jediné feSeni [x,y| = [2,—3]. Jedna se tedy o shodné zobrazeni s jedinym

samodruznym bodem S = [2, —3]. V tvahu tak pfipada otoceni nebo stfedova sou-
mérnost.

K rozhodnuti, ktera z téchto dvou moznosti je spravna, ndm pomiuize urceni samod-
ruznych sméri daného zobrazeni. Resime proto homogenni soustavu

()\ + 1)u1 = 0,
()\ + ].)UQ = 0,

které prislusi charakteristicka rovnice

(A+1) 0 0
0 (A+1) ’
po Upravé ve tvaru
(A +1)*=0.
Jejim jedinym feSenim je vlastni ¢islo A = —1, které dosadime do prislusné homo-

genni soustavy, abychom dostali soustavu rovnic

Ou1 = 0,
OUQ = O,
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jejimz Fesenim je kazdy vektor v = (uy,us) € R X R. VySetfovana shodnost ma
tedy vSechny sméry samodruzné. Jedna se proto o stifedovou soumeérnost se stredem

S =2, -3].

Osova soumérnost s osou v souradnicové ose = je dana rovnicemi

Opét predstirame, ze nevime, o jaké afinni zobrazeni se jedna a teprve to chceme
zjistit.
1

0 _01],souéinAT-AjerovenAT-A: {1 O],

Matice tohoto zobrazeni je A = [ 01

jedna se tedy o shodnost.
Nyni ur¢ime samodruzné body daného zobrazeni fesenim soustavy
O0x =0,
2y = 0.
Ta mé nekonec¢né mnoho feSeni. Jsou jimi vSechny usporadané dvojice ve tvaru
[z,0]; € R. Jedna se tedy o shodné zobrazeni, jehoz vSechny samodruzné body lezi

v pfimce o rovnici y = 0. V tivahu tak pripada jedind moznost, osova soumérnost
s osou v souradnicové ose x.

Prestoze jsme dané zobrazeni jiz identifikovali, dokon¢ime analyzu jeho vlastnosti
urcenim samodruznych sméri. Resime proto homogenni soustavu

()\ — 1)U1 = 0,

které prislusi charakteristicka rovnice

A—1) 0

0 (A+1)| 0
po Upravé ve tvaru
A—=1(A+1)=0.
Charakteristickd rovnice méa dva kofeny (vlastni ¢isla) \; = 1, \y = —1, které po-

stupné dosadime do prislusné homogenni soustavy a vypocitame souradnice prislus-
nych vlastnich vektorti daného zobrazeni.
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Pro A\; = 1 dostavame soustavu

Ou1 = O,
2UQ = O,

jejimz fesenim je kazdy vektor v = (u1,0) € R%. Samodruzny smér uréeny t&émito
vektory je rovnobézny s osou x (tj. s osou soumérnosti).

Pro Ay = —1 dostavame soustavu

—2U1 = O,
OUQ = O,

jejimZ fesenim je kazdy vektor v = (0,uz) € R?. Samodruzny smér uréeny t&mito
vektory je kolmy k ose x (tj. k ose soumérnosti). Urceni dvou na sebe kolmych
samodruznych smért je v souladu se skutecnosti, ze uvazované shodné zobrazeni je
0sova soumeérnost.

PRIKLAD 5.2. Zjistéte, zda ezistuje shodnost E,, pri které se bod K = [10;0]
zobrazi na pocdtek K' = [0;0] a bod L = [25;20] na bod L' = [0;25]. V kladném
pripade napiste rovnice tohoto zobrazeni a najdéte jeho samodruzné body a smery.

Reseni: Za¢neme tim, Ze si ov&fime, zda zadané body spliuji definici shodného
zobrazeni, tj. zda |K'L'| = |KL|. V pfipadé této tlohy zvladneme ovéfeni provést
zpameéti. Vysledkem je, ze zadani vyhovuje definici shodnosti.

Dalsi postup FeSeni tlohy si ilustrujeme pomoci zapisu v programu wxMaxima (viz
http:/ /andrejv.github.io/wxmaxima/)

(%1i1) A:matrix([all,al2],[a21,a22]); B:matrix([bl], [b2]);

all al2
(eol) <a21 a22>

(%02) (g;)

Rovnici X' = A - X + B vyjadiime ve tvaru A- X + B — X’ = O a dosadime
soufadnice danych dvojic bodu K, K’ a L, L'. Potom zapiSeme podminku (28)) pro
to, aby bylo afinni zobrazeni shodnosti ve tvaru AT - A — E = O. (V programu
wxMaxima zapiSeme jenom levé strany uvedenych rovnic.)
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(%i3) s1:A.[10,0]+B-[0,0]; s2:A.[25,20]+B-[0,25];
s3:transpose(A) .A-ident(2);

bl + 10411
(703) <b2 +10 a21>

((7 4) bl +20al12 + 25all
00 b2 + 20 22 + 25 a21 — 25

a212 +all?2 —1 a21a22 + allal2
(%05) 2 2
a2l a22 +allal2 a22°+al2°—1

Vsechny prvky vyse uvedenych matic musi byt rovny nule (Proc¢?). Dostaneme tak
soustavu sedmi rovnic pro sest neznamych aq1, ais, asy, ass, b1, bo.

(%i6) rov:[s1[1,1],s1[2,1],s2[1,1],s2[2,1],83[1,1],s3[1,2],s3[2,2]];

(%06) [b1+10all,b2+10a21, b1 +20al2+25all, b2+20 a22+25 a2l — 25, a21% +
all? —1,a21a22 + all al2, a22? + al2® — 1]

Tato soustava méa nésledujici dvé feSeni (nejednad se o soustavu linedrnich rovnic,
proto mtze mit dvé feseni):

(%1i7) res:solve(rov,[all,al2,a21,a22,bl,b2]);

4 3 3 4
(%07) [[all = g,CL12 = —g,a21 = g,CL22 = g,bl = —8762 = —6],
4 3 3 4

all = 7,12 = 2021 = . a22 = - b1 = 8,52 = —6]]

Dvéma TeSenim odpovidaji dvé rtizné shodnosti. Zjistili jsme tedy, Ze existuji dvé
shodnosti, které prevadéji body K, L na body K’ L' (Coz se, vzhledem ke vété
o urcenosti shodného (afinniho) zobrazeni dalo ¢ekat. Pro¢?). Pokracujeme v feSeni
ulohy pro kazdou z téchto shodnosti zvlast. Pro zapis rovnic uvazovanych shodnosti
si nejprve pripravime matici RovTr, jejimiz fadky jsou rovnice afinity v obecném
tvaru (tato matice neni nutnou soucasti postupu feseni, jedné se jenom o usnadnéni
vizualni prezentace rovnic v programu).

(%18) RovTr:matrix([xl=all*xx+al2x*y+bl], [yl=a2l*x+a22*y+b2]) ;

rl=al2y+allx+ D1
(7o08) (yl = a22y + a2l x + b2>
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ResSeni ¢. 1:

(%1i9) Al:ev(A,res[1]); Bl:ev(B,res[1]);

(%010) (:2)

Prislusna shodnost ma rovnice

(ST

(%111) R1l:ev(RovTr,res[1]);

rl= 3444z g
<%on>( N )

Samodruzny bod je bod, pro ktery plati X’ = X. Pro vypocet soufadnic samodruz-
nych bodt daného zobrazeni tak do rovnice X’ = A - X + B (pro snazsi zpracovani
programem prepsané do tvaru A- X + B — X = 0) za X’ dosadime X a FeSime
odpovidajici soustavu dvou rovnic s neznamymi x, y.

(%112) RovSB1:Al.[x,y]l+Bl-[x,y]; solve([RovSB1[1,1],RovSB1[2,1]], [x,y]);

Protoze tato soustava ma jediné feseni, ma danda shodnost jediny samodruzny bod
S =1[5,—15].

Pro vysetfeni samodruznych smért daného zobrazeni fesime charakteristickou rov-
nici (33))

(%i14) CharM1:A1-Y%lambdaxident(2);
CharR1:expand(determinant (CharM1))=0;
solve(CharR1,%lambda) ;

4\ 3
(%o14) ( 4 SA)
.

8\
(%015) )\2—?+1:0
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_3i—4’)\:3i+4]

5 5

Charakteristickd rovnice nema teSeni v oboru realnych ¢isel. Dana shodnost tak

(%016) [A =

nema zadny samodruzny smeér.

Protoze uvazované zobrazeni ma pravé jeden samodruzny bod a nema zadny samod-
ruzny smeér, jedna se o otoceni se stfedem S = [5, —15].

Poznamka. K uplné identifikaci daného zobrazeni nam zbyva urcit tthel otoceni «.
Jak to udelame?

Reseni ¢. 2:
Postupujeme analogicky s fesenim ¢. 1.

(%i17) A2:ev(A,res[2]); B2:ev(B,res[2]);

)

_4
5

(%017) ( :

(%018) (i)

Rovnice zobrazeni

[SA PG [V

(%119) R2:ev(RovTr,res[2]);

(%o019) (

Samodruzné body:

(%120) RovSB2:A2. [x,y]l+B2-[x,y]; solve([RovSB2[1,1],RovSB2[2,1]], [x,y]);

-8

5 5
o) (5 475)
(%0021) ]

Toto zobrazeni tedy nema zadny samodruzny bod.

Samodruzné smery:
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(%122) CharM2:A2-%lambdax*ident(2) ;
CharR2:expand(determinant (CharM2))=0;
solve(CharR2, %lambda) ;

A_4 3
(70022) ( A; ’ éiA)
) )
(%023) > =1=0
(%024) [A = —1,A = 1]

(%125) RovSS2:A2. [u,v]-[%lambda*u,¥lambda*v] ;
3U N\ — Au
5 5

o) (5,05 )

(%126) RovSS21:ev(RovSS2,%lambda=-1);
solve([RovSS21[1,1],RovSS21[2,1]1], [u,v]);

3v L u
(%026) <915} j35“> solve : dependentequationseliminated : (2)
5 5

(%027) [[u = —=3%r1,v = %rl]]

(%128) RovSS22:ev(RovSS2,%lambda=1) ;
solve([RovSS22[1,1] ,RovSS22[2,1]], [u,v]);

3v _ 9u
(%028) ( g, © ) solve : dependentequationseliminated : (2)
5 5
%or2
(%029) [[u = 5=, v = %r2]

Zobrazeni ma dva na sebe kolmé samodruzné sméry u = (—3,1),u = (1, 3).

Jedna se o posunuté zrcadleni.

Poznamka. K uplné identifikaci vysledného zobrazeni nam zbyva urcit osu o a
vektor posunuti 7. Jak to udélame?
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