10 Mocnost bodu ke kruznici

Mocnost bodu ke kruznici je redlné cislo, oznacme ho m, které je dano polohou bodu
vzhledem k prislusné kruznici; pro body vné kruznice je kladné, pro body uvnitr
zaporné a pro body na kruznici je rovno nule. Toto ¢islo je zajimavé a uzitecné i tim,
ze jeho hodnota souvisi se vzdalenostmi predmétného bodu od priseciki libovolné
seCny z néj vedené s prislusnou kruznici. Souvislosti, které prinasi mocnost do vztahi
kruznic a bodi, se vyuzivaji pri reseni rozlicnych geometrickych problémi.

Obrazek 115: [MX,| - |MY;| = [MX,| - |MYs| = |MT)? = |m|, m=d?— 1>

Nyni si odvodime hodnotu tohoto cisla a ukazeme si vsechny jeho geometrické sou-
vislosti. Uvazujme kruznici k(S;r) a bod M, viz Obr. I18. Nejprve se zaméfime na
dvé libovolné se¢ny vedené z bodu M ke kruznici k, které maji s k£ po radé dvo-
jici prusecika X, Y7 a Xy, Y5, viz Obr. [I18] vlevo. Snadno zjistime, ze trojuhelniky
AMY1 Xy a AMY5X, jsou dle véty uu podobn@, AMY Xy ~ AMY5X;. Potom
ale plati

(MY [MX,|
[MYs| | MX
po Upravée
IMXq| - |MY1| = |MXs| - |MYs]. (90)

Souciny na obou stranach rovnice jsou stejné. Protoze jsme prislusné dveé tétivy volili
nahodné, muzeme tento poznatek zobecnit. Hodnota souc¢inu |[M X |-|MY |, kde X, Y
jsou priiseciky tétivy z bodu M ke kruznici &, je pro dany bod M a danou kruznici

k konstantni,
|MX]| - |MY| = konst. (91)

26Vnit¥n{ thel pii vrcholu M je trojthelnikiim spoleény, vnitini Ghly ZX,YoM, ZMY; X5 jsou shodné, protoze se
jedné o obvodové thly prislusejici stejnému oblouku X; X5
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Pokud toto plati pro libovolnou tétivu, musi to platit i pro takovou, jejiz priseciky
s kruznici k jsou od sebe velmi blizko, nekonecné blizko. Tj. plati to i pro tec¢nu,
kterou muzeme chapat jako tétivu, jejiz body X, Y splynuly v jeden bod T,

IMX|-|MY|=|MT|* = konst. (92)

Z Obr. [I15, vpravo, je patrné, ze ASMT je pravouhly trojahelnik, v némz plati
ISM|?> = |MT|* + |ST|?. Pfitom |ST| = r. Pokud navic vzdalenost |M S| ozna¢ime
d, muzeme psat

IMX|-|MY|=|MT}*=d*—r* (93)

Timto, nutno Tici, ze misty povrchnim, rozborem situace jsme odkryli zakladni
vztahy pro mocnost bodu M vzhledem ke kruznici k. Nyni se budeme vénovat jejich
blizsi specifikaci.

Definice 27 (Mocnost bodu ke kruznici). Mocnosti bodu M ke kruznici k(S;r)
rozumime realnée cislo m, pro ktere plati:

(1) |MX|-|MY| =|m|, kde X,Y jsou priseciky kruznice k s jeji libovolnou secnou
prochdzejici bodem M.
(2) Je-li M vnéjsim bodem kruznice k, je m > 0.

(8) Je-li M wvnitinim bodem kruznice k, je m < 0.

(4) Je-li M € k, je m = 0.

Obrazek 116: Mocnost bodu M ke kruznici k
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Véta 17. Je dana kruznice k(S;r) a bod M, ktery na ni nelezi. Potom pro libo-
volne dvée secny kruznice k, ktere prochazeji bodem M, jejichZ priseciky s kruznict
k oznacime X1, Y1 a Xo, Ys, plati

[MXq] - |MY1] = [MX,] - [MYs].

Dikaz. Viz odvozeni vztahu (O0) na str. 129 O

Véta 18. Necht je dana kruznice k(S;r) a bod M. Potom pro mocnost m bodu M

ke kruznict k plati

m=d* —r?,

kde d = |MS)| je vzddalenost bodu M od stredu kruznice k.

Dukaz. Vétu dokazeme zvlast pro pripad, kdy je bod M vné k a zvlast pro pripad,
kdy je M uvnitt k.

[. Bod M lezi vné k: Viz Obr. 17 Plati |MX|- |MY| = (|IMQ| — |QX]) - (|IMQ| +
|QY|). Protoze |QY| = |QX| (Q je stfedem tétivy XY'), mizeme pii postupném
uplatnéni vztahu pro rozdil ctvercli a Pythagorovy véty psat

IMX]- MY | = (IMQ| = |QX]) - (IMQ] + [QX])
= |MQP - |QXP=d* -1 —r* + K =d* —r%.

(94)

Obrazek 117: |[MX| - |MY| = d*> — r?

II. Bod M lezi uvnitf k: Viz Obr. [I8. Plati [MX]|-|[MY] = (|QX|—|QM]|)-(|QY|+
|QM]|). Protoze |QY| = |QX]| (Q je stfedem tétivy XY'), mizeme pii postupném
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uplatnéni vztahu pro rozdil ¢tvercti a Pythagorovy véty psat

(MX|-[MY] = (|QX]—[QM]) - (|QX] + [QM])
= QX — QM =1 =W — >+ ht =12 - d%

Obrazek 118: |[MX|- | MY | =r? — d*

Dame-li vztahy ([04) a (93) dohromady, mizeme ucinit nésledujici zavér. Pro bod
M vné kruznice k je m = d*> —r* > 0, pro bod M uvniti k¥ je m = d*> —r? < 0
a nakonec, pro bod M lezici na kruzmici k je m = d*> — r?> = 0. Vzdy je pfitom
im| = |[MX|-|MY]|. Tim je véta dokazana. O

Véta 19. Necht M je vnéjsi bod kruznice k(S;r), m jeho mocnost ke kruznici k.
Jestlize T je dotykovy bod tecny vedené z bodu M ke kruznici k, tak plati |MT|> = m.

Diikaz. Viz odvozeni vztahu (03) na str. 130 O

Souvislost hodnoty mocnosti bodu M ke kruznici s jeho vzdalenostmi od priisecikii
X,Y jim vedené pfimky s kruznici, vyjadiend vztahem (Q1), znamend, ze dany bod
M ma stejnou mocnost ke vS§em kruznicim, které body X, Y prochazeji, bez ohledu
na jejich poloméry. Na Obr. vidime cCtyri takové kruznice, k, [, m a n. Mame-li
na mysli vSechny kruznice prochazejici body X,Y, hovorime o svazku kruznic. Na
Obr. jsou zobrazeny i tecny z M ke vsem kruznicim k, [, m, n. Diisledkem vztahu
(@3) je to, ze body dotyku vSech téchto teCen jsou od M stejné daleko, lezi tedy na
kruznici se stredem M.
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Obrazek 119: Bod M mé stejnou mocnost ke vSem kruznicim s tétivou XY

10.1 Chordala a potencni stired

Je zfejmé, ze kdyz posuneme bod M podél piimky p =< XY, viz Obr. 119, hodnota
jeho mocnosti vzhledem ke kruznicim k, [, m, n (a vSem ostatnim z téhoz svazku) se
zmeéni, opét ale bude ke vsem stejna. Primka p je tedy mnozinou bod, které maji ke
kruznicim k, [, m,n stejnou mocnost. Pfimku s touto vlastnosti vzhledem ke dvéma

kruznicim nazyvame chordala.

Obrazek 120: Chordala h kruznic kq, ko, potencni bod P kruznic ky, ko, [

Véta 20 (Chordala dvojice kruznic). Necht jsou ki(S1;71), ko(So;12) dvé nesou-
stredne kruznice. Mnozina bodu X, které maji k obéma kruznicim stejnou mocnost,
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je primka h L S1Ss. Jestlize kruznice ky, ko maji spolecny bod M, potom primka h
prochazi timto bodem.

Poznamka. Primka h, ktera je mnozinou bodt X, majicich stejnou mocnost k ne-
soustfednym kruznicim ki, k2 se nazyva chordala (téz potencni primka) kruznic
k1, ko.

Poznamka. Bod, ktery méa ke tfem vzajemné riznym kruznicim stejnou mocnost
se nazyva potenéni bod (téz potencni stied).
Analytické vyjadreni chordaly

Chordalu kruznic ky(Si[m1,n1],71), k2(Sa[ma,ns],r9) s rovnicemi ky : (x — my)? +

(y—m)?=rfaky: (x—ms)?+ (y —n2)? = r3 mizeme analyticky vyjadrit rovnici:

(z—m1)* 4+ (y —m)? = rf = (z —ma)* + (y — na)* — 13 (96)
PRIKLAD 10.1. Sestrojte chorddlu dvou nesoustiednyjch kruznic ki, ks, které ne-
maji spolecny bod.
Reseni: Pokud maji kruznice dva spole¢né body, jiz vime, Ze chordéla prochézi té-

mito body. Pokud maji spolecny jenom jeden bod, ve kterém se dotykaji, chordala

h

Obrazek 121: Chordala h kruznic k1, ko

prochazi timto bodem, kolmo na primku spojujici stfedy kruznic. V pripade, ze
kruznice nemaji zadny spole¢ny bod, pomtzeme si tim, ze tilohu prevedeme na prti-
pad dvou spole¢nych bodt. Pro tento ucel pouzijeme pomocnou kruznici [, kterd
ma s kazdou z danych kruznic dva priseciky, viz Obr. [I2Il Snadno pak sestrojime
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dvé chordaly, vzdy pro pomocnou kruznici [ a jednu z danych kruznic kq, ko. Tyto
chordaly se protnou v bodé P (potenc¢ni bod), ktery ma stejnou mocnost ke vsem
trem kruznicim, tedy i k danym dvéma ki, k3. Timto bodem potom musi, kolmo na
spojnici S, So, prochazet hledana chordala h.

PRIKLAD 10.2. Sestrojte kruznici k, kterd prochdzi danymi body A # B a dotykd
se dané€ primky t.

Reseni: Viz Obr.[[22 Vyuzijeme pomocnou kruznici [ prochézejici body A, B. Potom
bod P = AB [t m4 k této kruznici stejnou mocnost jako k té hledané, tedy i délku
tetny (vzdalenost M a bodu dotyku). To ndm pomize najit body dotyku T, 7"
hledanych kruznic s t. Uloha méa dvé feSeni. Kompletni postup krok za krokem je v
appletu https:/ /www.geogebra.org/m/p8lwmKv4.
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Obréazek 122: Vyuziti pomocné kruznice [
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10.2 Cvicéeni: Mocnost bodu ke kruznici

1. Je dan thel ZAV B a uvnitt ného bod M. Sestrojte kruznici, ktera prochazi
bodem M a dotykéa se primek AV, BV.

2. Obdélnik ma velikosti stran a, b. Mame sestrojit

a) libovolny obdélnik stejného obsahu,

b) obdélnik stejného obsahu, jehoz jedna strana ma danou velikost c.

3. Jsou dany dvé nesoustredné kruznice ki, ko a primka p. Na této primce urcete
bod P tak, aby tecny z ného vedené ke kruznicim ki, ks meély stejnou délku.

4. Sestrojte kruznici, ktera se dotykd dané kruznice k(S;r) a prochazi dvéma riz-
nymi body A, B, které lezi vné dané kruznice k.

5. Je dan lichobéznik ABC'D se zakladnami AB, CD, |AB| > |CD|. Uvnitf asecky
AD sestrojte bod P a uvnitt usecky BC' bod @ tak, aby platilo zdroven PQ||AB a
PC||AQ.

6. Sestrojte lichobéznik ABCD, jsou-li dany délky jeho ramen |BC| = 4.5¢m,
|IDA| = 3em a velikost 75° thlu, ktery sviraji pfimky BC a AD, plati-li navic
|AB||CD] = |AC|%.
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