5.2 Osova soumérnost

Definice 18. Necht je ddana pFimka o, kterou nazijvdme osa soumérnosti. Potom
pro obraz M’ libovolného bodu M této primky o plati M' = M. Ke kaZdému bodu
X, ktery neleZi na pFimce o, sestrojime obraz X' ndsledujicim zpisobem: Bodem
X wvedeme kolmici k na primku o a jeji patu oznacime Xy. Na poloprimce opacné
k poloprimce XoX sestrojime bod X' tak, Ze | X'Xy| = |XXo|. Takto definované
zobrazeni nazjvdme osova soumeérnost s osou o a znacime ho O(o).

Obrazek 19: Definice osové soumérnosti

Poznamky:
1. O bodech X, X' fikame, Ze je to dvojice bodu soumérné sdruzenych podle osy o.
2. Osova soumérnost je prikladem involutorniho zobrazeni (involuce).

PRIKLAD 5.3. Je ddna piimka p a body A, B v téZe poloroviné s hranicni prim-
kou p. Najdéte vsechny body X € p takové, Ze soucet vzddlenosti |AX| + |BX]| je
minimalni.

>

\

-

>
R
W\
\\
\
\ \
VX
\
\
<

Obrazek 20: Vyuziti osové soumérnosti ke geometrickému feseni prikladu
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Véta 5. Osovd soumeérnost je shodné zobrazent.

Samodruzné body a sméry osové soumeérnosti

Kazda shodnost je unikatni svou kombinaci samodruznych boda a smért. Pozdéji
tuto skutec¢nost vyuzijeme ke klasifikaci shodnosti.

Véta 6 (Alternativni definice osové soumérnosti). Shodné zobrazeni, jehoZ vsechny
samodruzné body vyplni primku o, je soumernost podle osy o.

Véta 7. Jestlize existuji na primce dva riuzné samodruzné body, pak kazdy bod této
primky je samodruzny.

Veéta 8. Ma-li shodnost aspon tri nekolinedrni samodruzne body, je to identita.

Véta 9. Md-li shodnost dva rizné samodruzné body a nent tdentitou, pak je osovou
SOUMETrnosti.

Véta 10. Samodruzné primky osové soumeérnosti jsou primky kolmé na osu soumer-
nostu.

5.2.1 Analytické vyjadieni osové soumeérnosti O(o) v roviné

PRIKLAD 5.4. Napiste analytické vyjddiens osové soumérnosti s osou v souiad-
nicové ose T (y).

Reseni: Dle obrazku 1] je zfejmé, ze uvedené osové soumeérnosti maji nize uvedena
analyticka vyjadreni.

X'[x,-y]

Obréazek 21: Odvozeni rovnic osové soumeérnosti s osou v souradnicové ose z (y)

Osovd soumeérnost s 0sou x: Osovd soumeérnost s osou y:
P =z v =—x
!/ !/
y=-Y y=yY
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Ne vzdy je ale mozné osu soumeérnosti takto vyhodné umistit do souradnicové osy.
Proto si odvodime rovnice osové soumérnosti s obecné umisténou osou.

Osova soumérnost podle osy o dané rovnici o:ar +by+c=0

XXyl
\

\

Obrazek 22: Odvozeni rovnic osové soumérnosti O(o)

Dle obrazku 22| plati

X' — X =2(Xy— X),
X() — X = k(CL, b)

Z druhé rovnosti vyjadiime xyg = = + ka,yo = y + kb a dosadime je do obecné

rovnice osy o: a(x + ka) + b(y + kb) + ¢ = 0. Odsud potom vyjadiime parametr
ar + by + ¢

a? + b?

, ktery dosadime do rovnice

X' — X =2k(a,b).

Po tpravé a rozepsani po slozkéch dostavame rovnice osové soumérnosti O(o):

2a
’_
r=r- (ax + by + ¢)

20
Y :y—m(ax+by+c)

PRIKLAD 5.5. V eukleidovské roviné je ddna soumérnost podle primky p : 3z —
4y 4+ 1 = 0. Napiste rovnice této soumeérnosti.
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5.2.2 Osova soumérnost - Ulohy

1. Dokazte Vivianiho vétu.

Véta 11 (Vivianiho véta). V rovnostranném trojihelniku je hodnota souctu vzddle-
nosti libovolneho bodu od stran trojuhelniku konstantni, nezdvisla na poloze bodu.

2. Reste Fagnantv problém:
,Danému ostrothlému trojuhelniku vepiste trojuihelnik o nejmensim obvodu.*

3. Provedte nasledujici tzv. Mascheroniovu konstrukci':

»Je dana kruznice k(S;r); dale je dana dvéma body A, B (body nelezi na kruznici)
jejl seCna p, ktera neprochazi stredem S. Sestrojte priiseciky primky p s kruznici k,
aniz pritom pouzijete pravitka.“

4. Dokazte nasledujici vlastnost prusec¢iku vysek (ortocentra) trojihelniku:
,Body soumérné sdruzené s prisecikem vysek podle stran trojuhelnika, lezi na kruz-
nici trojuhelniku opsané.

5. Napiste rovnice soumérnosti podle primky o: 2z — 3y + 1 = 0.
6. Sestrojte trojuhelnik ABC, je-li dan obvod o = 12¢m a thly a = 60°, § = 45°.

7. Jsou dany dvé riznobézky p, ¢ a bod A mimo né. Najdéte body B € p, C € q
tak, aby obvod trojuhelniku ABC byl miniméalni.

8. Sestrojte konvexni ¢tyrihelnik ABCD se stranami dané velikosti, je-li — AC
osou vnitiniho tthlu pfi vrcholu A.

9. Sestrojte ¢tverec ABCD, je-li dano a + e = 10cm.
10. Sestrojte obdélnik ABCD, je-li dano e = 7em, a — b = 1em.

11. Sestrojte lichobéznik ABC'D (AB|CD), je-li dano b = 3cm, ¢ = 2.5cm, d =
2.6cm, a — [ = 20°.

! Lorenzo Mascheroni (italsky matematik, 1750-1800) dokézal ve své knize Geometria del Compasso (1797), ze
kazda konstrukce realizovatelna uzitim kruzitka a pravitka bez métitka se da provést pouze pomoci kruzitka. Proto se
takovym konstrukcim fika Mascheroniovy konstrukce. Nutno vsak uvést, ze diikaz téhoz tvrzeni publikoval vice nez
sto let pfed Mascheronim dansky matematik Georg Mohr.
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5.2.3 Osova soumérnost - Ulohy na domaci p¥ipravu

12. Dokazte vétu: ,V kazdém trojuhelniku déli osa libovolného vnitiniho tihlu pro-
téjsi stranu v pomeéru stran prilehlych.®

13. Napiste rovnice osové soumérnosti, zobrazujici pocatek na bod [1, 5].

14. Je déna pfimka p a dvé kruznice ki, ko oddélené primkou p. Sestrojte rovno-
stranny trojuhelnik tak, aby na kazdé z kruznic ki, ks byl jeden vrchol a jedna z
vysek lezela na primce p.

15. Jsou dany tii riizné primky p1, po, p3, prochazejici bodem S; na primce p; je dan
bod A # S. Sestrojte trojuhelnik ABC, jehoz osy vnitinich hld lezi v ptimkach py,
D2, P3-

16. Jsou dany tii piimky o1, 0y, 03 prochéazejici bodem O. Na 0, dan bod A;. Se-
strojte AABC' tak, aby 01, 02, 03 byly osami jeho stran a bod A; stfedem strany
BC.

17. Jsou dany body X, Y a primka p, kterd je oddéluje. Sestrojte rovnoramenny
trojuhelnik ABC, jehoz hlavnim vrcholem je bod C, osou soumérnosti primka p a

jehoZ ramena maji danou velikost a. P¥imka AC' necht prochézi bodem X a pfimka
BC bodem Y.

18. Je dana pfimka p a body A, B, lezici ve stejné poloroviné s hrani¢ni piimkou p.
Sestrojte bod X € p tak, aby |ZAXp| = 2|£BXp|.

19. Jsou dany body A, B, C' a piimka p kolma k piimce AB tak, ze prochazi bodem
C a body A, B lezi v téze poloroviné urc¢ené primkou p. Sestrojte na primce p takovy
bod X, aby z ného byla vidét tsecka AB pod stejnym thlem jako tsecka BC.

20. Obrazy stfedu S kruznice opsané trojuhelniku ABC v osovych soumérnostech
podle primek BC, AC, AB jsou vrcholy trojihelniku A; B;C. Dokazte, Ze je tento
trojuhelnik shodny s trojuhelnikem ABC.
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