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1 Pripomenuti vybranych pojmii

1.1 Grupa

Definice 1 ((Komutativni) grupa). Grupou (M, *) rozumime mnozZinu M spolu s
operact x na M, kterda md tyto vlastnosti:

) Ve,y e M; xxy € M,
Operace * je neomezené definovand na M.
(Mnozina M je uzaviend vzhledem k operaci x.)

i) Va,y,2 € M; % (y*z) = (z*xy) *z,
Operace (struktura) je asociativni.

iii) dee M\Vx e M; xxe=exx =x,
Ezistuje neutrdlni prvek vzhledem k x.
(Jednd se o strukturu s neutralnim prvkem.)

iv)Vee M,Jye M; zxy=yx*xx=e.
Ke kazdému prvku existuje prvek inverzni vzhledem k x.
(Jednd se o strukturu s inverznimi proky.)

Je-li struktura (M, x) navic komutativni, nazgvd se komutationi grupa nebo téz Abe-

lova grupa.
Piiklady grup

L (Z,4), (@, +), (R, +), (C.+),

2. (@ —{0},), (R—{0},), (C —{0},),

3. Mnozina povelu {stt, vlevo vbok, vpravo vbok, elem vzad} spolu s operaci sklé-

dani.

vlevo v bok ‘ vpravo v bok ‘ ¢elem vzad ‘

‘ o | pozor ‘

¢elem vzad

pozor

pozor

vlevo v bok

vpravo v bok

vlevo v bok

vlevo v bok

¢elem vzad

pozor

vpravo v bok

vpravo v bok

vpravo v bok

pozor

¢elem vzad

vlevo v bok

¢elem vzad

¢elem vzad

vlevo v bok

pozor

vpravo v bok

4. Uvazujme rovnostranny trojihelnik ABC v roviné p. Grupou je potom mnozina
vSech transformaci roviny, v nichz se trojihelnik zobrazi sam na sebe, spolu
s operaci skladani transformaci (hovotime o tzv. |dihedralni grupé, viz téz
grupy symetrii ).


https://en.wikipedia.org/wiki/Dihedral_group
https://en.wikipedia.org/wiki/Symmetry_group

1.2 Téleso

Télesem jako algebraickou strukturou rozumime strukturu jejiz vlastnosti jsou zo-
becnénim vlastnosti mnoziny realnych cisel spolu s operacemi s¢itani a nasobeni, tj.
struktury (R, +,-).

Definice 2. Struktura (T,+,-) se nazyvd téleso, pravé kdyz je (+,-)-distributivni,
kdyz struktura (T, +) je komutativni grupa (tzv. aditivni grupa télesa) a kdyz struk-
tura (T — {0}, ), kde 0 je nulovy prvek grupy (T,+), je grupa (tzv. multiplikationi
grupa télesa T). Je-li navic grupa (T — {0}, -) komutativni, nazgvd se T komutativni
teleso.

Priklady téles

L. (Q7+7 ')7
2. (R, +,-),
3. (C,+,).

1.3 Vektorovy prostor

Definice 3 (Vektorovy prostor). Necht'T je komutationi téleso. MnozZinu V nazveme
vektorovym prostorem nad télesem T, prave kdyz jsou na V' definovany dvé operace:
(i) sc¢itdnd: libovolné dvojici i € V, v € V je jednoznacné pritazen prvek u + v €
V., (ii) ndsobeni prvkem z télesa T (skaldrem): vysledkem ndsobeni vektoru u € V
skalarem a € T je vektor au € V, které splnuji ndsledujici vlastnosti:

a) Struktura (V,+) je komutationi grupa.
b) Distributivnost: (a + b)i = ati + b, a(id + V) = atd + at.

c) Ezistence jednotkového prvku skalarniho ndsobeni: 1 -4 = .
Priklady vektorovych prostoru

1. Mnozina R? vsech uspotradanych dvojic redlnych ¢isel s operacemi séitani uspoia-
danych dvojic a nasobeni redlnym c¢islem definovanymi nasledujicim zptisobem:
(a1,as) + (b1,b2) = (ay + by, a9 + be), k- (a1,a9) = (kay, kas) (jedné se o tzv.
aritmeticky vektorovy prostor R? nad té&lesem redlnych ¢isel).

2. Mnozina geometrickych vektoru v roviné (orientovanych tisecek) spolu s operaci
skladani vektort a nasobeni vektoru realnym cislem, jak jsou znamy ze sSkolské
matematiky.



1.4 Afinni bodovy prostor

Definice 4 (Afinni bodovy prostor). Neprdzdnou mnoZinu A, (jeji proky jsou tzv.
body) nazveme afinnim® bodovym prostorem dimenze n, jestlize je ddn vektorovy
prostor® V,, dimenze n a zobrazeni

g: A, x A, =V,

téchto vlastnosti: 1. Pro kaZdy bod A € A, a pro kaZdy vektor ¥ € V, existuje
jediny bod B € A, tak, Ze

g(A,B) =17 t.]. B=A+72.
2. Pro kazdé tr body A, B,C € A, plati, Ze
9(A,C) = g(A,B) +g(B.C).

Vektorovy prostor V,, nazyvame vektorovym zamérenim afinniho prostoru A,.

C

81
8
)

A Z B

Poznamka. Prikladem afinniho bodového prostoru znamym ze skolni geometrie je
tzv. Fukleidovsky bodovy prostor E,, jehoz formy pro n < 3 nazyvame dle dimenze
bod (Ey), primka (Ey), rovina (Es) a trojrozmérny prostor (E3). V pfedmétu Plani-
metrie se omezujeme na rovinu, tj. na Eukleidovsky bodovy prostor Es.

L Affinis znamen4 latinsky pribuzny. Poprvé tento pojem pouzil Leonhard Euler (1707-1783) pro oznaceni vztahu
vzoru a obrazu v zobrazeni, které zachovava délici pomér. Takovym zobrazenim se zacalo fikat afinni zobrazeni. Afinni
geometrii rozumime geometrii bez vzdalenosti a odchylek.

2Definice a vlastnosti vektorového prostoru jsou probirany v piedmétu Linedrni algebra a geometrie. Zde postaéi,
kdyZ si vektorovy prostor predstavime jako mnozinu vektort (smért) a jejich linedrnich kombinaci.



1.5 Afinni soustava souradnic

Definice 5 (Afinni soustava soutadnic (v roviné)). Necht P je libovolny bod z afin-
niho prostoru As. Necht (€1,€3) je bdze vektorového zameéreni Vo prostoru As (.
€1, €> je dvojice linedrné nezdvislych vektori z V). Potom usporddanou trojici

Y = (P7€17€2>

nazyvame afinni soustavou soutadnic p (téZ repérem ) v prostoru As.

Souradnicemi bodu X € Ay v soustave souradnic ¢ budeme rozumeét souradnice
vektoru X — P v bdzi (€1, €5).

Definice 6 (Kartézska soustava soufadnic (v roving)). Kartézskou soustavou sou-
radnic rozumime afinni soustavu soutadnic (P;e1,€5), kde (€1, €s) je ortonormdlni
baze (tj. €1, €y jsou vzdjemné kolmé a jednotkové).

X-P

A 4

P €

Obrazek 1: Kartézska soustava souradnic v roviné

1.6 Zobrazeni

Definice 7 (Geometrické zobrazeni). Zobrazenim (geometrickym zobrazenim) rozu-
mime predpis, kterym je libovolnému bodu X (ktery je prvkem dané mnoZiny, napfr.
roviny) jako jeho obraz jednoznacné prirazen bod X' = f(X).

Definice 8 (Vzajemné jednoznacéné zobrazeni). Vzdjemné jednoznacnym zobraze-
nim rozumime zobrazent, které je prosté a zdroven je zobrazenim na mnozinu (1j. Ze
dvéma riznym bodum (vzorim) jsou pritazeny dva rizné obrazy a zdroven plati, Ze
kazdy bod mnoZiny, do nizZ zobrazujeme, je obrazem néjakého bodu z mnoZiny vzori).



Priklady geometrickych zobrazeni

1. Prikladem vzajemné jednoznacného geometrického zobrazeni je stredova sou-
meérnost (stejné jako vSechna ostatni shodné zobrazeni i stejnolehlost).

Obrézek 2: Stfedova soumérnost se stifedem S

2. Prikladem geometrického zobrazeni v roviné, které neni prosté, je rovnobézné
promitani do primky, které je dano smérem s a primkou p, viz Obr.[3l Z obrazku

Obrazek 3: Rovnobézné promitani ve sméru s z roviny do pfimky p

je patrné, ze vSechny body piimky rovnobézné se smérem s se zobrazuji do
jednoho bodu. Napriklad body primek k, m, q se v uvedeném poradi zobrazuji
do bodu K', M’,Q)'.



Dalsi priklady geometrickych zobrazeni:

3. Stejnolehlost.

Obrazek 4: Stejnolehlost se stfedem S a s koeficientem x = —2

4. Osova afinita.

Obrazek 5: Osova afinita dana osou o a dvojici bodu A, A’



5. Stredova kolineace.

Obrazek 6: Stiedova kolineace dand stfedem S, osou o a dvojici bodu A, A’

6. Kruhova inverze.

Obrazek 7: Kruhova inverze dané kruznici w

10



7. Stfedové promitani.

Obrazek 8: Stiedové promitani z trojrozmérného prostoru do roviny

PRIKLAD 1.1. Pomoci programu GeoGebra vyzkoumejte, zda se v ndsledugjicich
zobrazenich zobrazi stred usecky zase na stred usecky: stejnolehlost, osovad afinita,
stredova kolineace, kruhova inverze.

11



2 Afinni zobrazeni

Afinni zobrazeni v roviné je prikladem transformace roviny na sebe. Kazdému bodu
X roviny Es ptitadi bod X' = f(X) téZe roviny pii zachovani urcitych vlastnosti.
Dilezitym pojmem pti zavedeni afinniho zobrazeni je délici pomér. Jedna se o tzv.
invariant afinniho zobrazeni.

2.1 Deélici pomeér

Délicim pomérem zde rozumime cislo, které jednoznacné udava polohu bodu na
primce vzhledem ke dvéma pevné danym bodim této primky.

A C B

Obrazek 9: TTi kolineadrni body

Definice 9 (Délici pomér). Necht A, B,C; A # B, C # B, jsou tri body lezici na
primce (tj. t7i kolinedrni body). Délicim pomérem bodu C vzhledem k bodium A, B
rozumime redlné cislo A, které zapisujeme (ABC'), a pro jehoZ absolutni hodnotu

platt
_ |AC]

= 1
pritom pro bod C' leZici vné usecky AB je (ABC) > 0 a pro bod C' lezici uvvniti AB
je (ABC) < 0. Pro C = A je zreymé (ABC) = 0.

(ABC)|

Poznamka. Uvedend definice zavadi délici pomér pomoci podilu vzdalenosti bodu
C od danych bodt A, B. Protoze vzdalenosti jsou kladné, nepfinasi jejich podil
zadnou informaci o znaménku déliciho poméru, kterému pak musi byt vénovana
zvlastni ¢ast definice. Tomu se vyhneme, pokud pouzijeme k zavedeni pojmu délici
pomér odpovidajici vektory definované prislusnou trojici boda, viz Obr[10

M Nas

A - B

Obrazek 10: Délici pomér bodu C vzhledem k bodim A, B

Definice 10 (Délici pomér 2). Necht A, B,C; A # B, C # B, jsou tri body lezici
na primce (tj. tri kolinedrni body). Potom cislo \ definované rovnici

C—-A=X\C-B) (2)
znacime (ABC) a nazgvdme délicim pomérem bodu C vzhledem k bodim A, B.

12



Poznamka. Ve vztahu (2)) je obsazena kompletni informace o ¢isle A, tj. o jeho
absolutni hodnoté i o znaménku. Pro snazsi zapamatovani si mtzeme (2)) pfrepsat
do tvaru

_C-A
- C-pB
ktery sice neni formalné spravné, ale jasné koresponduje se vztahem (). Smysl ziska

A

az dosazenim soutadnic bodt A = [ay; as], B = [b1; bs], C = [c1;¢] :

1 —ax Co — Qg
A\ =

c1—by  ca—by

PRIKLAD 2.1. Urcete délici pomér (ABS) stredu S tsecky AB vzhledem k jejim
krajnim bodum A, B.

PRIKLAD 2.2. Pro body A, B,C plati (ABC) = \. Zapiste pomoci \ délici po-
mery (BAC), (CBA),(ACB),(CAB) a (BCA).

Reseni: Vztah (2) pro (ABC) = )\ piepiseme do tvaru A = AB + (1 — A\)C. Odtud

1 1 1
po vydeéleni A dostaneme B = XA + (1 — X)C Odtud je zfejmé, ze (BAC) = T
Poznamenejme jesté, ze ke stejnému vysledku vede také toto odvozeni: (BAC) =
C—-B 1 1

C—A_Ta~x

Analogicky odvodime vyjadfeni dalSich délicich poméri v ramci dané trojice bodu:

A 1 1

PRIKLAD 2.3. V roviné jsou ddny dva pevné body A, B. Urcete mnoZinu vsech
bodu X této roviny, pro ktere plati

AX] _

=k
[BX]

kde k je redlnd konstanta.

Reseni: Hledanou mnozinou je kruznice, které je znama jako ,, Apolloniova kruznice*.
Nalezeni jeji rovnice si usnadnime vhodnym umisténim bodd A, B vzhledem k sou-

fadnicovym osdm. Konkrétné je umistime na osu « tak, ze A = [—a,0] a B = [a, 0],
AX
kde a € R. Vztah ﬁ = k prepiseme do tvaru
|AX| = k|BX|

a dosadime uvedené souradnice bodt A, B, X. Dostaneme
V(e +a)? +y? =ky(z—a)+y2

13




Po umocnéni obou stran rovnosti na druhou a po nékolika tupravach, mimo jiné
také pouzijeme doplnéni na ¢tverec, dostavame rovnici vysetrované mnoziny bodi
X = [x,y] ve tvaru

ak®+1)\ 4a’k?
rT—————") 4=
k> —1 (k2 —1)2
ktery odpovida rovnici (z — s1)? + (y — 52)% = r? kruZnice se stiedem S = [sy, s9] a
polomérem r.

2.2 Afinni zobrazeni

Definice 11 (Afinni zobrazeni). Zobrazeni f afinniho prostoru A do afinniho pro-
storu A" se nazyvd afinni, jestlize ma tuto vlastnost: LeZi-li navzdajem rizné body
B,C,D z prostoru A na primce, pak jejich obrazy f(B), f(C), f(D) bud splyvayt,
nebo jsou navzajem ruzné, lezi na jednée primce a jejich délici pomer se rovnd deli-
cimu pomeéru jejich vzoru, tj.:

(f(B), f(C); (D)) = (B, C; D).

14



3 Afinni transformace roviny (Afinita)

Budeme uvazovat specialni piipad afinniho zobrazeni, kdy prostory A a A’ splynou.
Pijde nam tak o vzajemné jednoznacné zobrazeni prostoru A (v nasem pripadé F»)
na sebe.

Definice 12. Vzajemneé jednoznacné afinni zobrazeni afinniho prostoru FEo na sebe
nazyvame afinitou prostoru Ey nebo afinni transformaci prostoru FEs.

Poznamka. Vzdjemné jednoznacnym zobrazenim rozumime zobrazeni, které je za-
roven prosté a na mnozinu.

Véta 1. Vsechny afinity prostoru Es tvori pri obvyklém skldddni grupu, tzv. afinni
grupu prostoru Fs.

Dikaz. Slozenim dvou afinit prostoru F5 vznikne opét afinita prostoru Fs. K afinité
f existuje inverzni afinita f~! (afinita je vzdjemné jednoznac¢né zobrazeni). Neutral-
nim prvkem je zfejmeé identita. [

3.1 Analytické vyjadieni afinity v roviné

Kazdé afinni zobrazeni f v roviné Fs, které bodu X = [z,y] pfifazuje obraz X' =
(', 4], je mozné zapsat rovnicemi

I = anr + apy + b (3)

x/
Yy = anr + axny + b

a naopak, kazdé zobrazeni v roviné, které je dano soustavou rovnic (3)), je afinitou
v roviné. Soustavu (B]) mtzeme zapsat také pomoci matic

x ayn a x b
) az1 @22 L2 ba
Potom fekneme, ze afinitou je kazdé zobrazeni, které lze zapsat maticovou rovnici

X'=A-X+ B,
/
kdeX':[x}],X:[“],A:[aﬂ “12] aB:[bll.
Lo L2 21 a22 by

15



PRIKLAD 3.1. Maticovou rovnici ve tvaru (@) zapiste tyto afinity: (i) osovd sou-
mérnost podle osy vy, (i) stredovd soumérnost podle pocatku, (iii) Stredovd soumér-
nost se stredem v bodé [0,5]. VyuZijte: tube.geogebra.org/student/mUcquE9uT

Véta 2 (O urcenosti afinity v roving). Necht K, L, M a K', L', M" jsou dvé skupiny
nekolinedrnich bodu v roviné. Pak existuje jedind afinita f této roviny, kterd body
K, L, M zobrazuje v daném potadi na body K', L', M.

Dikaz. Vyuzijeme (3). Afinita f musi byt dana takovymito rovnicemi. Ukazeme,
ze za podminek uvedenych ve vété je tato afinita urcena jednoznacné, tj. existuje
jedina Sestice ai1, ai9, as1, ase, by, bo, kterd tuto afinitu specifikuje.

Pro jednotlivé dvojice bodl ,vzor — obraz® dostaneme nasledujici rovnice:
Kky, ko] — K'[E], K

apky + apks + by =k, (5)
ao1k1 + asnks + bo = ké (6)
L[lh l2] — L/[ /17 ZIQ]
arly + appls + by =1, (7)
a21l1 + a22l2 + b2 = l/2 (8)
Mmy, mo] — M'[mf, ms):
ayymy + ajgms + by = mf, (9)
a91MmMy + agsoms + bg = m'2 (10)

Pro znamé soufadnice bodu K, L, M, K’ L', M' tak mame soustavu 6 rovnic o 6
neznamych a1, aio, as1, ase, b1, by. Zajima nas, za jakych podminek ma jediné feseni.
Tyto podminky by se mély shodovat s obsahem véty 2 Po detailnim prozkoumaéani
rovnic ([B)—(I0) je patrné, Ze jejich soustava se da rozdélit na dvé vzajemné neza-
vislé soustavy 3 rovnic o 3 neznamych: soustavu rovnic (H), (@) a (@) o neznamych
ai1, aie, by a soustavu rovnic (@), ([8) a (I0) o nezndmych as, sy, by. PFitom prvni
z téchto soustav ma rozsirenou matici

ki ke 1| K
Lo L 110 |, (11)
my me 1|m]

druhd méa potom rozsifenou matici
ki ko 1] K]
Lo b 1] (12)
my mo 1| mj


http://tube.geogebra.org/student/mUcqvE9uT

Soustavy se tedy shoduji v matici soustavy (lisi se pouze vektory pravych stran).
Aby mély obé soustavy jediné feseni, musi byt determinant této matice rizny od
nuly, tj.

ky ko 1
L 1y 1]#0. (13)
mi Mo 1

Determinant v (I3]) snadno spocitame eliminaci jednicek na pozicich (2,3) a (3, 3)
postupnym odectenim prvniho radku od druhého a tretiho fadku a naslednym rozvo-
jem takto upraveného determinantu podle tfetiho sloupce. Dostaneme tak podminku

b=k =k
ml—k‘l mg—k‘g

40, (14)

ktera je splnéna praveé tehdy, kdyz jsou vektory L — K a M — K nezavislé, tj. body
K, L, M nelezi v pfimce.

Ted zbyva dokazat, ze kdyz body K, L, M nelezi v pfimce, ani body K’ L', M’
nemohou lezet v pfimce. Tentokrat vyuzijeme maticovou rovnici afinity X' = A -
X + B. Pro uvedené dvojice bodt plati:

K'=A-K+ B, (15)

L'=A-L+ B, (16
M =A-M+B. (17)

—_

~—

Dtikaz provedeme sporem. Predpokladame, ze K, L, M nelezi v primce a zaroven
body K’, L', M’ lezi v pfimce. Potom existuje j € R takové, ze L' — K' = j(M'— K').
Po dosazeni z (IH)—(I17) a vynasobeni obou stran rovnice zleva matici inverzni k A
dostaneme L — K = j(M — K), coz je spor s predpokladem nekolinearnosti bodu
K,L,M. Body K', L', M’ tedy také nemohou lezet v pfimce.

[l

17



3.2 Souvislost mezi skladanim afinnich zobrazeni a nasobenim matic

Pro zjednoduseni budme uvazovat pouze linedrni zobrazeni. To jsou afinni transformace s nulovym
vektorem posunuti, tj. v rovnicich [{l) maji by = by = 0.

PRIKLAD 3.2. Jsou ddina linedrni zobrazent f.q:
f.:c’_ab'x || _|A B |z
. y/ - c d y ’ g: y/ - C D y .
Urcete matici M sloZeného zobrazent
x x
- f =M - .
o] { y } [ y ]
Resenid: Uvazujme situaci zndzornénou na Obr.[ITl Bod X [z, 3] je afinitou f zobrazen na bod X [z1, y1],

x [ X,

Xl
Obrazek 11: Skladani afinit f a g v roviné

ten je pak afinitou g zobrazen na bod X'[2/,y/]. Tuto skutecnost miiZzeme zapsat rovnicemi
f 1 a b T g o ' A B 1

X = Xy = : X S X — : ’
-l ] e (5] 18 5

odkud po dosazeni za [ ;jl
1

v P8 [ e

Skladani afinit znazornéné Obr.[IT] ale mizeme zapsat i pomoci rovnic. Plati

} z prvni rovnice do druhé dostavame

f ry = ar + by 9 s T = Ax; + By
X = Xy : X = X' .
! Yy = cx + dy’ ! y = Cx; + Dy

Potom po dosazeni za x; a y; z prvni soustavy rovnic do druhé dostaneme

¥ = Alax+by) + B(ecx+dy) = (Aa+ Be)x (Ab+ Bd)y

x &y xr . +
"y = Clax+by) + D(cx+dy) = (Ca+Dc)xr + (Cb+ Dd)y’

18



po prepsani do maticového tvaru

Ca+ Dc Cb+ Dd

Y Y

¥ oy {x’}:{Aa—f—Bc Ab—l—Bd}'[x].

Z porovnani ([I8) a () je zfejmé, ze pro matici M slozené afinity ¢ - f plati:

M= A B |a b| | Aa+ Bc Ab+ Bd
| C D c d| | Ca+Dc Cb+ Dd

Rovnost (20)) tak pfindsi znamy algoritmus pro nasobeni dvou matic.

19

(19)

(20)



4 Shodna zobrazeni v roviné

Definice 13. Zobrazeni v roviné, které kazdym dvéma bodum X,Y pritazuje body X', Y’ tak, Ze
XY = XY
se nazyvd shodné zobrazeni v roviné (téz izometrické zobrazeni).

Poznamka. Muzeme téz Fici, Ze shodné zobrazeni zachovava vzdalenost bodu, tj. pro shodné zob-
razeni f: X — f(X) plati:
F(X) (V)] = [XY].

Véta 3. KazZdé shodné zobrazeni je prosté a afinni.

Dalsi vlastnosti shodnych zobrazeni:

1. Usecka se zobrazi na tisecku.

2. Poloprimka se zobrazi na poloptimku.
3. Piimka se zobrazi na primku.

4. Rovnobézky se zobrazi na rovnobézky.
5. Uhel se zobrazi na tihel s nim shodny.

6. Polorovina se zobrazi na polorovinu.

PRIKLAD 4.1. V euklidovské roviné E5 je zvolena kartézska soustava souradnic. Urcete, pro
které hodnoty cisel a, b existuje shodné zobrazeni roviny Ey do sebe, zobrazugici body [0,0], [2,1],
[4,a] po Tadé na body [1,2], [3,1], [5,b]? Je toto shodné zobrazeni urceno jednoznacné?

Véta 4 (O urcenosti shodného zobrazeni v roving). Shodné zobrazeni v roviné je jednoznacné uréeno
libovolnymi tremi nekolinearnimi body A, B, C' a tremi nekolinearnimi body A’', B', C', které€ jsou po
radé jejich obrazy.

Diikaz: Naznacte pomoci obrazku.
(Inspirujte se pfi tom apletem tube.geogebra.org/student /mevhiL.Qtx)

Poznamka. Jiz vime, Zze analogickd véta plati pro vSechna afinni zobrazeni v roviné (viz véta
o urcenosti afinniho zobrazeni v roving).
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4.1 Rovnice shodnosti v roviné

Kazdou afinitu f v roviné mizeme zapsat soustavou rovnic

f:a = anxr 4+ apy + b

21
Yy = anr + axny + b, (21)

kterou prepiseme uzitim matic do tvaru
x air a2 X bl
: - . + 22
AEbE-E MY &

fi X'=A-X+B. (23)

a strucné vyjadiime rovnici

Jak pozname, ze afinita (2I)) je shodnosti?

Je-li tato afinita shodnosti, plati pro vSechny dvojice bodu X [x1, 3], Y [y1, yo] a jejich obrazy X'[2], 4], Y[y}
vztah | X'Y’| = | XY, z néhoz po dosazeni souradnic uvedenych bodt dostaneme

V=202 + (v — 25)* = V(5 — 1) + (2 — 22)%, (24)

po umocnéni obou stran na druhou

/

(1 — 1) + (b — 25)” = (31 — 21)” + (y2 — 22)". (25)

Nyni do levé strany ([25) dosadime z (1), upravime na tvar obsahujici vyrazy (y; — 1) a (y2 — x2)
a diskutujeme, za jakych podminek je splnéna jeji rovnost s pravou stranou. Zjistime, zZe rovnost
| X'Y'| = |XY| nastava pravé tehdy, kdyz jsou pro prvky matice A (tj. koeficienty soustavy (21I))
splnény vztahy

aty +ag =1,

aZy 4 asy = 1, (26)

aaiz + aziaz = 0,

které lze stru¢né vyjadrit rovnosti
ai;  an app  aip L0
. = ) 27
{am a22} {am a22} {0 1} ( )

Odpovéd na vyse uvedenou otazku je tedy takova, ze rovnice (2I]) je rovnici shodnosti, praveé
kdyz plati
AT A=F, (28)

kde E je jednotkova matice, jinak feceno, kdyz je matice A ortonormalni.
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Poznamky.

1. Plati A” - A = E. Potom je ale AT = A~! a plati tedy i rovnost A - AT = E.

2. Zobrazeni, pro ktera plati | det A| = 1 nazyvame ekviafinni zobrazeni, struéné ekviafinity. Je
ziejmé, ze kazda shodnost je ekviafinita. Plati toto tvrzeni i obracené? Muzeme fici, ze kazda ekvia-
finita je shodnosti?

3. Je tieba si uvédomit, ze pti shodném zobrazeni mezi euklidovskymi prostory rtiznych dimenzi neni
matice A ¢tvercova. Potom vysSe uvedené iivahy o inverzni matici nemaji smysl a v platnosti zustava
pouze ptivodni podminka AT - A = F.

Samodruzné body

Samodruznym bodem (afinniho) zobrazeni rozumime bod, ktery se zobrazi sam na sebe, tj. pro jeho
soutadnice plati X’ = X. Pokud do rovnic (2]]) dosadime 2’ = = a y' = y je zfejmé, Ze souradnice
samodruznych bodi dané shodnosti jsou fesenim soustavy rovnic

(1 - an)lﬁl —appry = by
—Qa91T1 + (1 — agg)l’g = bg.

(29)

Samodruzné sméry

Samodruznym smérem rozumime smér, ktery se v (afinnim) zobrazeni zobrazi sim na sebe. Pro vyja-
dfeni sméru pouzivame vektor, napf. @ (pfislusny ,smér“ potom reprezentuji vSechny jeho nasobky).
Ma&-li byt tento smér samodruzny, musi pro vektor @', ktery je obrazem vektoru i, platit @' = A\,

kde A € R.

Zobrazeni mezi vektory zaméfeni afinniho bodového prostoru (obecné vsak toto zobrazeni probiha
mezi riznymi zaméfenimi ruznych bodovych prostori) zajistuje tzv. asociovany homomorfismus
(téz linearni zobrazenti).

Definice 14 (Homomorfismus). Zobrazeni ¢ vektorového prostoru V- do vektorového prostoru V' se
nazyvd homomorfismus (linedrni zobrazeni), jestlize pro vSechna uw,v € V, k € T (misto obecného
télesa T muzeme uvaZovat R) plati:

Definice 15 (Asociovany homomorfismus zobrazeni f v roviné). UvaZujme afinni transformaci f
prostoru Ey. Potom asociovanym (tj. jednoznacné pritazenym) homomorfismem afinity f rozu-
maime linedrni zobrazeni ¢, které zobrazuje zaméreni V, prostoru Fy do sebe takto:

u=Y =X = i) = fY) = f(X), (30)

kde XY a f(X), f(Y) jsou body z Es, i, (i) € V5.
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Asociovany homomorfismus ¢ afinity f je potom dan soustavou

@ ul = a11uU + a12U9
Uy = G21U1 + A2Ug,

/
0 Uy | | @11 Qa2 | | W
. / - )
Uq a1 Qa22 U2

coz lze zapsat, analogicky s rovnici (22]), ve tvaru

maticové pak

p: U =A- 1. (31)

Samodruzné sméry shodnosti (tj. vektory téchto sméri, pro které plati @ = A\@) jsou potom netri-
vialnim fesenim homogenni soustavy rovnic

()\ - (111)U1 —apuy = 0
(32)
—a91Uy + (/\ — a/22)u2 = 0.
Homogenni soustava n linearnich rovnic o n nezndmych ma netrividlni feseni praveé tehdy, kdyz
je determinant soustavy roven nule. Soustavy (B2) ma tedy nekoneéné mmnoho feSeni, jestlize plati
rovnost

(/\ - an) —a12

. (A — ) =0. (33)

Rovnici (B3] fikdme charakteristicka rovnice piislusného zobrazeni, v tomto pfipadé shodnosti v
roviné. Kazdy vektor u, pro ktery plati @' = ¢(u) = i, nazyvame vlastnim vektorem homomor-
fismu ¢, ¢islo A, které je Fesenim charakteristické rovnice, pak nazyvame vlastni ¢islo homomorfismu
v, odpovidajici vektoru u. Misto vlastni vektor a vlastni ¢islo se také pouzivaji terminy charakte-
risticky vektor a charakteristické ¢islo.

Uvedené postupy urceni samodruznych bodi a smérti shodného zobrazeni si nyni budeme ilustrovat
na nam dobre znamych shodnostech, na stfedové a osové soumeérnosti.

Stfedova soumérnost se stfedem v bodé& S = [2, —3] je ddna rovnicemi

¥ = —x+4,
A
Yy =—y—6.
Predstavme si, ze nevime, o jaké afinni zobrazeni se jedna a teprve to chceme zjistit.

-1 Lo } , jedna se

. [ P O
Matice tohoto zobrazeni je A = l 0 -1 01

} , sou¢in AT - A je roven AT - A = [
tedy o shodnost.

Nyni ur¢ime samodruzné body daného zobrazeni feSenim soustavy



Ta mé jediné feSeni [z, y| = [2, —3]. Jedn4 se tedy o shodné zobrazeni s jedinym samodruznym bodem
S = [2,—3]. V tvahu tak pfipada otoceni nebo stfedova soumérnost.

K rozhodnuti, ktera z téchto dvou moznosti je spravna, nadm pomuze urceni samodruznych smeéri
daného zobrazeni. Resime proto homogenni soustavu

()\ + 1)U1 = O,
()\ + 1)UQ = O,
které prislusi charakteristickd rovnice
(A+1) 0
=0,
0 (A+1)
po upravé ve tvaru
A+1)?=0.
Jejim jedinym feSenim je vlastni ¢islo A = —1, které dosadime do prislusné homogenni soustavy,
abychom dostali soustavu rovnic
0u1 = O,
OUQ = O,

jejimz feSenim je kazdy vektor ¢ = (uy,us) € R X R. VySetfovand shodnost mé tedy vSechny sméry
samodruzné. Jedna se proto o stfedovou soumérnost se stfedem S = [2, —3].

Osova soumeérnost s osou v souradnicové ose r je dana rovnicemi

Opét predstirame, ze nevime, o jaké afinni zobrazeni se jedna a teprve to chceme zjistit.

1 L0 } , jedna se tedy

O v T . T o
0 _1},souc1nA - A jeroven A .A—[O 1

Matice tohoto zobrazeni je A = [
o shodnost.
Nyni uré¢ime samodruzné body daného zobrazeni feSenim soustavy
O0x =0,
2y = 0.
Ta mé nekoneéné mnoho feSeni. Jsou jimi vSechny uspotddané dvojice ve tvaru [z,0]; x € R. Jedna

se tedy o shodné zobrazeni, jehoz vSechny samodruzné body lezi v pfimce o rovnici y = 0. V tvahu
tak pripada jedind moznost, osova soumeérnost s osou v souradnicové ose x.

Prestoze jsme dané zobrazeni jiz identifikovali, dokon¢ime analyzu jeho vlastnosti ur¢enim samodru-
znych smért. Resime proto homogenni soustavu

()\ — 1)U1 = O,
(/\ + ].)UQ = 0,
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které prislusi charakteristicka rovnice

(A—=1) 0 _ 0
0 (A+1) ’
po upravé ve tvaru
A=1)(A+1)=0.
Charakteristickd rovnice ma dva kofeny (vlastni ¢isla) Ay = 1,\y = —1, které postupné dosadime

do prislusné homogenni soustavy a vypocitame soutradnice prislusnych vlastnich vektord daného
zobrazeni.

Pro A\; = 1 dostavame soustavu

0u1 = O,

2U2 = O,
jejimz fegenim je kazdy vektor v = (uy,0) € R% Samodruzny smér urcéeny témito vektory je rovno-
béZny s osou x (tj. s osou soumérnosti).
Pro A\, = —1 dostavame soustavu

—2U1 = 0,

OUQ = O,

jejimz feSenim je kazdy vektor o, = (0,us) € R% Samodruzny smér uréeny témito vektory je kolmy

k ose = (tj. k ose soumérnosti). Urceni dvou na sebe kolmych samodruznych smért je v souladu se
skutecnosti, ze uvazované shodné zobrazeni je osova soumérnost.

PRIKLAD 4.2. Zjistéte, »da existuje shodnost Es, pii které se bod K = [10;0] zobrazi na
pocdtek K' = [0;0] a bod L = [25;20] na bod L' = [0;25]. V kladném pripadé napiste rovnice tohoto
zobrazeni a najdete jeho samodruzné body a smery.

Reseni: Za¢neme tim, Ze si ovéiime, zda zadané body spliuji definici shodného zobrazeni, tj. zda
|K'L'| = |KL|. V ptipadé této tlohy zvlddneme ovéfeni provést zpaméti. Vysledkem je, ze zadéani
vyhovuje definici shodnosti.

Dalsi postup feseni tlohy si ilustrujeme pomoci zapisu v programu wxMaxima (viz http://andrejv.github.io,
(%1i1) A:matrix([all,al12],[a21,a22]); B:matrix([bl], [b2]);

all al2
(%eol) <a21 a22)

(%02) (Z;)

Rovnici X' = A- X + B vyjadiime ve tvaru A- X + B — X’ = O a dosadime soutadnice danych dvojic
bodt K, K" a L, L'. Potom zapiSeme podminku (28)) pro to, aby bylo afinni zobrazeni shodnosti ve
tvaru AT - A — E = O. (V programu wxMaxima zapiSeme jenom levé strany uvedenych rovnic.)
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(%13) s1:A.[10,0]+B-[0,0]; s2:A.[25,20]+B-[0,25];
s3:transpose(A) .A-ident(2);

bl + 10all
(%03) <b2 +10 a21)

(‘704) bl +20al2+25all
0 b2 + 20422 + 25a21 — 25

((7 5) a21? +al1> =1 a21a22+allal2
00 a2l a22 +allal2 a22? +al2?—1

Vsechny prvky vyse uvedenych matic musi byt rovny nule (Pro¢?). Dostaneme tak soustavu sedmi
rovnic pro Sest neznamych aiq, a2, as1, aso, by, bo.

(%i6) rov:[s1[1,1],s1[2,1],s2[1,1],s2[2,1],83[1,1],s3[1,2],s3[2,2]];

(%06) [b1+10all,b2+10a21,b1+20al2+425all, b2+20 a22+25a21 —25, a21*+all*—1,a21 a22+
allal2,a22* + al2? — 1]
Tato soustava méa nasledujici dvé feseni (nejedna se o soustavu linearnich rovnic, proto muze mit dvé

feseni):

(%1i7) res:solve(rov,[all,al2,a21,a22,bl1,b2]);

4 3 3 4
(%07) [lall = g,a12 = —5,a21 = g,a22 = g,bl = —8,b2 = —6],
4 3 3 4
[all = —g,a12 = g,a21 = g,a22 = g,bl = 8,02 = —06]]

Dvéma fesenim odpovidaji dvé rizné shodnosti. Zjistili jsme tedy, zZe existuji dvé shodnosti, které
prevadéji body K, L na body K’ L' (Coz se, vzhledem ke vété o urcenosti shodného (afinniho)
zobrazent dalo ¢ekat. Pro¢?). Pokracujeme v FeSeni tlohy pro kazdou z téchto shodnosti zvlast. Pro
zapis rovnic uvazovanych shodnosti si nejprve pripravime matici RovTr, jejimiz fadky jsou rovnice
afinity v obecném tvaru (tato matice neni nutnou soucésti postupu feseni, jedna se jenom o usnadnéni
vizuélni prezentace rovnic v programu).

(%18) RovTr:matrix([xl=all*xx+al2*xy+bl], [yl=a2l*x+a22*xy+b2]);

rl=al2y+allx+ b1
(7e08) (yl =a22y + a2lz + b2)
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ReSeni ¢&. 1:

(%19) Al:ev(A,res[1]); Bl:ev(B,res[1]);
_3

(%09) < é5>
5

(%010) <:2>

Prislusnd shodnost ma rovnice

O QU [~

(%i11) Ril:ev(RovTr,res[1]);

<%on>( NI )

Samodruzny bod je bod, pro ktery plati X’ = X. Pro vypocet soufadnic samodruznych bodu daného
zobrazeni tak do rovnice X’ = A - X + B (pro snazsi zpracovani programem piepsané do tvaru
A-X+B—X =0) za X’ dosadime X a fesime odpovidajici soustavu dvou rovnic s nezndmymi x, y.

(%112) RovSB1:Al.[x,y]l+B1l-[x,y]; solve([RovSB1[1,1],RovSB1[2,1]1], [x,y]);

Protoze tato soustava mé jediné feseni, mé dana shodnost jediny samodruzny bod S = [5, —15].

Pro vysetfeni samodruznych sméri daného zobrazeni fesime charakteristickou rovnici (33])

(%114) CharMi:A1-%lambdax*ident(2);
CharR1:expand(determinant (CharM1))=0;
solve(CharR1,%lambda) ;

(%015) )\2—%+1:0

31—4
3

_3¢+4]
5

A

(%016) [\ =

Charakteristickd rovnice nema feSeni v oboru realnych ¢isel. Dana shodnost tak nemé zadny samod-
ruzny smer.

Protoze uvazované zobrazeni ma praveé jeden samodruzny bod a nemé zadny samodruzny smeér, jedna
se o otoc€eni se stfedem S = [5, —15].

Poznamka. K tuplné identifikaci daného zobrazeni nam zbyva urcit tihel otoceni av. Jak to udélame?
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ResSeni ¢&. 2:

Postupujeme analogicky s fesenim ¢. 1.

(%117) A2:ev(A,res[2]); B2:ev(B,res[2]);

)

4
5

@@w)<‘

3
5

(%o18) (i)

Rovnice zobrazeni

[SAIE=G R[N

(%119) R2:ev(RovTr,res[2]);

rl=3 _4r4g
sror9) (11245 )
Samodruzné body:

(%120) RovSB2:A2.[x,y]+B2-[x,y]; solve([RovSB2[1,1],RovSB2[2,1]], [x,y]);
3y 9z
= — =48

sro) (5,7 275)
T £

(%0021) ]

Toto zobrazeni tedy nema zadny samodruzny bod.

Samodruzné sméry:

(%122) CharM2:A2-%lambdax*ident(2);

CharR2:expand(determinant (CharM2))=0;
solve(CharR2,%lambda) ;

_)_ 4 3
sroz) (0 L)
5 5
(%023) A* —1=0
(%024) A= —1,\ = 1]

(%125) RovSS2:A2. [u,v]-[%lambda*u,%lambda*v] ;
3u N\ — 4u
5

Vo2 <—Av A 53—)

(%126) RovSS21:ev(RovSS2,%lambda=-1);
solve([RovSS21[1,1] ,RovSS21(2,1]1], [u,v]);

3v | u
(%026) (ﬁ _:_ﬁ) solve : dependentequationseliminated : (2)
5 75

(%027) [[u = —3%rl,v = %rl]]
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(%128) RovSS22:ev(RovSS2,%lambda=1);
solve([RovSS22[1,1],RovSS22[2,1]1], [u,v]);

(%028) <§U_ E) solve : dependentequationseliminated : (2)
5

Zobrazeni ma dva na sebe kolmé samodruzné smeéry « = (—3,1), 4 = (1, 3).

Jedna se o posunuté zrcadleni.

Poznémka. K tuplné identifikaci vysledného zobrazeni ndm zbyva urcit osu o a vektor posunuti ¢.
Jak to udélame?
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4.2 (Osova soumeérnost

Definice 16. Necht je ddna primka o, kterou mazyjvime osa soumérnosti. Potom pro obraz M’
libovolného bodu M této primky o plati M' = M. Ke kazdému bodu X, ktery neleZi na primce o,
sestrojime obraz X' ndsledujicim zpusobem: Bodem X wedeme kolmici k na primku o a jeji patu
oznacime Xo. Na poloprimce opacéné k poloprimce XoX sestrojime bod X' tak, Ze | X'Xq| = | X Xo.
Takto definované zobrazeni nazgyvdme osova soumeérnost s osou o a znacime ho O(0).

Obrazek 12: Definice osové soumérnosti

Poznamky:
1. O bodech X, X' fikdme, Ze je to dvojice bodi soumérné sdruzenych podle osy o.
2. Osova soumérnost je prikladem involutorniho zobrazeni (involuce).

PRIKLAD 4.3. Je dina primka p a body A, B v téZe poloroviné s hranic¢ni primkou p. Najdéte
vSechny body X € p takové, Ze soucet vzddlenosti |AX |+ |BX| je minimalnt.

>

\

-

>
I
W
\\
\
AN
\x
\
\
>

Obrazek 13: Vyuziti osové soumérnosti ke geometrickému feseni prikladu
Véta 5. Osovd soumeérnost je shodné zobrazeni.

Samodruzné body a sméry osové soumeérnosti

Kazda shodnost je unikatni svou kombinaci samodruznych bodt a smért. Pozdéji tuto skutecnost
vyuzijeme ke klasifikaci shodnosti.
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Véta 6 (Alternativni definice osové soumeérnosti). Shodné zobrazend, jehoz viechny samodruzné body
vyplni primku o, je soumeérnost podle osy o.

Véta 7. Jestlize existuji na primce dva rizné samodruziné body, pak kaZdy bod této primky je sa-
modruzny.

Véta 8. Md-li shodnost aspon tri nekolinearni samodruzné body, je to identita.
Véta 9. Mad-li shodnost dva rizné samodruzné body a neni identitou, pak je osovou soumeérnosti.

Véta 10. Samodruzné primky osove soumérnosti jsou primky kolmé na osu soumeérnosti.

4.2.1 Analytické vyjadreni osové soumérnosti O(o) v roviné

PRIKLAD 4.4. Napiste analytické vyjddieni osové soumérnosti s osou v souradnicové ose x

(y)-

Reseni: Dle obrazku [I4] je zfejmé, Ze uvedené osové soumeérnosti maji nize uvedené analytickd vyjéa-
dfeni.

X[x,-y]

Obrazek 14: Odvozeni rovnic osové soumérnosti s osou v souradnicové ose = (y)

Osovd soumeérnost s osou x: Osovd soumeérnost s osou y:

"'=¢ ¥ =—x

! !
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Ne vzdy je ale mozné osu soumérnosti takto vyhodné umistit do souradnicové osy. Proto si odvodime
rovnice osové soumérnosti s obecné umisténou osou.

Osova soumérnost podle osy o dané rovnici o:ax+by+c=0

N XXyl

Obrazek 15: Odvozeni rovnic osové soumérnosti O(o)

Dle obrazku [I5] plati

X' — X =2(X, — X),
XQ —X = k‘(a, b)

7 druhé rovnosti vyjadiime xqg = x + ka,yo = y + kb a dosadime je do obecné rovnice osy o:
b
a(x + ka) + b(y + kb) + ¢ = 0. Odsud potom vyjadiime parametr k = —%, ktery dosadime
a

do rovnice

X' — X = 2k(a,b).

Po tpravé a rozepsani po slozkiach dostavame rovnice osové soumérnosti O(0):

2a
/I

/

y =y — (ax + by + ¢)

a? + b2

PRIKLAD 4.5. V cukleidovské roviné je ddana soumérnost podle primky p : 3x — 4y + 1 = 0.
Napiste rovnice této soumernosti.
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4.2.2 Osova soumérnost - Ulohy

1. Dokazte Vivianiho vétu.

Véta 11 (Vivianiho véta). V rovnostranném trojihelniku je hodnota souctu vzdalenosti libovolného
bodu od stran trojuhelniku konstantni, nezdvisla na poloze bodu.

2. Reste Fagnantiv problém:
,Danému ostrotihlému trojihelniku vepiste trojihelnik o nejmensim obvodu.*

3. Provedte nasledujici tzv. Mascheroniovu konstrukei':
,Je ddna kruznice k(S;r); déle je ddna dvéma body A, B (body nelezi na kruznici) jeji sena p, ktera
neprochézi stfedem S. Sestrojte priseciky primky p s kruznici k, aniz pfitom pouzijete pravitka.®

4. Dokazte nasledujici vlastnost pruseciku vysek (ortocentra) trojuhelniku:
,Body soumérné sdruzené s prusecikem vysek podle stran trojihelnika, lezi na kruznici trojihelniku
opsané.”

5. Napiste rovnice soumeérnosti podle primky o: 2x — 3y + 1 = 0.
6. Sestrojte trojuhelnik ABC, je-li dan obvod o = 12¢m a thly a = 60°, § = 45°.

7. Jsou dany dvé rtznobézky p, ¢ a bod A mimo né. Najdéte body B € p, C' € g tak, aby obvod
trojuhelniku ABC byl minimalni.

8. Sestrojte konvexni ¢tyruhelnik ABC' D se stranami dané velikosti, je-li — AC' osou vnitiniho tthlu
pii vrcholu A.

9. Sestrojte ¢tverec ABCD, je-li dano a + e = 10cm.
10. Sestrojte obdélnik ABC D, je-li dano e = 7em, a — b = lem.

11. Sestrojte lichobéznik ABC'D (AB||/CD), je-li dano b = 3cm, ¢ = 2.5¢m, d = 2.6¢m, a— 5 = 20°.

4.2.3 Osova soumérnost - Ulohy na doméci pFipravu

12. Dokazte veétu: ,V kazdém trojihelniku déli osa libovolného vnitiniho thlu protéjsi stranu v
poméru stran prilehlych.

13. Napiste rovnice osové soumeérnosti, zobrazujici poc¢atek na bod [1, 5].

14. Je dana pifimka p a dvé kruznice ki, ko oddélené primkou p. Sestrojte rovnostranny trojihelnik
tak, aby na kazdé z kruznic kq, ks byl jeden vrchol a jedna z vysek lezela na primce p.

15. Jsou dany tii rtzné primky pi, pe, ps, prochazejici bodem S; na primce p; je dan bod A # S.
Sestrojte trojuhelnik ABC| jehoz osy vnitinich thlu lezi v pfimkach py, ps, ps.

! Lorenzo Mascheroni (italsky matematik, 1750-1800) dokézal ve své knize Geometria del Compasso (1797), ze
kazda konstrukce realizovatelna uzitim kruzitka a pravitka bez méritka se da provést pouze pomoci kruzitka. Proto se
takovym konstrukcim fikéd Mascheroniovy konstrukce. Nutno vSak uvést, ze diukaz téhoz tvrzeni publikoval vice nez
sto let pfed Mascheronim dansky matematik Georg Mohr.
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16. Jsou dany tii pfimky oy, 09, 03 prochéazejici bodem O. Na 0; dan bod A;. Sestrojte AABC' tak,
aby 01, 09, 03 byly osami jeho stran a bod A; stfedem strany BC.

17. Jsou dany body X, Y a pfimka p, kterd je oddéluje. Sestrojte rovnoramenny trojtihelnik ABC,
jehoz hlavnim vrcholem je bod C, osou soumeérnosti piimka p a jehoz ramena maji danou velikost a.
Piimka AC necht prochazi bodem X a pfimka BC bodem Y.

18. Je dana primka p a body A, B, lezici ve stejné poloroviné s hrani¢ni pfimkou p. Sestrojte bod
X € p tak, aby [£ZAXp| = 2|£BXp|.

19. Jsou dany body A, B, C' a ptfimka p kolmé k pfimce AB tak, Ze prochazi bodem C' a body A, B
lezi v téze poloroviné urcené primkou p. Sestrojte na piimce p takovy bod X, aby z ného byla vidét
usecka AB pod stejnym tthlem jako tsecka BC'.

20. Obrazy stfedu S kruznice opsané trojuhelniku ABC' v osovych soumérnostech podle piimek BC)|
AC, AB jsou vrcholy trojuhelniku A, B;Cy. Dokazte, Ze je tento trojihelnik shodny s trojuhelnikem
ABC.
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4.3 Otoceni

Definice 17. Otoceni neboli rotace je zobrazeni urcené stredem S a orientovanym uhlem velikosti
@, které bodu S pritazuje tyZ bod S a libovolnému bodu X # S pritazuje bod X' tak, ze | X'S| = | X S|
a orientovany thel X SX' md velikost p. Zobrazeni znacime R(S, ), bod S se nazyvd stred otocent
a orientovany uhel velikosti ¢ je uhel otoceni.

Obréazek 16: Otoceni R(S, «)

Shodnost, ktera neni ani identitou ani osovou soumeérnosti, ma nejvyse jeden samodruzny bod

Véta 12 (Alternativni definice otodeni). Shodnost s pravé jednim samodruznym bodem S je otoce-
nim; bod S je stred otocend.

PRIKLAD 4.6. Odvodte analyticke vyjadrent otoceni se stredem v pocdtku souradnicové sou-
stavy o uhel a. Potom ukazte, Ze toto zobrazeni md jediny samodruzny bod - stred otocend.

Reseni: Postupujeme podle obrazku 7l

Vi — X
|
r |
X
vyt == =
' r
a |
Bl 4 + 5
S X' X

Obréazek 17: Otoceni R(|[0, 0], «v)

Rovnice otoceni o tithel o kolem pocatku jsou

¥ =wxcosa — ysina

y' = xsina + ycosa

Véta 13. SloZenim dvou osoviych soumeérnosti s ruznobézZnymi osami vznikne otocent, jehoZ stredem
je prisecik téchto os.
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Véta 14. Kazde otoceni lze slozZit ze dvou osoviych soumérnosti, jejichZ osy jsou riznobézky prochd-
zejici stredem otoceni. Jednu z téchto os lze volit libovolné tak, Ze prochdzi stredem otoceni. Druhd
je touto volbou urcena jednoznacné.

Véta 15. Otoceni se stiedem S a uhlem velikosti o prevadi primku p v primku p’ riznobéinou s p;
pritom dva vrcholové uhly, které p a p’ tvori, maji velikost c.

Analytické vyjadFeni otoceni (rotace) R(S,«) v roviné

Soufadnice stiedu: S = [s1, $9]

¥ = (x —s1)cosa— (y— sy)sina + s;
y' = (x —s1)sina+ (y — s2) cosa + o
Po tpravé dostaneme:

¥ =wxcosa —ysina + s, — 51 cosa + sy sina

Yy = xsina + ycosa + sy — s 8ina — Sy COS

PRIKLAD 4.7. Afinni zobrazeni euklidovské roviny na sebe zobrazuje vrchol A trojuhelniku
ABC na bod B, bod B na bod C a bod C na bod A. Muze to byt zobrazeni shodné? Jestlize ano,
napiste jeho rovnice vzhledem k vhodné zvolené kartézské soustavé souradnic.
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4.3.1 Otoceni - Ulohy

21. Jsou dany dvé shodné usecky AB, C'D. Urcete otoceeni, které zobrazi A na C'a B na D.

22. Je dana kruznice k(S;7) a bod P # S. Bodem P vedte pfimku, na které kruznice vytina tsecku
dané velikosti d.

23. Jsou déany rizné rovnobézné piimky a, b, c a bod A, ktery lezi na primce a. Sestrojte vsSechny
rovnostranné trojihelniky ABC), jejichz vrcholy B, C' lezi po fadé na piimkach b, c.

24. Je dana kruznice k(S;3cm) a bod A (|SA| = 1.5¢m). Sestrojte v8echny tétivy XY kruznice k o
délce 5.5¢m, které prochéazeji bodem A.

25. Je dana kruznice k(S;7), bod B a tsecka délky d (d < 2r). Sestrojte tétivu XY kruznice k délky
d tak, aby byla vidét z bodu B pod thlem 60°.

4.3.2 Otoéeni - Ulohy na doméci pi¥ipravu

26. Jsou dany dvé rovnobézné piimky a,b a mimo né bod C. Sestrojte rovnostranny trojihelnik
ABC tak, aby jeho vrcholy A, B lezely po fadé na pfimkach a, b.

27. Jsou dany kruznice k, pfimka p a bod A lezici vné k. Sestrojte rovnostranny trojihelnik s
vrcholem v bodé A tak, aby zbyvajici vrcholy lezely na k a na p.

28. Pri odvalovani kruznice po piimce se body soustavy spojené s kruznici pohybuji po trajektoriich,
kterym se fika cykloidy. Rozlisujeme tii typy cykloid, v zavislosti na tom, zda bod lezi vné, na nebo
uvniti kruznice. Zobrazte tyto krivky pomoci programu GeoGebra.
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4.4 Stredova soumérnost

Definice 18. Stfedova soumérnost se stredem S je shodné zobrazeni, které bodu S prirazuje tyz
bod S a libovolnému bodu X # S pritazuje bod X' tak, Ze bod S’ je stredem usecky X X'. Zobrazeni
znacime S(S).

Obréazek 18: Stfedova soumérnost S(5)

Poznamka. Stfedovou soumérnost muzeme chapat téz jako specidlni pfipad rotace R(S,«) pro
a=m,tj. S(5) = R(S, ).

Vlastnosti stifedové soumeérnosti:

1) Lze ji rozlozit na dvé osové soumérnosti, jejichz osy jsou navzajem kolmé a prochézeji stfedem
soumeérnosti S; jedna z os je volitelna.

2) Vznikne slozenim libovolnych dvou osovych soumérnosti, jejichz osy jsou k sobé kolmé (stfed
soumérnosti S odpovida priseciku téchto os).

3) Je jednozna¢éné uréena svym stiedem
4) Je to involutorni zobrazeni (téZ involuce).
5) Stfedova soumérnost je primd shodnost.

6) Stiedova soumérnost ma jediny samodruzny bod, stfed S, a vSechny sméry samodruzné.

Véta 16. V soumernosti podle stredu S je obrazem kazZdé primky primka s ni rovnobéznd. Primka,
kterd prochazi stredem S je samodruznd.

Analytické vyjadreni stfedové soumeérnosti S(S) v roviné
Soufadnice stiedu: S = [s1, $9]

= —x+2s

Y = —y+2s,

Véta 17. KaZda shodnost v roviné se da slozit z nejvyse tri osovych soumérnosti.
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4.4.1 Sti¥edova soumérnost - Ulohy

29. Je dana kruznice k(O;r) a pfimka p, kterd ma od stfedu O vzdalenost v > 0; déle je dan bod S,
ktery lezi uvnitt poloroviny pO. Sestrojte tisecku se stiedem S, kterd ma krajni body K, P po fadé
na kruznici k£ a na piimce p.

30. Je dana kruznice k(S,r). Bodem P, ktery lezi vné kruznice k, vedte pfimku p, kterd protina
kruznici v bodech A, B tak, ze A je stfedem tsecky BP.

31. Je dan thel AV B a bod S jeho vnitiku. Sestrojte na rameni VA bod X a na rameni V' B bod
Y tak, aby bod S byl stredem tsecky XVY.

32. Je déana usecka AA; (JAA;| = bem). Sestrojte vSechny trojuhelniky ABC, pro které je AA;
téznici t, a pro které plati: ¢ = 4ecm, b = Tecm.

33. Je dana usecka AA; (JAA;| = 5em). Sestrojte vSechny trojuhelniky ABC, pro které je AA;
téznici t, a pro které plati: v = 45° 3 = 60°.

34. Jsou dany dvé kruznice ki, ko, které se protinaji ve dvou bodech () a R. Bodem @ vedte piimku,

kterd vytina na obou kruznicich tétivy stejné délky.

4.4.2 Stiedova soumérnost - Ulohy na doméaci piipravu

35. Je dan trojuhelnik ABC' a jeho vnitini bod M. Sestrojte vSechny tsecky XY se stfedem M a s
krajnimi body X, Y na hranici trojuhelniku.

36. Vepiste danému rovnobézniku ABCD ¢tverec XY UV tak, aby na kazdé strané rovnobézniku
lezel jeden vrchol c¢tverce.

37. Je dan thel AV B a bod S jeho vnitiku. Sestrojte na rameni VA bod X a na rameni V' B bod
Y tak, aby XY'S byl rovnoramenny pravotuhly trojihelnik s preponou XY.

38. Je déna usecka AA;; |AA;| = 4.5¢m. Sestrojte vSechny pravothlé trojihelniky ABC' s pravym
uhlem pri vrcholu C, v nichz AA; je téznici t, a t, = 6¢cm.
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4.5 Posunuti (Translace)

Definice 19. Orientovanou tuseckou AB je ddn vektor p = ﬁ Posunuti neboli translace je
zobrazend, které kazdému bodu X roviny pritazuje bod X' tak, Ze plati X X' = p, tj. X' = X + p.

Zobrazeni znacime T ().

Ol
>

Obréazek 19: Posunuti 7 (p)

Poznamka. Posunuti (translaci) miizeme definovat téz jako shodnost, kterd vznikne slozenim dvou
osovych soumérnosti s rovnobéznymi a rtiznymi osami. Smér posunuti je potom kolmy na smér téchto
os a jeho velikost je rovna dvojnasobku jejich vzdalenosti.

Véta 18. KaZdou translaci lze sloZit ze dvou osovych soumérnosti s rovnobézZnymi osami z nichz
jednu lze volit libovolné, kolmo na smér translace a druhd je touto volbou urcena jednoznacne.

Véta 19. Posunuti (translace) nemd Zddny samodruiny bod a zobrazuje primku do primky s ni
rovnobézné (tj. md vSechny sméry samodruzné).

Véta 20. Necht X' je obraz libovolného (proménného) bodu X v dané translaci T. Pak vsechny
primky X X' jsou navzdjem rovnobéiné a vsechny iusecky X X' jsou navzajem shodné.

4.5.1 Analytické vyjadfeni posunuti (translace) T(p) v roviné

Rovnice posunuti 7 (p), kde p'= (p1, p2):

¥=x+p
Yy =y+p

PRIKLAD 4.8. Jaké zobrazeni mize byt viysledkem skladani dvou posunuti?
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4.5.2 Posunuti - Ulohy

39. Jsou dany piimka p a dvé nesoustiedné kruznice ki (S1,71), k2(S2,72). Vedte pfimku rovnobéznou
s primkou p tak, aby na ni kruznice k, ko vytinaly shodné tétivy. [1]

40. Sestrojte ¢tytuhelnik ABC D, jehoz uhlopticky sviraji pravy thel, jsou-li dany velikosti ithlopficek
|AC| = e, |BD| = f a velikosti uhla |ZABC| = 90°, |ZADC| = 4. [2]

41. Sestrojte lichobéznik, jsou-li dany velikosti jeho stran a, b, c,d. [1]

42. Sestrojte ¢tyfuhelnik ABCD, jsou-li dany velikosti jeho stran |AB| = a,|BC| = b,|CD| =
¢,|DA| = d a odchylka w piimek AD, BC. [2]

43. Sestrojte rovnobéznik, jsou-li dany délky jeho stran a velikost tihlu jeho thlopiicek. [1]

44. Sestrojte lichobéznik ABCD, jsou-li dany délky obou jeho zakladen a, ¢ a obou jeho thlopricek
e, f. 1]

45. Jsou dany dvé rtznobézky a,b a tsecka délky r. Sestrojte vSechny kruznice k se stfedem na
primce a, polomérem r, které na primce b vytinaji tétivu délky r. [1]
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4.6 Posunuté zrcadleni (Posunuta soumérnost)

PRIKLAD 4.9. Je dina primka p a dva body A, B v téZe poloroviné s hranicni primkou p. Na
primce p sestrojte usecku XY délky d tak, aby soucet |AX|+ | XY |+ |Y B| byl co nejmendi.

Vime, ze kazdéa shodnost v roviné se da slozit z nejvyse tfi osovych soumérnosti. V ptipadech jedné
a dvou osovych soumérnosti uz mame jasno - slozenim jedné osové soumeérnosti miize vzniknout
samoziejmé jenom tato soumérnost, slozenim dvou osovych soumeérnosti pak lze vytvorit otoceni
(rtiznobézné osy), sttedovou somérnost (kolmé osy), posunuti (rovnobézné osy) a identitu (dvé to-
tozné osy). Kazdé z téchto zobrazeni je zaroven unikatni svou skladbou samodruznych bodt a sméri

— osova soumérnost ma primku samodruznych bod a dva na sebe kolmé samodruzné sméry,

otoceni ma jediny samodruzny bod a zadny samodruzny smeér,

sttedova soumérnost ma jediny samodruzny bod a vSechny sméry samodruzné,
— identita ma vSechny body i sméry samodruzné.

Pokud existuje né&jaké dalsi shodné zobrazeni, nemize mit zaddny samodruzny bod (jinak by to bylo
otoCeni, stfedova soumeérnost, osova soumérnost nebo identita). Nagim tikolem je proto vysSetfit, zda
existuje shodné zobrazeni bez samodruznych bodu, které vznikne sloZenim ti¥i osovych
soumérnosti.

Ukéze se, ze takové zobrazeni skutecné existuje. Nazveme ho posunuté zrcadleni (téz posunutd sou-
mernost).

Definice 20. Je dana primka o. Zobrazent sloZené z posunuti ve sméru primky o a 0sové soumérnosts
podle osy o se nazyvd posunuté zrcadleni (t€Z posunutd soumérnost).

X
+
P
0
X, X'
+ +

Obrazek 20: Posunuté zrcadleni Z : X — X’

Veéta 21. Posunuté zrcadleni se dd slozit z osové a stredové soumeérnosti, pricemz stred stredove
soumernosti neleZi na ose 0S0VE sOUMErnosti.

Véta 22. Posunuté zrcadleni nemd samodruzné body.

PRIKLAD 4.10. Nechf AB, A'B' jsou riznobéiné a shodné usecky. DokaZte, Ze existuje posu-
nuté zrcadleni nebo osovd soumérnost, které prevadéji body A, B po tadé v body A', B'.

Reseni:
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Obrézek 21: Posunuté zrcadleni Z : AB — A’'B’

_ y
X=lcy)
° ‘ 0 ‘ X
-4 -2 0 2
5 - (p17 0)
X1=xq:y4] X'=[X,y'J=[x+p4,-Y]

Obrazek 22: Posunuté zrcadleni Z : X — X’

4.6.1 Analytické vyjadreni posunutého zrcadleni

Posunuté zrcadleni dané osou soumeérnosti v ose = a vektorem posunuti p'= (p1,0) (viz Obr. 22])

Z: 2 =x+p,
y =—y.

4.6.2 Posunuté zrcadleni — Ulohy na domaci pFipravu

46. Jsou dany dvé rtiznobézky a,b a na nich dva body A # B (A na a, B na b). Uréete bod X na a
a bod Y na b tak, aby platilo |AX| = |BY| a déle aby:

a) XY||p, kde p je dané piimka; [1]

b) XY =d, kde d je pfedem dana tsecka; [1]

c) stfed tsecky XY lezel na dané piimce ¢. [1]
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5 Skladani shodnosti v roviné

5.1 Skladani afinnich zobrazeni

Definice 21 (Skladéani afinnich zobrazeni). Necht fi je afinni zobrazeni prostoru A do A', fy afinni
zobrazent prostoru A’ do A". Jestlize kaZdému bodu X € A je v fi pritazen bod X, = f1(X) € A’
a bodu Xy = f1(X) pritazen bod X' = fo( f1(X)) € A", rikame, Ze zobrazeni f pritazujici bodu X
bod X' = fo(f1(X)) vzniklo sloZenim zobrazeni fi a fo. Zapisujeme f = fo- f1, f = fof1, f = fao i
nebo [ = f2(f1(X)).

x N x

AN L

Xl
Obrazek 23: Skladani zobrazeni f; a fs

Véta 23. SloZenim dvou afinnich zobrazeni fy, fo vznikne opét afinni zobrazeni f. Zobrazeni ¢ aso-
ciované k [ vznikne sloZenim zobrazeni p1, s asociovanych po Tadé k fi, fo.

5.2 Skladani shodnosti v roviné

PRIKLAD 5.1. V prostoru Es jsou dany dvé stredové soumérnosti S; a Sy. Urcete zobrazent
Z1 282'81 (IZQ :Sl '82.

Reseni: Slozenim stfedové soumérnosti S; se stfedem S; a stfedové soumérnosti S, se stfedem Sy # S;
vznikne translace 7 (2(Sy — S7)). Je-li S1 = 9 je S8 identita.

PRIKLAD 5.2. Mise v roviné evistovat dtvar, ktery ma dva stredy soumérnosti?
PRIKLAD 5.3. V prostoru E, je dano posunuti T a stredovd soumérnost S. Urcete zobrazeni
Z1:TSaZ2:ST.

Reseni: Slozenim posunuti a stfedové soumeérnosti v libovolném potradi vznikne stiedova soumérnost.

PRIKLAD 5.4. Rozhodnéte, jaké zobrazent venikne slofenim translace T a rotace R, kterd nend
stredovou soumernosti. Uvazujte obé poradi skladdni techto zobrazent.

Shrnuti
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—  Slozenim (v libovolném pofadi) translace T a rotace R, ktera neni stfedovou soumérnosti,
vznikne rotace téhoz smyslu i thlu jako R.

Slozenim dvou translaci vznikne translace nebo identita.

Slozenim posunuti a stfedové soumeérnosti v libovolném poradku vznikne stfedova sou-
mérnost.

Slozenim stfedové soumeérnosti S; se stfedem S; a stfedové soumdérnosti Sy se stfedem
Sy # Sy vznikne translace T(S; — S%), pficemz tsecka S1.5 mé stied Sy. Je-li S1 = Sy
je S8y identita.

5.3 Shodnosti pfimé a neprimé

(a) Pfimou shodnost 1ze rozlozit v sudy pocet osovych soumérnosti, nepfimou shodnost v lichy pocet
osovych soumeérnosti.

(b) Slozime-li dvé shodnosti pfimé nebo dvé shodnosti nepiimé, dostaneme shodnost pfimou; slozime-
li shodnost pfimou a nepfimou, vznikne shodnost neptima.

5.4 Grupa shodnosti v roviné

Poznatky ziskané fesenim vyse uvedenych prikladi nasvédcuji tomu, ze mnozina shodnosti v roviné
spolu s operaci skldddni zobrazeni tvoti grupu!. Nékteré podmnoziny mnoziny shodnosti navic tvori
spolu s operaci skladani zobrazeni podgrupy.

PRIKLAD 5.5. Ouvéite ndsledujici trzent:
9
(a) Vsechny shodnosti v roviné tvori grupu Gg.
(b) Vsechny primé shodnosti tvori podgrupu G's grupy Gs.

(c) MnoZina vSech translaci doplnénd identitou, tvori grupu, kterd je podgrupou grupy primych shod-
nosti.

(d) Mnozina vsech translaci a stiedovijch soumérnosti, doplnénd identitou, tvori podgrupu grupy G.

PRIKLAD 5.6. Trojuhelnik ABC' byl preveden otocenim daného smyslu se stiedem S a tuhlem
velikosti w = 120° v trojuhelnik Ay B1Ch, ktery byl ddle preveden posunutim T (A — As) v trojuhelnik
Ay B>Csy. Urcete otocent, které prevadi primo NABC v AAyByCs.

PRIKLAD 5.7. Je din rovnostranny trojuhelnik ABC. Najdéte vsechny shodnosti, které prevd-
déji tento trojuhelnik do ného samého. Zkoumejte vlastnosti mnoZiny téchto shodnosti spolu s operact
skldddni shodnosti.

!Mnozinu G, v niz je definovana operace o nazyvame grupou vzhledem k operaci o (znac¢ime (G, o)), pravé kdyz:
a) Vysledek operace o je pro kazdou dvojici prvkia G opét prvkem G (fikdme, Ze operace o je na G neomezené
definovand, nebo, ze mnozina G je uzaviend vzhledem k operaci o).
b) Operace o je asociativni v mnoziné G.
¢) Operace o m4a neutralni prvek n € G.
d) Ke kazdému prvku k € G existuje inverzni prvek k=1 € GG vzhledem k operaci o.
Je-li navic operace o komutativni v mnoziné GG, nazyvame algebraickou strukturu (G, o) komutativni grupou.
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6 Klasifikace shodnosti roviny

Myslenka uplné klasifikace shodnosti: Klasifikace shodnosti roviny je zaloZzena na vypoctu sa-
modruznych bodit a smért zobrazeni, které je dano rovnici

f: X'=A-X+B. (34)

Viz téz 1)) a ([22) na strané Il Postup tohoto vypoctu a zptsob identifikace pfislusného zobrazeni
pomoci jeho samodruznych bodi a smért je ilustrovan podrobnym fesenim piikladu na stranach

20H29)

Poznamka. V feSeni prikladu jsme neuvedli iplné popisy identifikovanych shodnosti. V pripadé
otoceni (viz str. 27) jsme neurcili thel . U posunutého zrcadleni (viz str. 29) jsme se nevénovali
nalezeni osy o a vektoru posunuti . Nyni jiz mame vechny znalosti potfebné k tomu, abychom tyto
udaje nalezli.

6.1 Klasifikace shodnosti roviny

Z podminky AT - A = E plyne, ze afinni zobrazeni uréené rovnicemi

/

¥ = anr + apy + b

/

Yy = anr + any + by
je shodnosti pravé tehdy, kdyz plati rovnosti
afy +ay =ajy a3, =1

a11a12 + Q21022 = A12G171 + Gg2a21 = 0

Vzhledem k platnosti vztahu sin? o + cos®> a = 1 je ziejmé, Ze existuje tthel o € (0°; 360°) takovy, Ze
lze napsat

aj; = COSsa,
asy = sina,
ajpcosa + axsina = 0,
Q99 = £COSQ,
a1;s = —esina,kde e = +1.
Hodnota ¢ urcuje, zda se jedna o shodnost piimou (¢ = 1) nebo neptimou (¢ = —1).

I. Piimé shodnosti
Kazdou ptimou shodnost v roviné mizeme vyjadrit rovnicemi ve tvaru

Ty, = mjcosa — Tysina + by,
Ty = xysina + xycosa + b

Samodruzné body
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Samodruzné body primé shodnosti jsou fesenim soustavy rovnic

z1(l —cosa) + xgsina = by,
—zysina + x9(1 —cosa) = be.

(35)

Nejprve nas bude zajimat primé shodnost v rovin€, kterd ma prave jeden samodruzny bod. Soustava
[BE) ma pravé jedno feseni, pokud je reguldrni, tj. pokud pro jeji determinant plati

(1 —cosa), sin «v
—sina, (1 —cosa)

£ 0.

Po upravé dostaneme
2(1 —cosa) #0,

coz vede k podmince
cosa # 1.

Tak dostavame
1) OTOCENI (ROTACI).

Staci volit pocatek soustavy souradné v onom jediném samodruzném bodé a dostaneme znamé vy-
jadreni otoceni kolem pocatku o thel a:

Ty =z cosa — rysinq,

xhy = xq sin a + x5 cos a.

Samodruzné sméry

Samodruzné sméry (tj. vektory téchto sméri) piimé shodnosti jsou netrividlnim fesenim soustavy
homogennich rovnic
u (A —cosa) +ugsina = 0,

—uysina + ug(A —cosa) = 0. (36)

Ta mé netrividlni (tj. nekoneéné mnoho) feseni pravé tehdy, kdyz je splnéna charakteristicka rovnice
primé shodnosti v roviné
(N — cos a), sin o _o. (37)
—sina, (A —cosa)
Upravou (B7) dostaneme rovnici
(A —cosa)? +sin’a = 0,

ktera je splnéna za predpokladu, Ze sina = 0 a zaroven cosa = \, kde A\ = £11.

Pro cosa = —1 dostavame
2) STREDOVOU SOUMERNOST

s analytickym vyjadfenim
17/1 = —x -+ bl,
17/2 = —XT9 + bg.

!Pro shodnéa zobrazeni je |A| = 1. Jinak by vektor # samodruzného sméru v zobrazeni ¢(i#) = Al nezachoval svou
velikost.
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Je-li cosa = 1, dostaneme pro b; = by = 0,

3) IDENTITU

Th = I
aprob; 0V by #0
4) POSUNUTI
ZL‘ll = x1 -+ b1
ZL'/2 = X9 -+ bg

II. Nepfrimé shodnosti
Kazdou nepfimou shodnost v roviné mizeme vyjadrit rovnicemi ve tvaru

¥y, = rpcosa + xesina + by
xh = wysina — mxgcosa + by

Samodruzné sméry

K vysSetfeni neptimych shodnosti pouzijeme samodruzné sméry. ReSenim charakteristické rovnice

(A —cosa), —sina _ 0 (38)
—sina,  (A+cosa) | 7
dostaneme podminku
A=+,

kterd odpovida tomu, ze uvazované zobrazeni méa dva navzajem kolmé samodruzné smeéry. Jeden,
pro A = 1, se zachovava, druhy, pro A = —1, se méni v opacny. Volme soustavu souradnou tak, aby
osa r meéla smér odpovidajici A = 1. Smér osy y pak ziejmé odpovidda A\ = —1. Potom je nepfima
shodnost popsana rovnicemi

l‘ll = xry + bl

33',2 = —Iy -+ b2.

Pokud je by = 0, ma uvazované zobrazeni pifimku samodruZznych bodt a jedna se tedy o

5) OSOVOU SOUMERNOST
= mn
I‘IQ = —I9 -+ bg.

Pokud je ale b; # 0, ma pouze samodruznou piimku a jedna se o

6) POSUNUTE ZRCADLENL.
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6.2 Shodnosti v roviné - Ulohy

47. Urcete parametr s tak, aby existovala shodnost roviny zobrazujici body [0, 0], [3,4] po fadé na
body [5,0], [9, s]. Napiste rovnice tohoto zobrazeni a soufadnice obrazu bodu [5, 0].

3
48. Urcete a, b, c tak, aby rovnice =’ = i +by+1, ' =axr+ cy— 1 vyjadfovaly shodnost.

49. Shodné zobrazeni euklidovské roviny do euklidovského prostoru je dano vzhledem ke kartézskym
soustavam soufadnic rovnicemi

! 1 ! 1 /
a) x :x+§y+1,y :ax+§y—1,z = br + cy + 3,
1
b) x’:x+by—2,y’:§y+1,z’:ax—|—cy—3.

Urcete koeficienty a, b, c.

50. Najdéte soufadnice obrazu bodu B = [1,2] v otoceni v E, kolem stiedu S = [3, —4] o thel
a = 420°. Napiste rovnice této shodnosti.

51. Urcete p, ¢ tak, aby existovala shodnost zobrazujici body [3, 0], [1, 2], [-1, —1] po fadé na body
[1,4],[p, 2], [2, q]. Najdéte samodruzné body a sméry tohoto zobrazeni.

52. NapiSte rovnice stfedové soumérnosti v Ey podle stiedu S = [—4, 5].

53. Napiste rovnice shodnosti roviny Fs, kterd vznikne sloZzenim tii osovych soumérnosti s osami o
rovnicich: x =0, y =0, x — 2y = 0.

54. Rotace kolem bodu S = [2; 1] v E; zobrazuje bod A = [1; 1] na bod A’. Najdéte soufadnice bodu
A’, jestlize pro uhel rotace « plati o = %7‘(‘.

55. Najdéte souradnice stiedu a thel rotace, ktera je ddna rovnicemi: 2’ = %x—%y—l—l, y = %x—k%y—z
56. Najdéte rovnice obrazu piimky p v rotaci v E; kolem stiedu S = [—2;1] o thel a = %, jestlize
p:x—y+1=0.
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7 Podobna zobrazeni

7.1 Podobné zobrazeni

Ukol: Napiste rovnice pro zobrazeni v roving, které kazdy ttvar oto¢i kolem poc¢atku o thel o a
dvakrat zvétsi (viz Obr. 1).

Obrazek 24: Podobné zobrazeni v roviné

Definice 22. Zobrazeni f roviny (euklidovského prostoru Es) na sebe se nazgvd ,podobnou trans-
formact roviny“ (tézZ ,podobnosti v roviné“), jestlize existuje kladné redln€ cislo k tak, Ze pro kazdé
dva body X,Y roviny a jejich obrazy X',Y' plati:

IX'Y!| = k| XY

Cislo k se nazjvd koeficient podobnosti f.

Poznamky.
1. Kazdé podobné zobrazeni je afinni.
2. Podobnosti s koeficientem k # 1 nazyvame vlastni podobnostsi.

Cl

=
S

Obrazek 25: Kazdou podobnost lze rozlozit na stejnolehlost a shodnost

Véta 24. Kazdou podobnost v roviné s pomérem podobnosti k lze rozloZit na stejnolehlost H (S, k)
a shodnost Z. Pritom stred stejnolehlosti muzZeme volit libovolné a shodnost Z je tim urcena jedno-
Znacneé.
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Véta 25 (O urcenosti podobnosti v roving). KaZdd podobnost v roviné je jednoznacné uréena troji-
helnikem ABC' a jeho obrazem A'B'C’ takovym, Ze |A'B'| = k|AB|,|B'C’'| = k|BC|, |A'C"| = k|AC/,
kde k, k > 0, je koeficient této podobnosti.

PRIKLAD 7.1. V euklidovské roviné je dan ctverec ABCD se stredem S. Existuje prdave jedno
podobné zobrazeni roviny ctverce do sebe, pri kteréem se body A, B, S zobrazi po tadé na body D, B, C.
Rozlozte toto podobné zobrazeni na stejnolehlost a shodné zobrazent.

Véta 26. KaZdd vlastni podobnost eukleidovské roviny je bud stejnolehlost, nebo stejnolehlost sloZend
s otocenim kolem stredu stejnolehlosti, nebo stejnolehlost sloZend s osovou soumeérnosti, jejiz osa
prochazi stredem soumérnosti.

Véta 27. KaZda vlastni podobnost ma prave jeden samodruzny bod.
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8 Stejnolehlost

Patti mezi tzv. homotetie, tj. afinni zobrazeni, ktera maji vSechny sméry samodruzné.

Definice 23. Budiz ddn bod S a redlné cislo k (rizné€ od 0 a 1). Stejnolehlost H(S; k) se stredem
S a koeficientem k je zobrazent, které kazZdému bodu X roviny pritadi bod X' tak, Ze

SX' = kSX.

Poznamka. Stejnolehlost miuzeme definovat i vice popisné: BudiZ ddn bod S a redlné cislo k (rizné
0d 0 a 1). Stejnolehlost H(S; k) se stredem S a koeficientem k je zobrazend, které kazdému bodu X
roviny pritadi bod X' timto zpisobem:

1. Pro X = S je X' = X,
2. Pro X # 8 je | X'S| = |&| - | X5,
pro k > 0 lezi X' lezi na poloprimce S—Xk a
pro k < 0 lezi X' lezi na poloprimce opacné k S—X2

1
Poznamka. Zobrazeni inverzni k stejnolehlosti H(S; k) je stejnolehlost H™? (S ; —) .
K

Zakladni vlastnosti stejnolehlosti H (S, k):
1. Obrazem primky je pfimka s ni rovnobézna.
2. Obrazem usecky AB je tusectka A'B’; |A'B'| = |k|- |AB].

3. Obrazem polopfimky je polopfimka s ni souhlasné (x > 0) nebo nesouhlasné (x < 0) rovnobézna

4. Obrazem Ghlu ZAV B je thel ZA'V'B'; |/A'V'B'| = |/AVB|.

PRIKLAD 8.1. Jsou ddny dva riuzn€ body A, B a redlné cislo A # 0, 1. Najdéte na primce AB
bod C' tak, aby platilo (ABC') = A.

8.1 Analytické vyjadieni stejnolehlosti

Rovnice stejnolehlosti H(S;k): H : X' = kX + (1 —kK)S.

PRIKLAD 8.2. Napiste rovnice stejnolehlosti afinni roviny Ao, kterd zobrazuje bod B = [2,0, —1]
na bod C =10,1,3] a md koeficient k = —2. Najdéte soutadnice jejiho stredu.
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Resent v programu wrMazima:
(%i1) B:[2,0,-11$ C:[0,1,3]$ S:[s1,s2,s3]1%$

(%i4) H:C-S=-2%(B-S);
(%04) [-s1,1—52,3—53]=[-2(2—s1),252,—2 (—s3 —1)]

(%15) res:solve(lhs(H)-rhs(H), [s1,s2,s3])[1];

4 1 1
(%05) [81: 5782: 5,8325]

(%i6) S:ev(S,res);

411

(7006) [§> 33

]

8.2 Skladani stejnolehlosti

Véta 28 (O skladani stejnolehlosti a translace). Zobrazeni sloZené ze stejnolehlosti H(S; k) a translace

R 1 -
X" = X +1t je stejnolehlost H (Q; k), kde QQ = S + 1—t.
— K

Véta 29 (O skladani stejnolehlosti). SloZenim dvou stejnolehlosti Hy(S1, k1), Ha(Sa, ko) vznikne
1. IDENTITA, jestlize k1ky =1 a S; = Ss,
2. POSUNUTI, jestlize kiko =1 a S; # S,

3. STEJNOLEHLOST H(S, k) s koeficientem k = Kkiko, jestliZe kiky # 1. Pritom, pro S; = Sy je
také S = S1 = S,, pro Sy # Sy lezi bod S na primce S1.95.
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8.3 Stejnolehlost kruznic

Pro dvé kruznice k1(S1;71), ka(So;72) s riznymi poloméry existuji pravé dvé stejnolehlosti, které
prevadéji kruznici k; do kruznice ko: Hy(E,re/r1) a Ha(I, —r3/r1) (Bod E se nékdy oznacuje jako
,vnéjsi stied stejnolehlosti“, bod I potom jako ,vnitini stfed stejnolehlosti“.). Jestlize se kruznice
dotykaji v bodeé T, je T'= I v pripadé vnéjsiho dotyku a T' = E v pripadé vnitiniho dotyku kruznic.

Véta 30 (Mongeova véta). Jsou-li ky, ko, ks tFi kruznice, které maji mizné poloméry a jejichz stredy
nelezi v primce, plati pro vnejsi a vnitrni stredy stejnolehlosti kazZdych dvou z nich ndsledujici vztahy:

i) VSechny tri vnéjsi stredy stejnolehlosti Fio, Ey3, Fas leZi v primce.
i1) Kazdé dva vnitini stiedy stejnolehlosti a jeden vnéjsi lezi v primce.

ii1) Tri vnitini stredy stejnolehlosti 1o, 113, I3 nelezi v primce.

PRIKLAD 8.3. Je dina krusnice k, primka p, kterd je vnéjsi primkou kruznice k, a bod A € p.
Sestrojte vsechny kruznice, které se dotykagi primky p v bodé A a kruznice k.

PRIKLAD 8.4. Jsou ddany dve ruznobézky a,b a bod M, ktery lezi uvnitr jednoho jejich uhlu.

Sestrojte vsechny kruznice, které prochdzeji bodem M a dotykaji se primek a,b.

PRIKLAD 8.5. Jsou dany dvé ruznobezky m,n a kruZnice k leZici uvnitr jednoho jejich tihlu.
Sestrojte vSechny kruznice, ktere se dotykaji primek m,n v kruznice k.

PRIKLAD 8.6. (Eulerova p¥imka) V trojuhelniku ABC oznacme T téziste, V prisecik vysek

a S stred kruznice trojihelniku opsané. Mdame dokdzat, Ze bud vSechny tri body splynou v jeding, nebo

jsou navzdjem rTuzné a lezi na jedné primce (Eulerova primka) tak, Ze plati (S,V;T) = —%.

PRIKLAD 8.7. (Kruznice deviti bodi, té% Feuerbachova & Eulerova kruznice) V troji-
helniku ABC' oznacmeV prusecik vysek, S stred kruznice opsané, Cy, Ay, By stredy stran AB, BC, C'A.
Necht kg je kruZnice prochdzejici body Ay, By, Cy. Dokazte:

1) Na kruznici ko leZi téZ paty Ay, By, Co vysek vy, vy, v. a stredy usecek AV, BV, CV.
2) Stied kruznice kg je stredem tusecky SV, pokud S # V'; pokud je S =V splyne stred ko s bodem S.
3) Polomér kruznice kg je roven poloviné poloméru kruznice trojuhelniku opsané.

PRIKLAD 8.8. Plati tato véta: Jsou-li dany dvé rovnobézné usecky ruznych délek, existuji pravé
dve stejnolehlosti, které zobrazi pruni usecku na druhou. DokdZete je vZdy najit?
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8.3.1 Stejnolehlost — Ulohy

57. Do piilkruhu s primérem AB vepiste ¢tverec K LM N tak, aby strana K L lezela na tsecce AB
a dalsi dva vrcholy M, N na dané ptlkruznici.  [2]

58. Je dana prfimka p, kruznice k a bod A. Sestrojte vSechny tusecky XY tak, aby platilo: X € p,
Y ek, Ae XY, |AY| =3|AX|. [2]

59. Jsou dany dvé riznobézky a, b a kruznice k tak, ze a je secnou a b je vnéjsi primkou kruznice k.
Sestrojte vSechny kruznice, které se dotykaji pfimek a, b i kruznice k. [2]

60. Sestrojte trojuhelnik ABC), je-li dano:

a) v, =bem, a:b:ec=2:3:4, [1]

b) a,B,ve, [1]

) . Bte, (1]
d)a:b=3:5~v=060°t.=6cm. [1]

¢}

8.3.2 Stejnolehlost — Ulohy na domaci p¥ipravu

61. Urcete p tak, aby existovala stejnolehlost se stfedem [3,2], zobrazujici bod [1, 4] na bod [2, p].
Napiste rovnice této stejnolehlosti. [2]

62. Je dana kruznice k£ a bod M uvnitf této kruznice. Sestrojte vSechny tétivy kruznice, které jsou
bodem M rozdéleny na casti v poméru 2 : 3. [1]

63. Narysujte libovolny trojuhelnik ABC. Uvnitt strany AC' sestrojte bod X a uvnitt strany BC
bod Y tak, aby platilo |AX| = |XY| a XY || AB. [2]

35



8.4 Podobnosti eukleidovské roviny

Grupa podobnosti

Mnozina vSech podobnosti eukleidovského prostoru F, spolu s operaci skladani tvori grupu - tzv.
grupu podobnosti prostoru E,,.

Vime, ze kazdé podobné zobrazeni eukleidovské roviny do sebe lze slozit ze stejnolehlosti a shodnosti.

1. Stejnolehlost H volime se stfedem v pocatku soustavy soufadnic a s koeficientem k > 0 :

H: X—X, T=kx
y = ky.
2. Shodnost S je bud pfima nebo nepfima:
S: X+ X'y 2/ =Tcosa Tysina+p

"=TsinaEycosa +q.

Vysledkem slozeni S o H je potom piimé nebo nepiima podobnost.

Piima podobnost Nepiima podobnost
¥ =kxrcosa — kysina +p ¥ =kxcosa+ kysina+p
y =kxrsina+ kycosa + q. y =kxsina — kycosa +q.

¥ =ar—by+p ¥ =ar+by+p

y =bxr+ay+q. y =br—ay+q.

AT A= (a®>+b?) I, k=+a?+b?

Véta 31. KaZdd vlastni podobnost eukleidovské roviny je bud stejnolehlost, nebo stejnolehlost sloZend
s otocenim kolem stredu stejnolehlosti, nebo stejnolehlost sloZend s osovou soumeérnosti, jejiz osa
prochazi stredem stejnolehlosti.
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8.4.1 Ulohy — Podobnosti

1. Najdéte vSechny podobnosti euklidovské roviny, pii kterych se bod [1, 0] zobrazi na bod [4, —2] a
bod [2, 3] na bod [2, —8§].

2. Eulerovymi body se nazyvaji stfedy usecek spojujicich vrcholy trojuhelniku s prisecikem jeho
vysek. Dokazte nasledujici tvrzeni: Stredy stran, paty vysek a Eulerovy body libovolného trojuhel-
niku lezi na jedné kruznici. (Tato kruznice se nazyvd kruznice deviti bodu, Fulerova kruznice nebo
Feuerbachova kruznice.)

3. Najdéte podobnost euklidovské roviny, pfi které se zobrazi pocéatek na bod [0,2], bod [1,1] na
pocatek a bod [2,0] na bod [2, p]. Urcete p a najdéte samodruzné body a sméry nalezené podobnosti.

4. Najdéte rovnice podobnosti, pii které je po¢atek samodruzny a obrazem bodu [5, —3] je bod [1, 1].

5. Urcete vSechny podobnosti, pro které jsou bod [1,1] a smér vektoru (1, 1) samodruzné.

6. Napiste rovnice vSech podobnosti zobrazujicich body [1,2] a [0, 1] po fadé na body [3, —1], [4, 2].
Rozlozte je na stejnolehlost a shodnost.

7. V roviné je dan ¢tverec ABCD se stfedem S. Urcete obraz bodu C' v podobnosti, kterd zobrazuje
body A, B, S po radé na body B, D, C'. Urcete samodruzny bod této podobnosti.

8. Sestrojte alespori jeden trojuhelnik ABC| pro ktery plati |AB| : |[AC| = 3 : 5, a = 60°, p =
1, 8cm(polomér kruznice vepsané).

9. Sestrojte kosodélnik ABCD, je-li ddno |ZDAB| = «, |£ZABD| = ¢, |AC| = e.

10. Je dana kruznice k a bod A, ktery je bodem vnéjsi oblasti kruznice k. Sestrojte vSechny secny
kruznice k, které prochazeji bodem A a pro jejichz priseciky X, Y s kruznici plati |[AX| = 2|AY|.

11. Je déana kruznice k(S;4cm), jeji teéna t a bod M € k tak, ze |Mt| = 2cm. Sestrojte usecku XY
prochéazejici bodem M tak, aby X € k,Y eta |MX|: |MY|=3:2.

12. Jsou dany dveé rtiznobézky a, b a kruznice k tak, ze P € a N b je bodem vnitini oblasti kruznice
k. Sestrojte vsechny kruznice, které se dotykaji primek a, b i kruznice k.
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9 Mocnost bodu ke kruznici

Definice 24. Mocnosti bodu M ke kruznici k(S;r) rozumime redlné ¢islo m, pro které plati:

(1) |IMX| - |MY| = |m|, kde X,Y jsou praseciky kruznice k s jeji libovolnou secnou prochdzejici
bodem M.

(2) Je-li M vnéjsim bodem kruznice k, je m > 0.
(8) Je-li M vnitrnim bodem kruznice k, je m < 0.

(4) Je-li M € k, je m = 0.

Obrazek 26: Mocnost bodu M ke kruznici k

Véta 32. Je ddna kruznice k(S;r) a bod M, ktery na ni nelezi. Potom pro libovolné dvé secny
kruznice k, které prochdzeji bodem M, jejichZ pruseciky s kruznici k oznacime X1, Y1 a Xo, Yo, plati

|MXy| - [MY:] = |[MXo| - [MYa].

Véta 33. Necht je dana kruznice k(S;r) a bod M. Potom pro mocnost m bodu M ke kruznici k
plati
m = d* —r?,

kde d = |MS)| je vzddlenost bodu M od stredu kruznice k.

Véta 34. Necht M je wvnéjsi bod kruznice k(S;r), m jeho mocnost ke kruznici k. Jestlize T je
dotykovy bod tecny vedené z bodu M ke kruznici k, tak plati |MT|?> = m.

9.1 Chordala a potencni stied
Véta 35 (Chordala dvojice kruznic). Nechl jsou ki(S1;71), ka(Se;re) dvé nesoustiedné kruznice.

Mnozina bodu X, které maji k obéma kruznicim stejnou mocnost, je primka h 1 S1.5;. JestliZe
kruznice k1, ko maji spolecny bod M, potom primka h prochdzi timto bodem.
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Poznamka. Primka h, kterd je mnozinou bodu X, majicich stejnou mocnost k nesoustiednym kru-
znicim kq, ko se nazyva chordala (téz potencni pfimka) kruznic kq, ks.

Poznamka. Bod, ktery ma ke tfem vzajemné riznym kruznicim stejnou mocnost se nazyva pote-
néni bod (téz potencni stied).

Obrazek 27: Chordala h kruznic kq, ko, potencni bod P kruznic kq, ko, [
Analytické vyjadreni chordaly
Chordalu kruznic ki(Si[my,ni],r1), ka(Sa[ma, ns],m9) s rovnicemi ky : (z —my)? + (y —n1)*> =17 a

ky: (x—mo)? + (y — n2)? = r2 miiZeme analyticky vyjadiit rovnici:

(@—m)* + (y—m)* —ri = (r—ma)’ + (y —m2)” =13 (39)

PRIKLAD 9.1. Sestrojte chordalu dvou nesoustrednych kruznic ki, ko, které nemaji spolecny
bod.

PRIKLAD 9.2. Urcete analyticky mnoZinu vsech bodi roviny, které maji ke dvéma danym
kruznicim stejnou mocnost.

PRIKLAD 9.3. Sestrojte kruznici k, kterd prochdzi danymi body A # B a dotykd se dané
primky t.

9.2 Cviceni — Mocnost bodu ke kruznici

64. Je dan tthel ZAV B a uvnitt ného bod M. Sestrojte kruznici, kterd prochazi bodem M a dotyka
se primek AV, BV.

65. Obdélnik ma velikosti stran a,b. Mame sestrojit

a) libovolny obdélnik stejného obsahu,

b) obdélnik stejného obsahu, jehoz jedna strana ma danou velikost c.
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66. Jsou dany dvé nesoustiedné kruznice ki, ky a primka p. Na této pfimce urcete bod P tak, aby
tecny z ného vedené ke kruznicim ki, ko mély stejnou délku.

67. Sestrojte kruznici, ktera se dotykd dané kruznice k(.S;r) a prochézi dvéma ruznymi body A, B,
které lezi vné dané kruznice k.

68. Je dan lichobéznik ABCD se zdkladnami AB, CD, |AB| > |C'D|. Uvnitf tsecky AD sestrojte
bod P a uvniti tsecky BC bod @ tak, aby platilo zaroven PQ||AB a PC||AQ.

69. Sestrojte lichobéznik ABCD, jsou-li dany délky jeho ramen |BC| = 4.5¢m, |[DA| = 3em a
velikost 75° thlu, ktery sviraji pfimky BC' a AD, plati-li navic |[AB||CD| = |AC/>.
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10 Osova afinita

Urceni osové afinity. Charakteristika a rovnice osové afinity. Elace. Zakladni afinity. Involuce.

10.1 Zakladni afinity

,Zakladnimi afinitami“ nazyvame afinity, jejichz vSechny samodruzné body tvoii nadrovinu prostoru
A,. Priklady zakladnich afinit jsou ,osova afinita v As“, ,osovd soumérnost v FEy“ nebo ,rovinova
soumeérnost v Fs“.

Zakladni afinita takova, ze primka spojujici vzor a obraz je rovnobézna s nadrovinou samodruznych
bodt, se nazyva ,elace®.

Obrazek 28: Osova afinita v roviné, jejiz smér je rovnobézny s jeji osou, jako priklad elace

10.2 Osova afinita v roviné

Osovéa afinita je urcena osou o, smérem s a charakteristikou x. Smér a charakteristika jsou vetsinou
zadany dvojici sobé odpovidajicich boda A, A'.

PRIKLAD 10.1. V 0sové afinité urcené osou o a dvojici sobé odpovidajicich bodi A, A" zobrazte
bod X a primku p.

Resend: Viz Obr.29. Pii urcéeni obrazu bodu a piimky vyuzijeme

Vlastnosti osové afinity

1) Primka spojujici sobé odpovidajici body je rovnobézna se smérem afinity.

(1)

(2) Sobé odpovidajici ptimky se protinaji na ose afinity.
(3) Incidence se zachovava.
(4)

4) Osa afinity a pfimky rovnobézné se smérem afinity jsou samodruznymi primkami.

61



Obrazek 29: Osova afinita v roving, feseni prikladu [I0.T]

Postupujeme tak, ze sestrojime primku p = jﬁk a urc¢ime jeji prusecik I s osou afinity o. Z vlastnosti
(2) vyplyva, ze piimka p’, kterd je obrazem piimky p, také prochézi bgem I. 7Z vlastnosti (3) pak
plyne, ze p’ prochézi rovnéz bodem A’. Sestrojime tedy pfimku p’ = A’[. Obraz bodu X z_bgd X,
pak ur¢ime podle vlastnosti (1) jako prusecik p’ s piimkou jdouci bodem X rovnobézné s AA’.

Charakteristika osové afinity

Charakteristikou osové afinity x rozumime délici pomér
(A'AA)) = &,

kde body A, A" jsou ve vztahu ,vzor a obraz“ a bod A; je prusec¢ik piimky AA’ s osou afinity o, viz
Obr.29] Charakteristika osové afinity je rovna jejimu modulu, proto se x nazyva také modul osové
afinity.

Poznamka. ,Osova soumérnost v roviné* je zvlastnim pripadem osové afinity, jejiz smér s je kolmy
na osu o (5Lo) a jejiz charakteristika ~ je rovna —1 (k = —1).

PRIKLAD 10.2. Je dina primka o, trojuhelnik ABC' a dvojice bodi X, X'. Sestrojte obraz

trojuhelnika ABC' v 0sov€ afinité s osou o, v niz je obrazem bodu X bod X'.
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Véta 36. Rovnobéiné primky al|b se v 0sové afinité zobrazi opét na rovnobéiné primky o ||b'.

Drikaz. Dikaz provedeme sporem. Predpokladame, ze obrazy rovnobéznych primek jsou riiznobézky.
Dostaneme se do sporu s definici charakteristiky afinity. O

Véta 37. Deélici pomeér se v 0sové afinité zachovdvd, tj. (ABC) = (A'B'C").
Dusledky véty BT

1) St¥ed tsecky se zobrazi zase na stied tsecky.

2) Zachovava se usporadani bodi na pfimce.

PRIKLAD 10.3. Je dina primka o a trojihelnik ABC. Sestrojte obraz A'B'C’ trojihelnika
ABC' v takové osové afinité s osou o, aby byl trojuhelnik A’B'C" rovnostranny.
(Postup konstrukce viz http: // tube. geogebra. orqg/ student/mni2IYHic))

Véta 38. Necht P je obsah trojihelnika ABC a P’ obsah jeho obrazu A'B'C' v o0sové afinité s
charakteristikou k. Potom P' = |k| - P.

7 vyse uvedenych vét 36, B7 BY plyne, Ze osova afinita mé nasledujici invarianty.
Invarianty osové afinity

(1) Rovnobé&znost piimek.

(2) Délici pomér.

(3) Pomér obsahu obrazci.

Charakteristika zakladni afinity

Charakteristiku pfirazujeme kazdé zakladni afinité, ktera neni elaci. Plati
k= (X'XX),
. P e . . o . ;s . .
kde X; je prusec¢ik X X’ s nadrovinou samodruznych bodi uvazované zakladni afinity.

Zakladni afinita jako involuce

,Involutorni zobrazeni“, téz ,,involuce“, je kazdé zobrazeni afinniho bodového prostoru na sebe, které
neni identitou, ale sloZzeno samo se sebou je identité rovno.

Zakladni afinita je involuci tehdy, kdyz neni elaci a jeji charakteristika je rovna —1.

10.3 Cvideni — Osova afinita

1. Pomoci vysledku Prikladu [[0.3] dokazte tvrzeni: TezZnice trojuhelnika se protinaji v jednom bode,
ktery je deli v pomeéru 1 : 2.

2. Dokazte Vétu B8l
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11 Analytické vyjadreni afinniho zobrazeni v roviné

Odvodime si analytické vyjadieni afinniho zobrazeni f roviny na sebe (zkracené ,afinity“ v roving).
Zékladni myslenka tohoto odvozeni je ilustrovana Obr. B0l V roviné A; méme dvé afinni soustavy
soutadnic (repéry), ,soustavu vzori“ o = {P;é, e} (je uréena pocatkem P a bazi {é),é5} vek-
torového zaméfeni prostoru As) a ,soustavu obrazi“ w = {Q;cﬁ,cfg} (urena pocatkem () a bazi
{dy, ds} vektorového zaméFeni prostoru A,). P¥itom repér {P; &, &} se piisobenim uvazované afi-
nity f zobrazi na repér {f(P); ¢(€1), p(€2)}, kde ¢ homomorfismus (linedrni zobrazeni) asociovany
k f. Obrazem bodu X = [x1, 2] je bod f(X) = X' = [z}, x}]. Vztah mezi soufadnicemi f(X) a X
najdeme tak, ze bod f(X) vyjadiime vzhledem k obéma repérim {Q;dy, d>} a {f(P): ¢(&)), (@)}
(viz Obr. B0) a tato vyjadfeni porovname.

Obréazek 30: Zobrazeni bodu X v afinité f v roviné

Necht f je afinni zobrazeni prostoru A, na sebe a ¢ je homomorfismus asociovany k f. Potom obrazy
(€1), () vektort baze {€}, €>} miZzeme vyjadiit rovnicemi

p(er) = a11d: + a216Z2> (40)

—

p(6) = ar2d; + azds, (41)

kde koeficienty a;; jsou soufadnice vektort ¢(€1), ¢(€>) vzhledem k bazi {dy,d>} a pro obraz f(P)
pocatku P repéru a mizeme psat

F(P) = Q + bydy + bada, (42)

kde [b1, bs] jsou jeho soufadnice vzhledem k repéru w.

Nyni uré¢ime vztah mezi soufadnicemi libovolného bodu X € A, a jeho obrazu X' = f(X) € A,.
Nejprve kazdy z téchto bodu zapiSeme v prislusném repéru, bod X v repéru «, bod f(X) pak v
repéru w,

X=P+ 33'151 + 1'252, (43)

F(X) = Q + aydy + zhds. (44)
Potom, s vyuzitim vlastnosti zobrazeni [ a ¢, zapiSeme obraz bodu X ve tvaru

f(X) = f(P+ 2161 + 1283) = f(P) + ¢(x1€1 + 29€) = f(P) + z10(€1) + 1200(E2).
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Po dosazeni z ([{0), (1) a ([@2) dostavame
f(X)=0Q+ bljl + b2d; + $1(a11j1 + CL21€Z2) + 202((112(1_; + agg(fg).

Po tpravé a porovnani koeficienti pii d; s vyjadienim (44]) dostdavame hledané rovnice afinity f v
roviné

/
f DX = anty “+ a0 + bl,

l’é = 19121 + a99xo + bg. (45)

Nyni jesté uréime rovnice asociovaného zobrazeni . Nechf vektor @ € V5 se zobrazi do vektoru
(1) € V. Pro soufadnice vzoru 4 a obrazu ¢(u) plati

U = U1€1+U2€2, (46)

p(@) = uidi + uydy. (47)
Na (4d) aplikujeme zobrazeni ¢ a upravime dle ([@Q) a ([@I]). Dostaneme
() = urp(€1) + ugp(ez) = ul(alld_; + a21j2) + U2(CL12CZ1 + CL22072)'
Po tpravé a srovnani s ([d7) dostaneme hledané rovnice asociovaného zobrazeni (:

Coa
P oup = a1y + apUs,

U/2 = A91U] + A2Us. (48)

Soustavu rovnic afinity v roviné (3]) muzeme zapsat také pomoci matic, takto
:L‘ll o a1 Q12 T bl
/ - : + b )
Ty Qg1 A22 L2 2

X' =A-X+B.

struc¢néji pak ve tvaru
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