8 Podobna zobrazeni

V tvodu kapitoly [l na str. je TecCeno, ze zatimco shodnost zachovava rozméry
i tvar atvaru, podobnost, presné€ji vlastni podobnost, jak si za chvili upfresnime,
zachovava jenom tvar, rozméry se méni. Jak ale matematicky postihnout ,,zachovani
tvaru“? Misto zachovani tvaru mizeme hovorit také o zachovani proporci, tj. pomért

Obrazek 80: Podobné utvary

rozméri utvaru. Napriklad oba obdélniky ABC'D a EFGH na Obr. I maji shodny
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Obrazek 81: U podobnych utvari se shoduji poméry sobé odpovidajicich rozméri

pomeér vysky a Sirky,
b 4 f 8 4

a 3 e 6 3
Jsou tedy podobné. Rekli bychom, ze ,vypadaji stejné“, akorat jsou ,riizné velké®,
EFGH je vétsi nez ABCD. Tento jejich vzajemny vztah vyjadiime koeficientem
(pomérem) podobnosti, ¢islem, které udava, kolikrat jsou zménény rozmeéry jednoho
z nich vici odpovidajicim rozmértim toho druhého. Pomér podobnosti obdélniku

EFGH vzhledem k ABC'D je roven



kazdy jeho rozmeér je tedy dvakrat vétsi nez odpovidajici rozmeér ABC' D. Trojuhel-

B M

Obrazek 82: U podobnych utvari se shoduji poméry sobé odpovidajicich rozméri

niky AABC a AK LM na Obr. 82 jsou také podobné. Snadno ovérime, ze poméry
odpovidajicich si dvojic stran (strandm a,b, ¢ odpovidaji v daném poradi strany
k,l,m) jsou i v jejich pripadé shodné

a k a k 4 b 2
————2’ ———:—’ _ = — = —
b 1 c m 3 ¢ m 3
Pomeér jejich podobnosti, pokud uvazujeme, ze AK LM ,vznikl“ z AABC, je
kKl m 3
a b ¢ 2

Na str. 23] jsme v souvislosti se shodnosti uvedli, ze invariantem shodného zobrazeni
je vzdalenost, zde tedy mizeme prohlasit, ze tnvariantem podobného zobrazeni je
pomer vzdalenosti.

PRIKLAD 8.1. Urcete poméry obsaht dvojic podobnych utvard na Obr. 81 o [82.

Koeficient podobnosti je klicovym pojmem nasledujici definice podobného zobrazeni.
Pozorny Ctendr si jisté vsimne, ze je to také jediny pojem, kterym se tato definice
odlisuje od definice shodného zobrazeni [13] na str. 23l

Definice 24 (Podobné zobrazeni). Geometrické zobrazeni f se nazyvd ,podobné
zobrazent”, jestlize existuje kladne realné cislo k tak, Ze pro kazZdé dva body X,Y
uvazZovaného prostoru (v nasem pripadé se bude jednat prevdiné o rovinu) a jejich
obrazy X', Y plati:

| X'Y'| = k| XY]. (73)

Cislo k se nazyjvd koeficient podobného zobrazeni f.
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Poznamka. Podobné zobrazeni, u nichz vzory i obrazy patii do téhoz prostoru,
napr. roviny, nazyvame podobnée transformace roviny zkracené podobnosti. Potom
hovorime napt. o podobnostech v rovindd nebo o podobnostech v trojrozmeérnem
prostoru.

Vlastni podobnosti

Jak uz bylo receno, definice podobného zobrazeni24] se od definice shodného zobra-
zeni [15] lisi pouze pritomnosti koeficientu podobnosti k. Protoze hodnota k = 1 neni
definici 24] vyloucena, je ziejmé, ze pro toto k se podobnost stava shodnosti. Proto
podobnosti s koeficientem k& # 1 nazyvame vlastni podobnosti.

Samodruzné body vlastni podobnosti Prestoze pojem vlastni podobnost pred-
stavuje pomeérné obecné vymezeni zobrazeni v roviné, mizeme jiz na této drovni
odhalit zajimavou skutecnost o samodruznych bodech. Plati totiz nasledujici véta.

Veéta 8. KazZda vlastni podobnost ma prave jeden samodruzny bod.

Dukaz. Dikaz této véty se provadi ve dvou krocich. Nejprve dokazeme, ze vlastni
podobnost (tj. podobnost s koeficientem k& € R* — {1}) nemize mit vice nez jeden
samodruzny bod, potom dokazeme, ze musi mit aspon jeden. Dohromady nam tedy
vyjde, ze vlastni podobnost musi mit pravé jeden samodruzny bod. Myslenka dikazu
prvniho dil¢iho tvrzeni je naznacCena v komentari reSeni nasledujiciho prikladu 8.2
Dikazem druhého tvrzeni se zde zabyvat nebudeme (To vSak neznamend, Ze se o to
¢tenadl nemuze pokusit sam). O

PRIKLAD 8.2. Pokuste se najit argumenty pro viie uvedené turzeni, Ze vlastni
podobnost nemize mit vice nez jeden samodruzny bod

Reseni: Pravdivost tvrzeni snadno dokazeme sporem. Predpokladejme, ze plati ne-
gace tohoto tvrzeni, tj. vlastni podobnost ma vice neZ jeden samodruzny bod. Uva-
zujme dva takovéto body, X a Y. Kazdy z nich se zobrazuje sam na sebe, tj. X' = X,
Y’ = Y. Potom ale musi platit |[X'Y'| = | XY, coz je ve sporu s definici 24 ze
které vyplyva, Ze pro vlastni podobnost plati |X'Y’| = Ek|XY|, kde k # 1, tj.
| X'Y'| # | XY|. Negace dokazovaného tvrzeni, ktera je takto ve sporu s definici,
nemuze platit. Plati tedy ono tvrzeni. Tim je dikaz proveden.

18 Mzeme také rovnou definovat tyto podobné transformace roviny, tj. podobnosti v roviné, takto:
Definice (Podobmnost) Zobrazeni f roviny (eukleidovského prostoru E3) na sebe se nazyva ,podobnou transformaci
roviny“ (téz ,podobnosti v roviné“), jestlize existuje kladné redlné ¢islo k tak, Ze pro kazdé dva body X,Y roviny a
jejich obrazy X', Y’ plati |X'Y’| = k|XY|. Cislo k se nazyva koeficient podobnosti f.
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https://en.wikipedia.org/wiki/Proof_by_contradiction

Podobnosti v roviné jako slozena zobrazeni

Na Obr. vidime dva podobné trojihelniky AABC ~ AA'B'C’. Predstavme
si, ze chceme, geometrickymi prostiedky, z AABC ,vytvorit® (tj. zobrazit ,na“)
AA'B'C’'. Mozny postup je naznac¢en na Obr. B3] Nejprve zvétsime AABC na ve-
likost AA’B'C’. K tomu pouzijeme stejnolehlosi@ s libovolné zvolenym stiedem S
a koeficientem k, jehoz absolutni hodnota je rovna koeficientu podobnosti k& pred-

A'B| . , ,
AB) Vysledkem zobrazeni AABC' v této

stejnolehlosti je Cerveny trojuhelnik AA;B,CY, shodny s AA'B'C’, tj. AABCy =
AA'B'C'. 7 véty Bl o uréenosti shodného zobrazeni v roviné, viz str. 24 vime, Ze
dvojici shodnych trojuhelnikl je shodnost urcena jednoznacné. Existuje tedy jedina
shodnost, v niz se AA;B1C; zobrazuje na AA’B'C’. Mlizeme proto vyslovit nésle-
dujici vétu.

métnych trojuhelniki, tj. napr. k£ =

Véta 9. Kazdou podobnost v rovine s pomérem podobnosti k lze rozloZit na stejno-
lehlost H(S, k) a shodnost Z. PrFitom stied stejnolehlosti muzeme volit libovolné a
shodnost Z je tim urcena jednoznacne.

CI

s~

Obrazek 83: Kazdou podobnost lze rozlozit na stejnolehlost a shodnost

PRIKLAD 8.3. Pokuste se popsat stejnolehlost a shodnost, jejichz sloZenim vznikne
podobnost zachycend na Obr. 8.

190 stejnolehlosti pojednava kapitola [ zac¢inajici na str. [[08 kde je uvedena téz jeji definice
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Obrazek 84: Podobné utvary v roviné

PRIKLAD 8.4. Vite v jakém vztahu jsou papiry rizngch velikosti formdtu A? Jsou
vzajemné podobné?

Reseni: Pro archy formatu A je typickou vlastnosti to, ze kazdy z nich je polovi-
nou toho vétsiho. Prehneme-li napriklad papir formatu A& na polovinu podél osy
rovnobézné s kratsi stranou, dostaneme format A4, viz Obr. B3] prelozime-li A/,
dostaneme A5 atd. VSechny archy forméatt A jsou tedy podobné. Oznacime-li =,y

Obrazek 85: Papir formatu ,,A*

strany obdélniku formatu A, viz Obr. B3, musi dle vySe uvedeného platit g _
x

odkud po jednoduché tpravé dostavame y?> = 222, tj. y = v/2z. Pomér délky delsi
strany ku délce kratsi strany archu A4 je v/2: 1.

)

k| &

PRIKLAD 8.5. V eukleidovské roviné je din ctverec ABCD se stiedem S. Euxis-
tuje prave jedno podobné zobrazeni roviny ctverce do sebe, pri kterém se body A, B, S

zobrazi po 1adé na body D, B,C'. Rozlozte toto podobné zobrazeni na stejnolehlost a
shodné zobrazeni.

Reseni: ReSeni si usnadnime vhodnym umisténim daného ¢tverce do kartézské sou-
stavy souradnic Ozy, vrcholem B do pocatku, vrcholem A na zapornou poloosu z,
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A B
Obrazek 86: Zobrazte ABCD na DEFG

viz Obr. B6l Potom je evidentni, ze prislusné podobné zobrazeni mizeme rozlozit na
stejnolehlost H(B,k = \/i) (nejprve ctverec ABCD zvétsime \/§—krét) a otoleni
R(B, —45°) (zvétseny Ctverec otoCime kolem B o 45° po sméru pohybu hodinovych
rucicek).

PRIKLAD 8.6. Sestrojte alespori jeden trojihelnik ABC, pro ktery plati |AB] :
|AC| =3:5, a =60° p=1,8cm (polomeér kruznice vepsané).

Reseni: Konstrukce krok za krokem je online zde https://www.geogebra.org/m/p43wpafh.
Na Obr. 8T jsou vybrany jeji tii klicové kroky. Nejprve sestrojime pomocny trojuhel-

Obrazek 87: Konstrukce AABC

nik AAB;CY, jehoz rozméry jsou |AB;| = 3cm, |AC| = 5cm, a = 60° (vime tedy,
ze je podobny s hledanym trojthelnikem, tj. ma stejny tvar, ale jinou velikost), a
vepiSeme mu kruznici k1, jejimz bodem dotyku se stranou B1C} je P;, viz prvni ob-
razek zleva. Nyni sestrojime kruznici k, ktera bude vepsana hledanému trojihelniku.
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Protoze se kruznice k musi dotykat primek ABy, ACY, je ziejmé, Ze je stejnolehld s
k1 ve stejnolehlosti se sttedem v A. Stfed S kruznice k, ktery je obrazem S; v této
stejnolehlosti, potom najdeme jako prusecik primky AS; (tj. pfimky prochézejici
stfedem stejnolehlosti A a vzorem S) s pfimkou 7 rovnobéznou s AB; a vzdalenou
od ni p = 1,8 cm. Analogicky najdeme bod P. Jako priisecik uvedené rovnobézky
r s piimkou AP;. Mame-li stfed S kruznice vepsané a jeden jeji bod P (ktery je
bodem jejiho dotyku se stranou BC' hledaného trojihelniku), mame tim kruznici k
jednoznacné urcenou, viz prostiedni obrazek. Nyni zbyva doplnit stranu BC' troja-
helniku AABC, coz je snadné, protoze vime, ze P je jejim bodem dotyku s k a ze
bude rovnobézna s B1(CY, viz obrazek vpravo.

PRIKLAD 8.7. Sestrojte kosodélnik ABCD, je-li dino |/DAB| = «, |ZABD| =
e, |AC| =e.

Reseni: Opét pouzijeme pomocny Gtvar, ktery umime sestrojit a je podobny hleda-
nému utvaru nebo jeho ¢asti. Konkrétné se jedna o trojuhelnik AA By Dy, viz Obr. 88|
ktery je stejnolehly s trojuhelnikem AABD ve stejnolehlosti se stiedem A. ReSeni
krok za krokem je uvedeno v online appletu https: / /www.geogebra.org/m/g74dbhwp.
Klicovou roli pro vyteseni tlohy hraje skutecnost, ktera souvisi s tim, ze podobna

Obréazek 88: Sestrojte kosodélnik ABC' D

zobrazeni patii mezi afinni zobrazent, viz definice [[3 na str. [[7. Konkrétné se jedna
o to, ze stred S tsecky B;Dq se zobrazi na stred S tsecky BD.

V planimetrii se vénujeme geometrii v roviné, v eukleidovském prostoru dimenze 2,
to ale neznamena, ze shodna nebo podobna zobrazeni a jejich definice, které jsme
si uvedli, jsou omezena jenom na tento prostor. Jak ukazuje nasledujici priklad, je
zcela prirozené, zabyvat se podobnosti i v prostoru dimenze 3.
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PRIKLAD 8.8. Jsou krabice na Obr. [89 geometricky podobné?

Obréazek 89: Jsou z pohledu geometrie vzajemné podobné tyto krabice mléka?

8.1 Véty o podobnosti trojuhelniku

Trojthelnik je jednoznacné urcen délkami svych stran. Pokud tri tisecky spliiuji troj-
uhelnikovou nerovnost, viz Obr. @0, téz str. [(3], existuje jediny trojuhelnik, ktery je
ma jako strany. Délkami stran je tak jednoznacné dan tvar trojuhelniku, tj. i veli-

Obrazek 90: Soucet dvou stran trojihelniku musi byt vétsi nez strana tieti (vlevo), pokud tomu tak
neni, nelze trojihelnik sestrojit (vpravo).

kosti jeho vnitrnich thli. Trojthelnik jemu podobny ma stejny tvar, tj. i velikosti
vnitinich uhld, 1isi se svou velikosti. Kazda jeho strana je k-nasobkem (k je koeficient
podobnosti) velikosti odpovidajici strany puvodniho trojtahelniku.

Dva trojuhelniky jsou podobnée, jestlize se shoduji pomeéry délek dvojic jejich odpo-
vidagicich si stran. Zaroven se shoduji velikosti jejich vnitrnich whli.

Pro usnadnéni identifikace dvojice podobnych trojuhelnik byla vytvorena dil¢i kri-

téria, ekvivalentni s vySe uvedenym tvrzenim, ktera jsou znama jako vety o podob-
nosti trojuhelniki: sss, sus, wu, Ssu, viz Obr. @1H94]
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Obrazek 91: sss: @' /Ja=1V/b={/c

] 7

Obrazek 92: sus: V' /b= /¢, a = o/

Obrazek 93: uu: o = o/, B = '

Obrazek 94: Ssu: ¢ > a, d'Ja = [c, v =7

Analogicky s vétou Bl o urcenosti shodného zobrazeni v roviné, viz str. 24, mutzeme
vyslovit nasledujici vétu o o urcenosti podobného zobrazeni v roviné, kterou miizeme
ve strucnosti interpretovat tak, ze podobnost v roviné je jednozna¢né dana (usta-
vena) dvojici podobnych trojuhelniki.

Véta 10 (O urcenosti podobnosti v roviné). Kazdd podobnost v roviné je jed-
noznacné uréena trojuhelnikem ABC a jeho obrazem A'B'C' takovym, Ze |A'B'| =

k|AB|, |B'C'| = k|BC|, |A'C'| = k|AC|, kde k, k > 0, je koeficient této podobnosti.
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