
8 Podobná zobrazení

V úvodu kapitoly 5 na str. 23 je øeèeno, ¾e zatím
o shodnost za
hovává rozmìry

i tvar útvaru, podobnost, pøesnìji vlastní podobnost, jak si za 
hvíli upøesníme,

za
hovává jenom tvar, rozmìry se mìní. Jak ale matemati
ky postihnout þza
hování

tvaruÿ? Místo za
hování tvaru mù¾eme hovoøit také o za
hování propor
í, tj. pomìrù

Obrázek 80: Podobné útvary

rozmìrù útvaru. Napøíklad oba obdélníky ABCD a EFGH na Obr. 81 mají shodný

Obrázek 81: U podobný
h útvarù se shodují pomìry sobì odpovídají
í
h rozmìrù

pomìr vý¹ky a ¹íøky,

b

a
=

4

3
,

f

e
=

8
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=

4

3
.

Jsou tedy podobné. Øekli by
hom, ¾e þvypadají stejnìÿ, akorát jsou þrùznì velkéÿ,

EFGH je vìt¹í ne¾ ABCD. Tento jeji
h vzájemný vztah vyjádøíme koe�
ientem

(pomìrem) podobnosti, èíslem, které udává, kolikrát jsou zmìnìny rozmìry jednoho

z ni
h vùèi odpovídají
ím rozmìrùm toho druhého. Pomìr podobnosti obdélníku

EFGH vzhledem k ABCD je roven

e

a
=

f

b
= 2,
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ka¾dý jeho rozmìr je tedy dvakrát vìt¹í ne¾ odpovídají
í rozmìr ABCD. Trojúhel-

Obrázek 82: U podobný
h útvarù se shodují pomìry sobì odpovídají
í
h rozmìrù

níky ∆ABC a ∆KLM na Obr. 82 jsou také podobné. Snadno ovìøíme, ¾e pomìry

odpovídají
í
h si dvoji
 stran (stranám a, b, c odpovídají v daném poøadí strany

k, l,m) jsou i v jeji
h pøípadì shodné
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.

Pomìr jeji
h podobnosti, pokud uva¾ujeme, ¾e ∆KLM þvzniklÿ z ∆ABC, je

k

a
=

l

b
=

m

c
=

3

2
.

Na str. 23 jsme v souvislosti se shodností uvedli, ¾e invariantem shodného zobrazení

je vzdálenost, zde tedy mù¾eme prohlásit, ¾e invariantem podobného zobrazení je

pomìr vzdáleností.

PØÍKLAD 8.1. Urèete pomìry obsahù dvoji
 podobný
h útvarù na Obr. 81 a 82.

Koe�
ient podobnosti je klíèovým pojmem následují
í de�ni
e podobného zobrazení.

Pozorný ètenáø si jistì v¹imne, ¾e je to také jediný pojem, kterým se tato de�ni
e

odli¹uje od de�ni
e shodného zobrazení 15 na str. 23.

De�ni
e 24 (Podobné zobrazení). Geometri
ké zobrazení f se nazývá þpodobné

zobrazeníÿ, jestli¾e existuje kladné reálné èíslo k tak, ¾e pro ka¾dé dva body X, Y

uva¾ovaného prostoru (v na¹em pøípadì se bude jednat pøevá¾nì o rovinu) a jeji
h

obrazy X ′, Y ′ platí:
|X ′Y ′| = k|XY |. (73)

Èíslo k se nazývá koe�
ient podobného zobrazení f .
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Poznámka. Podobná zobrazení, u ni
h¾ vzory i obrazy patøí do tého¾ prostoru,

napø. roviny, nazýváme podobné transforma
e roviny zkrá
enì podobnosti. Potom

hovoøíme napø. o podobnoste
h v rovinì

18

nebo o podobnoste
h v trojrozmìrném

prostoru.

Vlastní podobnosti

Jak u¾ bylo øeèeno, de�ni
e podobného zobrazení 24 se od de�ni
e shodného zobra-

zení 15 li¹í pouze pøítomností koe�
ientu podobnosti k. Proto¾e hodnota k = 1 není

de�ni
í 24 vylouèena, je zøejmé, ¾e pro toto k se podobnost stává shodností. Proto

podobnosti s koe�
ientem k 6= 1 nazýváme vlastní podobnosti.

Samodru¾né body vlastní podobnosti Pøesto¾e pojem vlastní podobnost pøed-

stavuje pomìrnì obe
né vymezení zobrazení v rovinì, mù¾eme ji¾ na této úrovni

odhalit zajímavou skuteènost o samodru¾ný
h bode
h. Platí toti¾ následují
í vìta.

Vìta 8. Ka¾dá vlastní podobnost má právì jeden samodru¾ný bod.

Dùkaz. Dùkaz této vìty se provádí ve dvou kro
í
h. Nejprve doká¾eme, ¾e vlastní

podobnost (tj. podobnost s koe�
ientem k ∈ R+ − {1}) nemù¾e mít ví
e ne¾ jeden

samodru¾ný bod, potom doká¾eme, ¾e musí mít aspoò jeden. Dohromady nám tedy

vyjde, ¾e vlastní podobnost musí mít právì jeden samodru¾ný bod. My¹lenka dùkazu

prvního dílèího tvrzení je naznaèena v komentáøi øe¹ení následují
ího pøíkladu 8.2.

Dùkazem druhého tvrzení se zde zabývat nebudeme (To v¹ak neznamená, ¾e se o to

ètenáø nemù¾e pokusit sám).

PØÍKLAD 8.2. Pokuste se najít argumenty pro vý¹e uvedené tvrzení, ¾e vlastní

podobnost nemù¾e mít ví
e ne¾ jeden samodru¾ný bod

Øe¹ení: Pravdivost tvrzení snadno doká¾eme sporem. Pøedpokládejme, ¾e platí ne-

ga
e tohoto tvrzení, tj. vlastní podobnost má ví
e ne¾ jeden samodru¾ný bod. Uva-

¾ujme dva takovéto body,X a Y . Ka¾dý z ni
h se zobrazuje sám na sebe, tj.X ′ ≡ X,

Y ′ ≡ Y . Potom ale musí platit |X ′Y ′| = |XY |, 
o¾ je ve sporu s de�ni
í 24, ze

které vyplývá, ¾e pro vlastní podobnost platí |X ′Y ′| = k|XY |, kde k 6= 1, tj.
|X ′Y ′| 6= |XY |. Nega
e dokazovaného tvrzení, která je takto ve sporu s de�ni
í,

nemù¾e platit. Platí tedy ono tvrzení. Tím je dùkaz proveden.

18

Mù¾eme také rovnou de�novat tyto podobné transforma
e roviny, tj. podobnosti v rovinì, takto:

De�ni
e (Podobnost) Zobrazení f roviny (eukleidovského prostoru E2) na sebe se nazývá þpodobnou transforma
í

rovinyÿ (té¾ þpodobností v rovinìÿ), jestli¾e existuje kladné reálné èíslo k tak, ¾e pro ka¾dé dva body X,Y roviny a

jeji
h obrazy X ′, Y ′
platí |X ′Y ′| = k|XY |. Èíslo k se nazývá koe�
ient podobnosti f .
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Podobnosti v rovinì jako slo¾ená zobrazení

Na Obr. 83 vidíme dva podobné trojúhelníky ∆ABC ∼ ∆A′B′C ′. Pøedstavme

si, ¾e 
h
eme, geometri
kými prostøedky, z ∆ABC þvytvoøitÿ (tj. zobrazit þnaÿ)

∆A′B′C ′. Mo¾ný postup je naznaèen na Obr. 83. Nejprve zvìt¹íme ∆ABC na ve-

likost ∆A′B′C ′. K tomu pou¾ijeme stejnolehlost

19

s libovolnì zvoleným støedem S
a koe�
ientem κ, jeho¾ absolutní hodnota je rovna koe�
ientu podobnosti k pøed-

mìtný
h trojúhelníkù, tj. napø. k =
|A′B′|
|AB| . Výsledkem zobrazení ∆ABC v této

stejnolehlosti je èervený trojúhelník ∆A1B1C1, shodný s ∆A′B′C ′, tj. ∆A1B1C1
∼=

∆A′B′C ′. Z vìty 3 o urèenosti shodného zobrazení v rovinì, viz str. 24, víme, ¾e

dvoji
í shodný
h trojúhelníkù je shodnost urèena jednoznaènì. Existuje tedy jediná

shodnost, v ní¾ se ∆A1B1C1 zobrazuje na ∆A′B′C ′. Mù¾eme proto vyslovit násle-

dují
í vìtu.

Vìta 9. Ka¾dou podobnost v rovinì s pomìrem podobnosti k lze rozlo¾it na stejno-

lehlost H(S, k) a shodnost Z. Pøitom støed stejnolehlosti mù¾eme volit libovolnì a

shodnost Z je tím urèena jednoznaènì.

Obrázek 83: Ka¾dou podobnost lze rozlo¾it na stejnolehlost a shodnost

PØÍKLAD 8.3. Pokuste se popsat stejnolehlost a shodnost, jeji
h¾ slo¾ením vznikne

podobnost za
hy
ená na Obr. 84.

19

O stejnolehlosti pojednává kapitola 9 zaèínají
í na str. 108, kde je uvedena té¾ její de�ni
e 25
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Obrázek 84: Podobné útvary v rovinì

PØÍKLAD 8.4. Víte v jakém vztahu jsou papíry rùzný
h velikostí formátu A? Jsou

vzájemnì podobné?

Øe¹ení: Pro ar
hy formátu A je typi
kou vlastností to, ¾e ka¾dý z ni
h je polovi-

nou toho vìt¹ího. Pøehneme-li napøíklad papír formátu A3 na polovinu podél osy

rovnobì¾né s krat¹í stranou, dostaneme formát A4, viz Obr. 85, pøelo¾íme-li A4,

dostaneme A5 atd. V¹e
hny ar
hy formátù A jsou tedy podobné. Oznaèíme-li x, y

Obrázek 85: Papír formátu þAÿ

strany obdélníku formátu A, viz Obr. 85, musí dle vý¹e uvedeného platit

y

x
=

x
y
2

,

odkud po jednodu
hé úpravì dostáváme y2 = 2x2
, tj. y =

√
2x. Pomìr délky del¹í

strany ku dél
e krat¹í strany ar
hu A je

√
2 : 1.

PØÍKLAD 8.5. V eukleidovské rovinì je dán ètvere
 ABCD se støedem S. Exis-
tuje právì jedno podobné zobrazení roviny ètver
e do sebe, pøi kterém se body A,B, S

zobrazí po øadì na body D,B,C. Rozlo¾te toto podobné zobrazení na stejnolehlost a

shodné zobrazení.

Øe¹ení: Øe¹ení si usnadníme vhodným umístìním daného ètver
e do kartézské sou-

stavy souøadni
 Oxy, vr
holem B do poèátku, vr
holem A na zápornou poloosu x,

103



Obrázek 86: Zobrazte ABCD na DEFG

viz Obr. 86. Potom je evidentní, ¾e pøíslu¹né podobné zobrazení mù¾eme rozlo¾it na

stejnolehlost H(B, κ =
√
2) (nejprve ètvere
 ABCD zvìt¹íme

√
2-krát) a otoèení

R(B,−45◦) (zvìt¹ený ètvere
 otoèíme kolem B o 45◦ po smìru pohybu hodinový
h

ruèièek).

PØÍKLAD 8.6. Sestrojte alespoò jeden trojúhelník ABC, pro který platí |AB| :
|AC| = 3 : 5, α = 60◦, ρ = 1, 8 cm (polomìr kru¾ni
e vepsané).

Øe¹ení:Konstruk
e krok za krokem je online zde https://www.geogebra.org/m/p43wpafh.

Na Obr. 87 jsou vybrány její tøi klíèové kroky. Nejprve sestrojíme pomo
ný trojúhel-

Obrázek 87: Konstruk
e ∆ABC

ník ∆AB1C1, jeho¾ rozmìry jsou |AB1| = 3 cm, |AC1| = 5 cm, α = 60◦ (víme tedy,

¾e je podobný s hledaným trojúhelníkem, tj. má stejný tvar, ale jinou velikost), a

vepí¹eme mu kru¾ni
i k1, jejím¾ bodem dotyku se stranou B1C1 je P1, viz první ob-

rázek zleva. Nyní sestrojíme kru¾ni
i k, která bude vepsána hledanému trojúhelníku.
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Proto¾e se kru¾ni
e k musí dotýkat pøímek AB1, AC1, je zøejmé, ¾e je stejnolehlá s

k1 ve stejnolehlosti se støedem v A. Støed S kru¾ni
e k, který je obrazem S1 v této

stejnolehlosti, potom najdeme jako prùseèík pøímky AS1 (tj. pøímky pro
házejí
í

støedem stejnolehlosti A a vzorem S1) s pøímkou r rovnobì¾nou s AB1 a vzdálenou

od ní ρ = 1, 8 cm. Analogi
ky najdeme bod P . Jako prùseèík uvedené rovnobì¾ky

r s pøímkou AP1. Máme-li støed S kru¾ni
e vepsané a jeden její bod P (který je

bodem jejího dotyku se stranou BC hledaného trojúhelníku), máme tím kru¾ni
i k
jednoznaènì urèenou, viz prostøední obrázek. Nyní zbývá doplnit stranu BC trojú-

helníku ∆ABC, 
o¾ je snadné, proto¾e víme, ¾e P je jejím bodem dotyku s k a ¾e

bude rovnobì¾ná s B1C1, viz obrázek vpravo.

PØÍKLAD 8.7. Sestrojte kosodélník ABCD, je-li dáno |∠DAB| = α, |∠ABD| =
ε, |AC| = e.

Øe¹ení: Opìt pou¾ijeme pomo
ný útvar, který umíme sestrojit a je podobný hleda-

nému útvaru nebo jeho èásti. Konkrétnì se jedná o trojúhelník∆AB1D1, viz Obr. 88,

který je stejnolehlý s trojúhelníkem ∆ABD ve stejnolehlosti se støedem A. Øe¹ení

krok za krokem je uvedeno v online appletu https://www.geogebra.org/m/g74dbhwp.

Klíèovou roli pro vyøe¹ení úlohy hraje skuteènost, která souvisí s tím, ¾e podobná

Obrázek 88: Sestrojte kosodélník ABCD

zobrazení patøí mezi a�nní zobrazení, viz de�ni
e 13 na str. 17. Konkrétnì se jedná

o to, ¾e støed S1 úseèky B1D1 se zobrazí na støed S úseèky BD.

V planimetrii se vìnujeme geometrii v rovinì, v eukleidovském prostoru dimenze 2,

to ale neznamená, ¾e shodná nebo podobná zobrazení a jeji
h de�ni
e, které jsme

si uvedli, jsou omezena jenom na tento prostor. Jak ukazuje následují
í pøíklad, je

z
ela pøirozené, zabývat se podobností i v prostoru dimenze 3.
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PØÍKLAD 8.8. Jsou krabi
e na Obr. 89 geometri
ky podobné?

Obrázek 89: Jsou z pohledu geometrie vzájemnì podobné tyto krabi
e mléka?

8.1 Vìty o podobnosti trojúhelníkù

Trojúhelník je jednoznaènì urèen délkami svý
h stran. Pokud tøi úseèky splòují troj-

úhelníkovou nerovnost, viz Obr. 90, té¾ str. 75, existuje jediný trojúhelník, který je

má jako strany. Délkami stran je tak jednoznaènì dán tvar trojúhelníku, tj. i veli-

Obrázek 90: Souèet dvou stran trojúhelníku musí být vìt¹í ne¾ strana tøetí (vlevo), pokud tomu tak

není, nelze trojúhelník sestrojit (vpravo).

kosti jeho vnitøní
h úhlù. Trojúhelník jemu podobný má stejný tvar, tj. i velikosti

vnitøní
h úhlù, li¹í se svou velikostí. Ka¾dá jeho strana je k-násobkem (k je koe�
ient

podobnosti) velikosti odpovídají
í strany pùvodního trojúhelníku.

Dva trojúhelníky jsou podobné, jestli¾e se shodují pomìry délek dvoji
 jeji
h odpo-

vídají
í
h si stran. Zároveò se shodují velikosti jeji
h vnitøní
h úhlù.

Pro usnadnìní identi�ka
e dvoji
e podobný
h trojúhelníkù byla vytvoøena dílèí kri-

téria, ekvivalentní s vý¹e uvedeným tvrzením, která jsou známa jako vìty o podob-

nosti trojúhelníkù: sss, sus, uu, Ssu, viz Obr. 91{94
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Obrázek 91: sss: a′/a = b′/b = c′/c

Obrázek 92: sus: b′/b = c′/c, α = α′

Obrázek 93: uu: α = α′
, β = β ′

Obrázek 94: Ssu: c > a, a′/a = c′/c, γ = γ′

Analogi
ky s vìtou 3 o urèenosti shodného zobrazení v rovinì, viz str. 24, mù¾eme

vyslovit následují
í vìtu o o urèenosti podobného zobrazení v rovinì, kterou mù¾eme

ve struènosti interpretovat tak, ¾e podobnost v rovinì je jednoznaènì dána (usta-

vena) dvoji
í podobný
h trojúhelníkù.

Vìta 10 (O urèenosti podobnosti v rovinì). Ka¾dá podobnost v rovinì je jed-

noznaènì urèena trojúhelníkem ABC a jeho obrazem A′B′C ′ takovým, ¾e |A′B′| =
k|AB|, |B′C ′| = k|BC|, |A′C ′| = k|AC|, kde k, k > 0, je koe�
ient této podobnosti.
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