10 Analytické vyjadreni afinniho zobrazeni v roviné

Odvodime si analytické vyjadieni afinniho zobrazeni f roviny na sebe (zkracené ,afi-
nity“ v roviné). Zakladni myslenka tohoto odvozeni je ilustrovana Obr. 22l V roviné
Ay mame dvé afinni soustavy soutradnic (repéry), ,soustavu vzora“ o = {P;é7, és}
(je ur¢ena pocatkem P a bazi {€7, €&} vektorového zaméteni prostoru As) a ,soustavu
obrazit“ w = {Q;dy,dy} (uréena pocétkem Q a bazi {dy, d»} vektorového zaméfeni
prostoru Ay). Pritom repér {P;eé}, é>} se pusobenim uvazované afinity f zobrazi
na repér { f(P); p(€1), ¢(é2)}, kde ¢ homomorfismus (linedrni zobrazeni) asociovany
k f. Obrazem bodu X = [z1, 2] je bod f(X) = X' = [z, 2}]. Vztah mezi sourad-
nicemi f(X) a X najdeme tak, ze bod f(X) vyjadiime vzhledem k obéma repériim
{Q;dy, dy} a {f(P); 0(¢1), p(é)} (viz Obr. 22) a tato vyjadieni porovname.

Obrazek 22: Zobrazeni bodu X v afinité f v roviné

Necht f je afinni zobrazeni prostoru A, na sebe a ¢ je homomorfismus asociovany
k f. Potom obrazy ¢(é7), p(€3) vektori baze {é7, €3} miuzeme vyjadrit rovnicemi

p(61) = and; + ands, (23)
(&) = arady + asads, (24)

kde koeficienty a;; jsou souradnice vektorii p(e7), p(€2) vzhledem k bézi {d1,d>} a
pro obraz f(P) poc¢atku P repéru o muzeme psat

f(P) = Q + bidy + bads, (25)
kde [b1, bs] jsou jeho soutfadnice vzhledem k repéru w.

Nyni uréime vztah mezi soufadnicemi libovolného bodu X € A, a jeho obrazu
X" = f(X) € As. Nejprve kazdy z téchto bodu zapiSeme v prislusném repéru, bod
X v repéru «, bod f(X) pak v repéru w,

X =P+ xle_i + ngg, (26)
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F(X) = Q + widy + zhds. (27)
Potom, s vyuzitim vlastnosti zobrazeni f a ¢, zapiSeme obraz bodu X ve tvaru
f(X) = f(P+ z1€1 4 2283) = [(P) + p(1€1 + 2263) = f(P) + z19(€1) + 2200(E2).
Po dosazeni z (23), (24)) a (28) dostavame
f(X)=Q + bljl + bzdg + xl(alljl + a215f2) + 1?2(@126?; + azzéfz)-

Po tpravé a porovnani koeficient pfi d; s vyjadienim (27) dostavame hledané rov-
nice afinity f v roviné

/
f DT = anm + a12x9 + bl,

.1,',2 = Q911 + 222 + bg. (28)

Nyni jesté uréime rovnice asociovaného zobrazeni ¢. Necht vektor o € V5 se zobrazi
do vektoru () € V. Pro soufadnice vzoru @ a obrazu () plati

U = UL€] + Ugey, (29)
p(il) = ujdy + uhds. (30)

Na (29) aplikujeme zobrazeni ¢ a upravime dle ([23) a (24]). Dostaneme
p(t) = urp(€1) + uap(€z) = wi(ands + asids) + us(arads + aseds).
Po tpravé a srovnani s (B0) dostaneme hledané rovnice asociovaného zobrazeni ¢:

A
QU = apul + ajpus,

u'2 = Ao1U1 + A22U9. (31)

Soustavu rovnic afinity v roviné (28) muzeme zapsat také pomoci matic, takto

A=l )+ L]
/ - ) + )
Ty a91 G922 ) bo
strucnéji pak ve tvaru

X' =A-X+B.
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