5.12 Posunuti (Translace)

(téZ translace) je urceno smérem a velikosti (tj. kam a jak daleko rovinu
posuneme). Oba tyto tdaje se daji vyjadrit jednim vektorem, vektorem posunuti.
Posunuti s vektorem posunuti p’ znac¢ime 7 (p). Pokud je posunuti dano orientova-
nou useckou AB , s poc¢atecnim bodem A a koncovym bodem B, znacime ho T(/@)
Posunuti je pfimou shodnosti. Nema Zddny samodruzny bod (vsechny body se posu-
nou), ale ma samodruzné vsechny sméry (primka se posunutim zobrazi na primku
s ni rovnobéznou). Posunuti neni involutornim zobrazenim, viz str. 49l

Obrézek 59: Posunuti 7 (p)

Definice 22 (Posunuti). Posunuti (téz t%lace) je zobrazeni, které kazdému bodu
X roviny pritazuje bod X' tak, Ze plati XX = p, tj. X' = X + p, kde p, vektor
posunuti, je vektor vyjadrujict smer a velikost posunuti, ktery je urcen orientovanou
useckou AB, tj. plati p= B — A, viz Obr. [60. Zobrazeni znacime T (p).

goll
>

Obrézek 60: Posunuti 7 (p)
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Samodruzné body, sméry a primky posunuti

Posunuti (translace) nema Zddny samodruzny bod a zobrazuje pfimku do piimky
s ni rovnobézné, tj. ma vsechny sméery samodruznée. Samodruznymi primkamsi, tj.
primkami, které se posunutim zobrazi samy na sebe, jsou primky rovnobéziné se
smeérem posunuti.

Analytické vyjadireni posunuti T(p) v roviné

Pro 7 : X — X', kde p' = (p1,p2) je nalezeni rovnic, které popisuji vztah mezi
souradnicemi vzoru X [z, y] a jeho obrazu X'[2/,3/] velmi jednoduché. Jak je uvedeno
v definici 22] a jak je vidét z Obr. 61l pro vzor X a jeho obraz X' plati

X' =X +7p. (58)
Po dosazeni soufadnic bodi X, X’ a vektoru p dostaneme rovnost
[xla yl] - [xa y] + (p17p2)7 (59)

kterou kdyz upravime
[xlv yl] = [aj +P1,Y + p2]

a rozepiSeme po slozkich, dostaneme analytické vyjadieni posunuti T (p) daného
vektorem p'= (p1, p2)

=z + py, (60)
v =y+p.

Obrazek 61: Posunuti 7(p) : X' =X +p, Y =Y +p, 2/ =Z+7¢
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PRIKLAD 5.26. Napiste rovnice posunuti T (i), je-li @ = (—3,7).

Reseni: Jednoduse dosadime do rovnic ([60):

¥ =z -3,
v =y+7.

PRIKLAD 5.27. V posunuti T je obrazem bodu K|[2,—4] bod K'[—9,3]. Napiste

rovnice posunuti T .

PRIKLAD 5.28. Sestrojte lichobéznik, jsou-li ddany velikosti jeho stran a, b, c, d.

Reseni: Obecny ¢tyrthelnik neni ddn svymi stranami jednoznacné, viz Obr. 62
V pripadé lichobézniku, do jehoz zadani automaticky patii pozadavek na rovno-

TN

Obrézek 62: Ctyithelnik neni dan délkami svych stran jednozna¢éné

béznost protilehlych zdkladen (zbyvajici dvé strany nazyvame ramena), je tomu ale
jinak. Lichobéznik je svymi stranami urcen jednoznacné, viz Obr. [63] vlevo. Tato
informace sama o sobé nas ale k reSeni nedovede. Mame-li tii délky, trojuhelnik
z nich sestrojime snadno, pokud spliiuji trojuhelnikovou nerovnost@. V pripadé ctyr
délek clovek nemusi hned védeét, jak zacit. Ukazeme si proto, ze k danému cili nas
dovede tivaha zalozena na posunuti, kterou mizeme uplatnit pravé diky rovnobéz-

D c C D

A a B A E a a—c B
Obrazek 63: Sestrojte lichobéznik ABC' D, jsou-li dany jeho strany a, b, ¢, d

nosti zakladen lichobézniku. Viz Obr. 63 vpravo. Posuneme-li stranu AD délky d

16Soucet dvou stran libovolného trojthelniku je v&t$i nez strana zbyvajici.
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v posunuti daném vektorem 58 , zobrazi se vrchol D do vrcholu C a vrchol A do
bodu E. Vznikne tak trojihelnik AEBC, jehoz vSechny strany zname a umime
ho proto sestrojit. Plati totiz, ze |EB| = a — ¢, |[BC| = b a |CE| = d. Postup
konstrukce lichobézniku ABCD je proto zrejmy. Nejprve sestrojime AB, potom
trojuhelnik AEBC', jeho vrcholem C' vedeme rovnobézku s AB a naneseme na ni
délku c. Tim dostaneme posledni vrchol lichobézniku D, ktery tak dokonc¢ime spo-
jenim D a A a nélezitym zvyraznénim jeho stran. Poznamenejme jesté, ze stejného
vysledku bychom samoziejmeé dosahli i posunutim strany BC' ve sméru vektoru C

a naslednym uplatnénim postupu analogickému tomu, ktery je vyse popsan.

5.12.1 Posunuti jako slozené zobrazeni

Pripomenme si vétu Bl na str. 62] ktera rika, ze kazdd shodnost v rovin€ se da slozit
z nejvyse tri osovych soumeérnosti. Dosud jsme se zabyvali tim, jak lze z osovych
soumérnosti slozit stredovou soumeérnost a otoceni. V obou ptipadech jsme vystacili
se dvéma osovymi soumeérnostmi, v pripadé stredové soumérnosti byly jejich osy
kolmé, v pripadé otoceni se pak jednalo o osy rtznobézné, svirajici hel polovi¢ni
oproti hlu otoceni. Nyni si ukazeme, ze se dvéma osovymi soumérnostmi vystacime
i v pripadé posunuti. Tentokrat vsak budou jejich osy rovnobézné. Na Obr. je

Obrazek 64: O(Ol) . AABC — AAlBlCl, O(Og) . AAlBlCl — AA/B/C/, T(m . AABC —
AA'B'C’

—

naznaceno, jak lze posunuti 7 (p), kde p'= AA’, ziskat postupnym uplatnéni dvou
osovych soumérnosti O(o1), O(02), jejichz osy jsou rovnobézné, kolmé na smér po-
sunuti a jejichz vzdalenost je polovicni oproti velikosti posunuti.

Posunuti (translaci) miuzeme definovat téz jako shodnost, kterd vznikne sloZenim
dvou osovych soumeérnosti s rovnobéznyma a ruznymsi osami. Smer posunuti je pritom
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kolmy na smer téchto os a jeho velikost je rovna dvojnasobku jejich vzdalenosti.

A naopak, kazdou translaci lze rozloZit na dvé osové soumeérnosti s rovnobéznyma
osamz, z nichZ jednu lze volit libovolne, kolmo na smer translace a druhd je touto
volbou urcena jednoznacné. Na Obr. (interaktivni varianta je dostupna na ad-
rese https://www.geogebra.org/m/taa48mfx) vidime posunuti 7 (p), ve kterém se

Obréazek 65: Rozklad posunuti 7(p) je dén pouze polohou smérem a velikosti posunuti

AABC zobrazuje na AA'B'C’| rozlozené na dvé osové soumérnosti O(o1), O(02)
dvéma riznymi zpusoby. Jediné, co je tieba pri takovém rozkladu dodrzet je to,
aby osy byly rovnobézné a kolmé na smér posunuti a jejich vzdalenost byla rovna
poloviné velikosti vektoru posunuti p.

PRIKLAD 5.29. Uvazujte dvé riznd posunuti T, a Tz. Jakd vsechna zobrazeni Z
mohou vzniknout jejich sloZenim?

Reseni: K vysetfovani skladani dvou riiznych posunuti miizete vyuzit néasledujici
applet: https://www.geogebra.org/m/ajffjgam

Bl

Obrézek 66: 71 (1) : AABC' — AA,B,Cy, Ta(s) : AABCy — AA'B'C’, 2 AABC — AA'B'C'
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5.13 Cviceni: Posunuti

Instrukce: Cuviceni ¢. 1 1este pro Vami zvolené hodnoty. U zbyvajicich cviceni potom
vZdy provedte rozbor prislusné ulohy, popiste jeji konstrukci a nakonec ulohu vyreste
pro Vamu zvolenée konkrétni zadani.

1. Sestrojte lichobéznik, jsou-li dany velikosti jeho stran a, b, ¢, d.

2. Jsou dény primka p a dvé nesoustfedné kruznice ki(Si,71), k2(S9,72). Vedte
primku rovnobéznou s primkou p tak, aby na ni kruznice ki, ko vytinaly shodné
tétivy.

3. Sestrojte lichobéznik ABC' D, jsou-li dany délky obou jeho zédkladen a, c a obou
jeho uhlopricek e, f.

4. Jsou dany dvé riznobézky a, b a tsecka délky r. Sestrojte vSechny kruznice £ se
sttedem na primce a, polomérem r, které na primce b vytinaji tétivu délky r.

Posunuti - Priklady pro dobrovolné reSeni

5. Sestrojte rovnobéznik, jsou-li dany délky jeho stran a velikost tthlu jeho thlo-
pricek.

6. Sestrojte ctyruhelnik ABCD, jehoz uhlopricky sviraji pravy thel, jsou-li dany
velikosti thlopricek |AC| = e, |BD| = f a velikosti thla |ZABC| = 90°, |ZADC| =
0.

7. Sestrojte ¢tyruhelnik ABCD, jsou-li dany velikosti jeho stran |AB| = a, |BC| =
b,|CD| =c,|DA| = d a odchylka w primek AD, BC.
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5.14 Posunuti soumérnost (Posunuté zrcadleni)

Posunuta soumeérnost (téz posunuté zrcadleni) je shodné zobrazeni, které vznikne
slozenim osové soumérnosti a posunuti (pfitom nezavisi na jejich poradi). Jeho vér-
nou analogii z realného svéta je vztah mezi otisky nohou pfi chiizi po primce, viz
Obr. 671 Leva stopa se nejprve zobrazi v osové soumérnosti podle osy o (na obrazku

Obréazek 67: Posunuté zrcadleni

viz X — X), potom se jeji obraz posune ve sméru této osy v posunuti popsaném
vektorem p; p|| o (na obrazku viz X; — X'). Nejedna se tak o zddné ,,umélé“ zob-
razeni, ale naopak, o geometricky jev, se kterym se setkavame doslova na kazdém
kroku. Posunuta soumeérnost je urcena osou soumeérnosti a vektorem posunuti s ni
rovnobéznym. Posunuta soumeérnost je neprimou shodnosti, neméa Zadné samodruzne
body a ma dva samodruzné sméry, jeden rovnobézny s osou soumeérnosti (tj. smérem
posunuti), druhy na néj kolmy. Pro oznaceni posunuté soumérnosti neni jeden za-
zity symbol, v rtiznych publikacic se setkame s oznacenim Ps, Z nebo s. V tomto
textu pouzijeme pro posunutou souméernost oznaceni Ps.

Definice 23 (Posunutd soumérnost). Zobrazeni sloZené z posunuti ve sméru
dané primky o a 0sové soumérnosti podle osy o se nazyvd posunutd soumeérnost (téz
posunuté zrcadlent), viz Obr. [68.

X
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|Xl
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|

|
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|

|
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|
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|
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1

X

Obrazek 68: Posunuté zrcadleni Ps: X — X’

17V daném poradi se jedné o tyto publikace:
POLAK, Josef. Piehled stfedogkolské matematiky. 10. vydani. Praha: Prometheus, 2015.
POMYKALOVA, Eva. Matematika pro gymnézia: planimetrie. 4., upr. vyd. Praha: Prometheus, 2000.
KURINA, Franti$ek. Deset geometrickych transformaci. Praha: Prometheus, 2002.
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Samodruzné body, sméry a primky posunuté soumeérnosti

Posunuta soumérnost nemd samodruzné body. Samodruznou primkou tohoto zobra-
zeni je osa o. Samodruzné sméry ma dva, na sebe kolmé, smér kolmy na osu a smeér
rovnobézny s osou.

Analytické vyjadreni posunuté soumérnosti Ps

Posunutou soumérnosti se nebudeme zabyvat nijak detailné, proto nam staci, kdyz
si zde odvodime jeji analytické vyjadreni jenom pro specialni pripad, kdy je osa
soumernosti o totozna se souradnicovou osou z, a odvozeni rovnic pro obecnou
polohu osy prenechame ctenéri.

Vse pottrebné je znazornéno na Obr. 69, kde je zachyceno zobrazeni trojuhelniku
AABC v posunuté soumérnosti Ps definované osu o; 0 = x, a vektorem p'= (p1,0).
Pro odvozeni rovnic popisujicich vztah mezi soufadnicemi vzoru X[z,y] a obrazu
X'[2",y] v Ps se zaméfime specidlné na vrchol X trojuhelniku a jeho zobrazeni
v O(0) na X a nésledné zobrazeni X; na X', obraz bodu X v Ps. Postupnym uplat-

Z
Y
X[x,y]
Xi[x, —y] X'[x + p1, —Y]
Y, Y
Z, VA
5 = (p17 O)

Obrazek 69: Posunuté zrcadleni Ps: X — X’

nénim vztahl pro zobrazeni v osové soumeérnosti a v posunuti dostaneme analytické
vyjddreni posunuté soumérnosti (posunutého zrcadleni) dané osou soumérnosti o v
ose x a vektorem posunuti p = (p1,0), viz Obr. 69

Ps: o' =x+p,

/

y' = —y.
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PRIKLAD 5.30. Je ddna primka p a dva body A, B v téZe poloroviné s hranicni
primkou p Na primce p sestrojte usecku XY délky d tak, aby soucet |AX|+ | XY |+
'Y B| byl co nejmensi, viz Obr. [70,

Regeni: Uloha velmi pfipomind Herontv problém, ktery byl ndmétem piikladu
na str. 49 Jediny rozdil je v tom, ze ,kovboj se chce s koném jesté projit podél
reky“, budeme-li se drzet oblibené interpretace tohoto problému pomoci pribéhu
kovboje a koné, kteri se vraceji do staje.

p X Y
Obrazek 70: |[AX| + | XY|+ |Y B| = min

Navrhnéte kompletni postup reseni této tlohy!

5.14.1 Posunuta soumeérnost jako sloZzené zobrazeni

Véta Bl na str. [62] 1ika, ze kaZda shodnost v rovinée se da slozit z nejvyse tri osovych
soumeérnosti. Zatim jsme pouzili jednu, na samotnou osovou soumernost, nebo dvé,
na vytvoreni stfedové soumérnosti (dvé kolmé osy), otoceni (dvé riznobézné osy) a
posunuti (dvé rovnobézné osy). Nyni, v souvislosti s posunutou soumérnosti, koneéné
prichazi chvile pro tti osy.

Posunutou soumeérnost lze slozit ze tri osovych soumernosti s ruznobéznymi osams,
které vsechny tri nemaji spolecny bod. Tuto skutecnost ilustruje Obr. [[1] (Interak-
tivni obrazek viz https://www.geogebra.org/m/avrrbx2j). Jsou zde zobrazeny tii
(Cerné) riznobézné osy oj, 09, 03, které prisluseji osovym soumérnostem O;(01),
Os(09) a Os(03), a jedna (Cervend) osa o, kterd prislusi posunuté soumérnosti Ps
vytvorené slozenim O30 Oy0O; (skladani zobrazeni viz definice 20 na str. [61]). Troj-
thelnik AABC' se zobrazi v O1(0;) na trojuhelnik AA;B1Cy, ten potom v Os(0)
na AA;ByCy a ten nakonec v Osz(03) na vysledny trojihelnik AA'B'C’. Stejny troj-
thelnik AA'B'C" je pak také vysledkem zobrazeni AABC v posunuté soumérnosti
Ps s osou o a vektorem posunuti p. Jako mezikrok tohoto zobrazeni je znazornén

AA,B,C,, obraz AABC v O(0).
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Obrazek 71: Posunuta soumérnost vznikne slozenim tii osovych soumérnosti s riznobéznymi osami,
které nemaji spolecny bod

Specidlnim pripadem popsaného slozeni posunuté soumérnosti ze tri riznobéznych
os je situace, kdy thel a mezi osami 01 a 0y je 90° a jejich slozenim tak vznikne
stredova soumeérnost. Tomu je vénovana nasledujici véta

Véta 7. Posunuté zrcadleni se da slozit z osove a stredove soumernosti, pricemz
stred stredove soumernosti nelezi na ose 0soveé soumernosti.

PRIKLAD 5.31. Necht AB, A'B’ jsou riznobéiné a shodné dsecky. Dokaste, Ze
existuje posunuté zrcadleni nebo osovd soumeérnost, které prevadéji body A, B po
radé v body A', B'.

Reseni: To, ze pro dvé stejné dlouhé riiznobézné tisecky je vzdy mozné najit posunu-
tou soumérnost, kterd jednu tsecku zobrazuje na druhou, je zfejmé z Obr. [[2l Osa
o prochézi stfedem F' Gsecky spojujici A a A’ rovnobé&zné s osou u thlu pfimek AB
a A’'B’. Velikost posunuti je rovna vzdélenosti bodi A; a A’, kde A; je obrazem A
v O(o).
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B1 ~

Obrazek 72: Posunuté zrcadleni Ps: AB — A'B’

5.15 Cviceni: Posunuta soumérnost

1. Jsou dany dvé riznobézky a,b a na nich dva body A # B (A na a, B na b).
Urcete bod X na a a bod Y na b tak, aby platilo |AX| = |BY| a déle aby:

a) XY || p, kde p je dané primka,;
b) XY =d, kde d je predem dana tsecka;

c) stied tsecky XY lezel na dané primce q.

2. Napiste rovnice shodnosti roviny FEs, ktera vznikne slozenim tii osovych soumeér-
nosti s osami 01, 0y, 03 postupné o rovnicich: x =0, y =0, x — 2y = 0.
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5.16 Identita

Identita je shodnosti, v niz se kazdy bod roviny zobrazi sdm na sebe. Identitu zna-
¢ime Z a pro vSechny body X roviny platiZ : X — X. V identité jsou tedy vsechny
body v sméry samodruzne.

Obrazek 73: Identita; vSechny body roviny jsou samodruzné

Identita je neutrdalnim prvkem grupy shodnosti v roving, viz str. [l a 87 Je vysledkem
slozeni libovolné shodnosti se zobrazenim k ni inverznim.

Inverzni zobrazeni k zobrazeni Z zna¢ime Z~!. Pfitom inverznim zobrazenim k osové
soumérnosti O(o) je sama tato soumérnost, tj. O(o) o O(0) = Z, inverznim zobraze-
nim ke stfedové soumérnosti S(5) je opét sama tato soumérnost, tj. S(5)oS(S) = Z.
V pripadé otoceni R (S, «) je inverznim zobrazenim otoceni se stejnym stiedem, ale
opa¢nym thlem R71(S, o) = R(S, —a), tj. R(S, —a) o R(S,a) = Z a pro posunuti
T (p) je inverznim zobrazenim posunuti s opacnym vektorem 7 '(p) = T (—p), tj.
T (—p) o T(p) = Z. Konecné pro posunutou soumérnost Ps(o,p) je inverznim zob-
razenim posunuta soumérnost Ps™ (o, p) = Ps(o, —p), tj. Ps(o, —p) o Ps(o,p) = T.

Obréazek 74: Identita Z jako vysledek O(0) o O(0)
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Z vyse uvedenych vztaht pro vznik identity slozenim shodnosti s k ni inverznim
zobrazenim vyplyva, ze identita muze sehrat vyznamnou roli také pri identifikaci
involutorniho zobrazeni (involuce), viz str. 9. Muzeme Fici, ze shodnost v roviné je
wnvoluct prave tehdy, kdyz vysledkem jejiho sloZeni sama se sebou je identita, jinak
receno, kdyz je shodnost sama sobé inverznim zobrazenim. Viz Obr. [(4. Trojuhelnik
AABC se nejprve v O(0) zobrazi na AA; B1Cy, ktery se nasledné opét v O(0) zobrazi
zpét na AABC'. Plati tedy, ze O(0) o O(0) =7

PRIKLAD 5.32. Pro zbyvajici involuce z mnoZiny shodnosti v roviné sestrojte
v GeoGebre obrazky ilustrugici jejich sloZeni sama se sebou analogicky Obr. [7).
(Ulozte na svij profil a poslete odkaz)
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