
5 Shodná zobrazení v rovinì

Nejbì¾nìj¹ími zástupci a�nních zobrazení ve ¹kolní matematice jsou shodná a po-
dobná zobrazení. Tìmi se teï budeme podrobnì zabývat. Nejprve shodnými zobra-
zeními, potom podobnými. Ji¾ víme, ¾e pokud se omezujeme na zobrazení v rámci
jednoho prostoru, konkrétnì pak roviny, mù¾eme hovoøit zkrácenì o shodnostech
a podobnostech v rovinì. Na Obr. 19 vidíme rozdíl mezi shodností a podobností.
Zatímco shodnost zachovává rozmìry i tvar útvaru, podobnost (pøesnìji vlastní po-
dobnost, viz dále) zachovává jenom tvar.

Obrázek 19: Dvojice shodných (vlevo) a podobných (vpravo) útvarù

Zjednodu¹enì mù¾eme shodnosti charakterizovat jako transformace (zobrazení), která
zachovávají vzdálenosti bodù (tj. vzdálenost obrazù je stejná jako vzdálenost vzorù).
Øíkáme, ¾e vzdálenost je invariantem shodného zobrazení (které proto nazýváme
také izometrické zobrazení). Shodné zobrazení tak mù¾eme de�novat následujícím
zpùsobem.

De�nice 15. Zobrazení v rovinì, které ka¾dým dvìma bodùm X, Y pøiøazuje body
X ′, Y ′ tak, ¾e

|X ′Y ′| = |XY |
se nazývá shodné zobrazení v rovinì (té¾ izometrické zobrazení), viz Obr. 20.

Obrázek 20: Vzdálenost se zachovává
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PØÍKLAD 5.1. S pou¾itím de�nice 15 doka¾te následující vlastnosti shodného
zobrazení:

1. Ka¾dé shodné zobrazení je prosté a a�nní.

2. Úseèka se zobrazí na úseèku.

3. Polopøímka se zobrazí na polopøímku.

4. Pøímka se zobrazí na pøímku.

5. Rovnobì¾ky se zobrazí na rovnobì¾ky.

6. Úhel se zobrazí na úhel s ním shodný.

7. Polorovina se zobrazí na polorovinu.

PØÍKLAD 5.2. Urèete mno¾inu mo¾ných poloh obrazu X ′ bodu X[4, 1] ve shod-
nosti f , pokud o tomto zobrazení máte následující informace:

a) Bod A[1, 3] a jeho obraz A′[−2, 1].
b) Body A[1, 3], B[3, 0] a jejich obrazy A′[−2, 1], B′[−5, 3].
c) Body A[1, 3], B[3, 0], C[2,−1] a jejich obrazy A′[−2, 1], B′[−5, 3], C ′[−6, 2].
Øe¹ení zobrazte v programu GeoGebra, umístìte na svùj pro�l na geogebra.org a
sdílejte ve skupinì PLA 2020.

Z øe¹ení pøíkladu 5.2 vyplývá, ¾e shodnost v rovinì je jednoznaènì urèena trojicí
nekolineárních bodù a jejich obrazy. To je obsahem následující vìty.

Vìta 3 (O urèenosti shodného zobrazení v rovinì). Shodné zobrazení v rovinì je
jednoznaènì urèeno libovolnými tøemi nekolineárními body A,B,C a tøemi nekoli-
neárními body A′, B′, C ′, které jsou po øadì jejich obrazy.

Dùkaz: Naznaète pomocí obrázku.
(Inspirujte se pøi tom apletem https://www.geogebra.org/m/RYaKE4Jw)

Poznámka. Ji¾ víme, ¾e analogická vìta platí pro v¹echna a�nní zobrazení v rovinì
(viz vìta 2 o urèenosti a�nního zobrazení v rovinì).
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5.1 Rovnice shodnosti v rovinì

V kapitole 4.1 jsme si uvádìli, ¾e ka¾dou a�nitu f v rovinì mù¾eme zapsat soustavou
rovnic

f : x′ = a11x + a12y + b1
y′ = a21x + a22y + b2,

(21)

kterou lze pøepsat u¾itím matic do tvaru

f :

[
x′

y′

]
=

[
a11 a12
a21 a22

]
·
[
x
y

]
+

[
b1
b2

]
(22)

a struènì vyjádøit maticovou rovnicí

f : X ′ = A ·X +B. (23)

Mezi v¹emi mo¾nými a�nitami se nacházejí i shodnosti, viz Obr.21, kde vlevo je
þnìjakáÿ a�nita, zatímco vpravo je a�nita, která je shodností. Ukazuje se, ¾e vùbec
není tì¾ké zjistit, zda a�nita daná nìkterým z vý¹e uvedených zápisù je shodností.
Jak je detailnì vysvìtleno dále, staèí jednoduché posouzení matice A.

Obrázek 21: https://www.geogebra.org/m/UcqvE9uT)

Jak poznáme, ¾e a�nita daná rovnicemi (21) je shodností?

Je-li tato a�nita shodností, platí pro v¹echny dvojice bodùX[x1, x2], Y [y1, y2] a jejich
obrazy X ′[x′1, x

′
2], Y

′[y′1, y
′
2] vztah |X ′Y ′| = |XY |, z nìho¾ po dosazení souøadnic

uvedených bodù dostaneme√
(y′1 − x′1)2 + (y′2 − x′2)2 =

√
(y1 − x1)2 + (y2 − x2)2, (24)

po umocnìní obou stran na druhou

(y′1 − x′1)2 + (y′2 − x′2)2 = (y1 − x1)2 + (y2 − x2)2. (25)
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Nyní do levé strany (25) dosadíme z (21) (proto¾e se body X[x1, x2], Y [y1, y2] zob-
razují v daném poøadí na body X ′[x′1, x

′
2], Y

′[y′1, y
′
2], dosazujeme takto: x′1 = a11x1+

a12x2 + b1, x
′
2 = a21x1 + a22x2 + b2; y′1 = a11y1 + a12y2 + b1, y

′
2 = a21y1 + a22y2 + b2).

Dostaneme rovnost

(a11y1 + a12y2 − a11x1 − a12x2)2 + (a21y1 + a22y2 − a21x1 + a22x2)
2 (26)

= (y1 − x1)2 + (y2 − x2)2,

kterou postupnì upravíme na tvar obsahující výrazy (y1 − x1) a (y2 − x2). Nejprve
vytkneme spoleèné koe�cienty

[a11(y1 − x1) + a12(y2 − x2)]2 + [a21(y1 − x1) + a22(y2 − x2)]2 (27)

= (y1 − x1)2 + (y2 − x2)2,

potom umocníme závorky na levé stranì a zjednodu¹íme ji na tvar polynomu s pro-
mìnnými (y1 − x1) a (y2 − x2)

(a211 + a221)(y1 − x1)2 + 2(a11a12 + a21a22)(y1 − x1)(y2 − x2) + (a212 + a222)(y2 − x2)2

= (y1 − x1)2 + (y2 − x2)2. (28)

Nyní diskutujeme, za jakých podmínek je v (28) splnìna rovnost levé strany s pra-
vou stranou (vyu¾ijeme toho, ¾e dva polynomy jsou si rovny pro v¹echny hodnoty
z pøíslu¹ného oboru právì tehdy, kdy¾ se rovnají koe�cienty u sobì odpovídajících
èlenù). Zjistíme tak, ¾e rovnost |X ′Y ′| = |XY | nastává právì tehdy, kdy¾ jsou pro
prvky matice A (tj. koe�cienty soustavy (21)) splnìny vztahy

a211 + a221 = 1,

a212 + a222 = 1, (29)

a11a12 + a21a22 = 0,

které lze struènì vyjádøit rovností[
a11 a21
a12 a22

]
·
[
a11 a12
a21 a22

]
=

[
1 0
0 1

]
. (30)

Odpovìï na vý¹e uvedenou otázku je tedy taková, ¾e rovnice (21) je rovnicí
shodnosti, právì kdy¾ platí

AT · A = E, (31)

kde E je jednotková matice. Matici A, která splòuje vztah (31), nazýváme or-
tonormální maticí. Struènì proto mù¾eme konstatovat, ¾e a�nita daná rovnicí (21)
je shodností právì tehdy, kdy¾ je matice A ortonormální.
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Poznámky.

1. Platí AT · A = E. Potom je ale AT = A−1 a platí tedy i rovnost A · AT = E.

2. Zobrazení, pro která platí | detA| = 1 nazýváme ekvia�nní zobrazení, struènì
ekvia�nity. Je zøejmé, ¾e ka¾dá shodnost je ekvia�nita. Platí toto tvrzení i obrá-
cenì? Mù¾eme øíci, ¾e ka¾dá ekvia�nita je shodností?

3. Je tøeba si uvìdomit, ¾e pøi shodném zobrazení mezi euklidovskými prostory
rùzných dimenzí není matice A ètvercová. Potom vý¹e uvedené úvahy o inverzní
matici nemají smysl a v platnosti zùstává pouze pùvodní podmínka AT · A = E.

PØÍKLAD 5.3. Zapsáním formou rovnic ve tvaru (21) uveïte alespoò tøi pøíklady
ekvia�nity, která není shodností.

PØÍKLAD 5.4. Rozhodnìte, zda je a�nita daná rovnicemi x′ = −4
5x+

3
5y+8, y′ =

3
5x+

4
5y − 6 shodností.

PØÍKLAD 5.5. Urèete parametr s tak, aby existovala shodnost roviny zobrazující
body [0, 0], [3, 4] po øadì na body [5, 0], [9, s]. Napi¹te rovnice tohoto zobrazení a
souøadnice obrazu bodu [5, 0].

PØÍKLAD 5.6. Urèete a, b, c tak, aby rovnice x′ =
3

4
x+by+1, y′ = ax+cy−1

vyjadøovaly shodnost.

PØÍKLAD 5.7. Urèete koe�cienty a, b, c tak, aby bylo uvedenými rovnicemi dáno
shodné zobrazení:

a) x′ = ax+ by + 1, y′ = cx+
1

2
y − 1.

b) x′ = x+ by − 2, y′ = ax+ cy + 1.

PØÍKLAD 5.8. Urèete p, q tak, aby existovala shodnost zobrazující body [3, 0],
[1, 2], [−1,−1] po øadì na body [1, 4], [p, 2], [2, q]. Najdìte samodru¾né body a smìry
tohoto zobrazení.
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5.2 Samodru¾né body a smìry shodností v rovinì

Ze základní a støední ¹koly si urèitì pamatujete vìt¹inu ze shodností v rovinì. Jsou
to identita, osová soumìrnost, støedová soumìrnost, otoèení, posunutí a posunuté
zrcadlení. Víte, ¾e støed støedové soumìrnosti, pøípadnì støed otoèení, se zobrazí
sám na sebe. Také bezesporu víte, ¾e ve støedové soumìrnosti, pøípadnì v posunutí,
se pøímka zobrazí na pøímku s ní rovnobì¾nou. Jedná se o vlastnosti, které se popisují
pomocí pojmù samodru¾ný bod a samodru¾ný smìr.

Samodru¾ným bodem (a�nního) zobrazení rozumíme bod, který se zobrazí sám
na sebe, tj. pro jeho souøadnice platí X ′ = X.

Pokud do rovnic (21) dosadíme x′ = x a y′ = y je zøejmé, ¾e souøadnice samodru¾-
ných bodù daného zobrazení jsou øe¹ením soustavy rovnic

(1− a11)x1 − a12x2 = b1
−a21x1 + (1− a22)x2 = b2.

(32)

Samodru¾ným smìrem rozumíme smìr, který se v (a�nním) zobrazení zobrazí
sám na sebe.

Pro vyjádøení smìru pou¾íváme vektor, napø. ~u. Pøíslu¹ný þsmìrÿ potom repre-
zentují v¹echny jeho násobky λ~u, kde λ ∈ R. Má-li tedy být smìr reprezentovaný
vektorem ~u samodru¾ný, musí pro vektor ~u′, který je obrazem vektoru ~u, platit, ¾e
reprezentuje stejný smìr, tj. ~u′ = λ~u, kde λ ∈ R. Jak je uvedeno vý¹e, samodru¾né
body vypoèítáme øe¹ením soustavy 32. Abychom dokázali vypoèítat i samodru¾né
smìry, musíme si nejprve zavést pojem asociovaný homomor�smus, viz str. 30. Tomu
se budeme vìnovat a¾ v dal¹í kapitole, kde se na detailní výpoèet samodru¾ných bodù
a smìrù zamìøíme.

Pro ka¾dou shodnost v rovinì je typická kombinace samodru¾ných bodù a smìrù.
Je to jakýsi její unikátní identi�kátor. Jako pøíklad si uveïme osovou soumìrnost
O(o), viz Obr. 22. Ta má nekoneènì mnoho samodru¾ných bodù, které tvoøí osu o
soumìrnosti, viz napø. bod B na Obr. 22, vlevo. Samodru¾né smìry má potom dva,
kolmý na osu osové soumìrnosti a rovnobì¾ný s osou osové soumìrnosti, viz pøímky
p, q a jejich obrazy.

Na Obr. 22 také mù¾eme pozorovat rozdíl mezi pojmy pøímka samodru¾ných bodù a
samodru¾ná pøímka. Pøímkou samodru¾ných bodù je osa o osové soumìrnosti, ka¾dý
její bod je toti¾ samodru¾ný. Samodru¾nou pøímkou je potom pøímka p, která se
zobrazuje sama na sebe, kromì prùseèíku s osou o ale nemá ¾ádný dal¹í samodru¾ný
bod. V¹echny její ostatní body se zobrazují jako bod A, do jiného bodu, ale opìt
le¾ícího na pøímce p, viz obraz A′.
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Obrázek 22: Samodru¾ným bodem je ka¾dý bod osy osové soumìrnosti (osa soumìrnosti je tzv. pøím-
kou samodru¾ných bodù). Samodru¾né smìry osové soumìrnosti jsou dva, kolmý na osu soumìrnosti
a rovnobì¾ný s osou soumìrnosti.

PØÍKLAD 5.9. Vyplòte následující tabulku samodru¾ných bodù a smìrù pro v¹echny
shodnosti v rovinì. U ka¾dého zobrazení uvádìjte poèty samodru¾ných bodù a smìrù
(je-li smìrù více, tak jejich vzájemné odchylky).

shodnost samodru¾né body samodru¾né smìry

identita
osová soumìrnost
støedová soumìrnost
otoèení
posunutí
posunuté zrcadlení
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