5 Shodna zobrazeni v roviné

Nejbéznéjsimi zastupci afinnich zobrazeni ve $kolni matematice jsou shodna a po-
dobné zobrazeni. Témi se ted budeme podrobné zabyvat. Nejprve shodnymi zobra-
zenimi, potom podobnymi. Jiz vime, ze pokud se omezujeme na zobrazeni v ramci
jednoho prostoru, konkrétné pak roviny, mizeme hovorit zkracené o shodnostech
a podobnostech v roviné. Na Obr. vidime rozdil mezi shodnosti a podobnosti.
Zatimco shodnost zachovava rozmeéry i tvar utvaru, podobnost (presnéji vlastni po-
dobnost, viz déle) zachovava jenom tvar.

W& Me

Obréazek 19: Dvojice shodnych (vlevo) a podobnych (vpravo) atvart

Zjednodusené muzeme shodnosti charakterizovat jako transformace (zobrazeni), ktera
zachovéavaji vzdalenosti bodu (tj. vzdalenost obrazt je stejné jako vzdalenost vzori).

Rikdme, Ze vzdéalenost je invariantem shodného zobrazeni (které proto nazyvame

také izometrické zobrazeni). Shodné zobrazeni tak mtzeme definovat nasledujicim

zplsobem.

Definice 15. Zobrazeni v rovine, které kazdym dvéma bodum X,Y prirazuje body
XY’ tak, Ze
| X'Y'| = |XY|

se nazyvd shodné zobrazeni v roviné (t€Z izometrické zobrazeni), viz Obr. [20.

X
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Obrazek 20: Vzdalenost se zachovava

23



PRIKLAD 5.1. S pouZitim definice dokazte nasleduyici vlastnosti shodneho

zobrazeni:

1. KazZdé shodne zobrazeni je prosté a afinni.
Usecka se zobrazi na dsecku.

Poloprimka se zobrazi na poloprimku.
Primka se zobrazi na primku.

Rovnobézky se zobrazi na rovnobéezky.

Uhel se zobrazi na thel s nim shodny.

S S T

Polorovina se zobrazi na polorovinu.

PRIKLAD 5.2. Urcete mnozinu mozngjch poloh obrazu X' bodu X[4,1] ve shod-
nosti f, pokud o tomto zobrazeni mate nasledujici informace:

a) Bod A[l,3] a jeho obraz A'[—2,1].
b) Body A[l,3], B[3,0] a jejich obrazy A'|—2,1]|, B'[-5, 3].
c) Body A[l,3], B[3,0], C[2,—1] a jejich obrazy A'|—2,1], B'[-5,3], C'[-6,2].

Reseni zobrazte v programu GeoGebra, umistéte na svij profil na geogebra.org a
sdilejte ve skupine PLA 2020.

Z, teseni prikladu vyplyva, ze shodnost v roviné je jednoznacné urcena trojici
nekolinedrnich bodi a jejich obrazy. To je obsahem nasledujici véty.

Véta 3 (O urcenosti shodného zobrazeni v roving). Shodné zobrazeni v roviné je
jednoznacnée urceno libovolnymai tremi nekolinearnimi body A, B,C a tremi nekoli-
nedarnimi body A', B', C", které jsou po Tadé¢ jejich obrazy.

Diikaz: Naznacte pomoci obrazku.
(Inspirujte se pfi tom apletem https://www.geogebra.org/m/RYaKE4Jw)

Poznamka. Jiz vime, ze analogicka véta plati pro vSechna afinni zobrazeni v roviné
(viz véta [2] o urcenosti afinniho zobrazeni v roving).
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5.1 Rovnice shodnosti v roviné

V kapitole [4.1] jsme si uvadéli, Ze kazdou afinitu f v roviné mizeme zapsat soustavou

rovnic
f:2 = apnx + apy + b (21)

/

Yy = anxr + axny + b,

kterou lze prepsat uzitim matic do tvaru

l'/ aj; a2 a b1:|
: — . + 22
rly =l 2
a strucné vyjadrit maticovou rovnici

fi X'=A-X+B. (23)

Mezi vSemi moznymi afinitami se nachézeji i shodnosti, viz Obr[21], kde vlevo je
L,hejaka®“ afinita, zatimco vpravo je afinita, kterd je shodnosti. Ukazuje se, ze viibec
neni tézké zjistit, zda afinita dana nékterym z vyse uvedenych zapisi je shodnosti.
Jak je detailné vysvétleno dale, staci jednoduché posouzeni matice A.

Obréazek 21: https://www.geogebra.org/m/UcqvE9uT)

Jak pozname, ze afinita dana rovnicemi (21)) je shodnosti?

Je-li tato afinita shodnosti, plati pro vSechny dvojice bodt X [x1, xo], Y[y1, y2] a jejich

obrazy X'z}, x}],Y'[y1, 5] vztah | X'Y'| = | XY, z néhoz po dosazeni souradnic
uvedenych bodt dostaneme
V= 2)2 + (5 — 20)2 = V(g — 212 + (42— 22", (24)
po umocnéni obou stran na druhou
(y1 — 20" + (y5 — 23)° = (1 — 1) + (32 — 22)*. (25)
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Nyni do levé strany dosadime z (protoze se body X|x1,xs], Y|y1,y2] zob-
razuji v daném poradi na body X'[x], x|, Y[y}, v5], dosazujeme takto: 2| = ay1x1 +
a12%2 + b1, Th = anx1 + anxs + by Yy = anyi + a2y2 + b1, Yy = any1 + anys + ba).
Dostaneme rovnost

(anyr + a2y — an@y — a1o2)? + (a21y1 + azyo — a2 @y + azaws)” (26)
= (1 — 21)° + (32 — 22)%,
kterou postupné upravime na tvar obsahujici vyrazy (y; — z1) a (y2 — 22). Nejprve
vytkneme spole¢né koeficienty
[CL11(?J1 - CE1) =+ a12(y2 - $2)]2 + [a21(y1 - 5131) + a22(3/2 - $2) ? (27)
= (1 — 21)° + (32 — 22)%,
potom umocnime zavorky na levé strané a zjednodusime ji na tvar polynomu s pro-
ménnymi (y1 — 1) a (y2 — 72)
(afy + a3) (1 — 21)° + 2(an1a12 + agag)(y1 — 1) (Y2 — ) + (afy + a3) (Y2 — 2)°
= (1 — 21)* + (g2 — 2)*. (28)

Nyni diskutujeme, za jakych podminek je v (28]) splnéna rovnost levé strany s pra-
vou stranou (vyuzijeme toho, Ze dva polynomy jsou si rovny pro vSechny hodnoty
z prislusného oboru pravé tehdy, kdyz se rovnaji koeficienty u sobé odpovidajicich
¢lentl). Zjistime tak, ze rovnost |X'Y'| = | XY| nastava pravé tehdy, kdyz jsou pro
prvky matice A (tj. koeficienty soustavy (21))) splnény vztahy

a%l + agl =1,

ajy + a5y = 1, (29)

ai1a1z + asag = 0,

které lze strucné vyjadrit rovnosti
[an a21]_[a11 au]:[l()]_ (30)
G12 Q22 a21 @22 01
Odpovéd na vyse uvedenou otazku je tedy takova, Ze rovnice je rovnici
shodnosti, pravé kdyz plati
AT A=F, (31)

kde E je jednotkova matice. Matici A, kterd spliuje vztah (31), nazyvime or-
tonormdlni matici. Stru¢né proto miizeme konstatovat, ze afinita dand rovnici (21)
je shodnosti pravé tehdy, kdyz je matice A ortonormdlni.
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Poznamky.
1. Plati AT - A = E. Potom je ale AT = A~! a plati tedy i rovnost A- AT = E.
2. Zobrazeni, pro kterd plati |det A| = 1 nazyvame ekviafinni zobrazeni, stru¢né

ekviafinity. Je zrejmé, ze kazda shodnost je ekviafinita. Plati toto tvrzeni i obra-
cené? Mizeme Tici, ze kazda ekviafinita je shodnosti?

3. Je treba si uvédomit, ze pri shodném zobrazeni mezi euklidovskymi prostory
riaznych dimenzi neni matice A ¢tvercova. Potom vyse uvedené tvahy o inverzni
matici nemaji smysl a v platnosti zfistava pouze piivodni podminka AT - A = E.

PRIKLAD 5.3. Zapsdnim formou rovnic ve tvaru (21)) wvedte alespon tri priklady
ekviafinity, kterda neni shodnosti.

PRIKLAD 5.4. Rozhodnéte, zda je afinita dand rovnicemi o’ = —%:C—l— §y+8, y =
%x + %y — 6 shodnosti.

PRIKLAD 5.5. Urcete parametr s tak, aby existovala shodnost roviny zobrazujici
body [0,0], [3,4] po tadé na body [5,0], [9,s]. Napiste rovnice tohoto zobrazeni a
soutadnice obrazu bodu [5,0].

3
PRIKLAD 5.6. Urcete a, b, c tak, aby rovnice 2’ = Zx—l—by—k 1, ¢y =ar+cy—1
vyjadrovaly shodnost.

PRIKLAD 5.7. Urcete koeficienty a, b, ¢ tak, aby bylo uwvedenymi rovnicemi ddno
shodné zobrazeni:

1
a) ' =axr+by+1, y’:cx+§y—1.
b)) =x+by—2,y =ax+cy+1.

PRIKLAD 5.8. Urcete p, q tak, aby ewistovala shodnost zobrazujici body [3,0],
[1,2], [-1, —1] po Fadé na body [1,4], [p,2], [2,q]. Najdéte samodruziné body a sméry
tohoto zobrazeni.
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5.2 Samodruzné body a sméry shodnosti v roviné

Ze zakladni a stredni skoly si urcité pamatujete vétsinu ze shodnosti v roviné. Jsou
to identita, osovda soumeérnost, stredovd soumeérnost, otoceni, posunuti a posunuté
zrcadleni. Vite, ze stfed stredové soumeérnosti, pripadné stied otoceni, se zobrazi
sam na sebe. Také bezesporu vite, ze ve stfedové soumérnosti, pripadné v posunuti,
se primka zobrazi na primku s ni rovnobéznou. Jedna se o vlastnosti, které se popisuji
pomoci pojmi samodruzny bod a samodruzny smer.

Samodruznym bodem (afinniho) zobrazeni rozumime bod, ktery se zobrazi sdm
na sebe, tj. pro jeho souradnice plati X' = X.

Pokud do rovnic (21]) dosadime 2’ = x a y' = y je zfejmé, Ze souradnice samodruz-
nych bodt daného zobrazeni jsou resenim soustavy rovnic

(1 —an)xry —apxs = by

32
—Qa91T1 + (1 — (ZQQ)LUQ = bg. ( )

Samodruznym smérem rozumime smér, ktery se v (afinnim) zobrazeni zobrazi
sam na sebe.

Pro vyjadreni sméru pouzivame vektor, napr. u. Prislusny ,smér“ potom repre-
zentuji vSechny jeho nasobky Au, kde A € R. Ma-li tedy byt smér reprezentovany
vektorem 1 samodruzny, musi pro vektor o, ktery je obrazem vektoru i, platit, Ze
reprezentuje stejny smeér, tj. @' = A\, kde A € R. Jak je uvedeno vyse, samodruzné
body vypocitdme feSenim soustavy [32l Abychom dokazali vypocitat i samodruzné
sméry, musime si nejprve zavést pojem asociovany homomorfismus, viz str.[30. Tomu
se budeme vénovat az v dalsi kapitole, kde se na detailni vypocet samodruznych bodi
a sméru zamerime.

Pro kazdou shodnost v roviné je typickd kombinace samodruznych bodt a smért.
Je to jakysi jeji unikatni identifikator. Jako priklad si uvedme osovou soumérnost
O(0), viz Obr. . Ta ma nekonecné mnoho samodruznych bodi, které tvori osu o
soumérnosti, viz napt. bod B na Obr. 22] vlevo. Samodruzné sméry mé potom dva,
kolmy na osu osové soumeérnosti a rovnobézny s osou osové soumérnosti, viz primky
p, q a jejich obrazy.

Na Obr. 22 také mtizeme pozorovat rozdil mezi pojmy primka samodruznych bodu a
samodruzna primka. Piimkou samodruznych bodt je osa o osové soumeérnosti, kazdy
jeji bod je totiz samodruzny. Samodruznou primkou je potom primka p, ktera se
zobrazuje sama na sebe, kromé priseciku s osou o ale nema zadny dalsi samodruzny
bod. Vsechny jeji ostatni body se zobrazuji jako bod A, do jiného bodu, ale opét
lezicitho na primce p, viz obraz A’.
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| A p=p'
'f- + A
| q

0 | B=B' 0
: q + A'
tA

Obrazek 22: Samodruznym bodem je kazdy bod osy osové soumérnosti (osa soumérnosti je tzv. piim-
kou samodruznych bodi). Samodruzné sméry osové soumérnosti jsou dva, kolmy na osu soumérnosti
a rovnobézny s osou soumeérnosti.

PRIKLAD 5.9. Vyplite ndsledujici tabulku samodruznijch bodi a smérd pro viechny
shodnosti v roviné. U kaZdého zobrazeni uvadéjte pocty samodruznych bodu a sméri
(je-li smeéri vice, tak jejich vzdjemné odchylky).

shodnost samodruznée body | samodruznée smery

identita

080V4 SOUMETrNost

stredova soumeérnost

otoceni

posunuti
posunutée zrcadleni
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