5.3 Linearni zobrazeni asociované s afinnim zobrazenim (asociovany ho-
momorfismus)

Na str. B4l je uvedeno, ze samodruznym smérem rozumime smér, ktery se v (afinnim)
zobrazeni zobrazi sam na sebe. Protoze smér je v geometrii reprezentovan vektorem
(jakymkoliv vektorem daného ,sméru®), jednd se vlastné o zobrazeni vektoru. Jak se
ale zobrazuji vektory? Dosud jsme se prece zabyvali jenom zobrazenim bodi! Afinni
zobrazeni v roviné (afinita) pfifazuje bodu X roviny jako jeho obraz X’ zase bod této
roviny. Ukazeme si, ze odpovéd je jednoduché. Existence zobrazeni, které prifazuje
vektoru jako jeho obraz zase vektor, je primym disledkem existence afinniho zob-
razeni. Uvazujme afinitu f, kterd dvojici bodu A, B priradi v daném poradi jejich
obrazy A’, B’, viz Obr. 26l Usporddanou dvojici bodi A, B ale miZeme ztotoznit

S

A

Obrazek 26: Ke kazdému afinnimu zobrazeni f je pfidruzeno (asociovano) linearni zobrazeni ¢

s orientovanou useckou ﬁ, ktera je umisténim vektoru @ = B — A. Dvojici bodi
A, B je tak urcen vektor. Stejny pfistlmplatnime k jejich obrazim A’, B’. Opét
je ztotoznime s orientovanou tseckou A'B’, kterd je tentokrat umisténim vektoru
' = B'— A’. Je pak celkem nasnadé uvazovat vektor @’ jako obraz vektoru # v zob-
razeni, jehoz mechanismus byl pravé ted popsan a nazorné je zobrazen na Obr. 26|
Toto zobrazeni zna¢ime @, tj. 4’ = ¢(u), a nazyvame ho linedrni zobrazeni asocio-
vané s afinnim zobrazenim (asociovany homomorfismus). Pojmem linedrni zobrazeni
(cizim slovem homomorfismus) je vyjadirena skutecnost, ze pfedmétné zobrazeni ma
vlastnosti popsané definici [16]

Definice 16 (Homomorfismus). Zobrazeni ¢ vektorového prostoru V' do wvektoro-
vého prostoru V' se nazgvd homomorfismus (linedrni zobrazent), jestlize pro vsechna
u,v €V, k€T (misto obecného télesa T mizeme uvazovat R) plati:

(1) (i +7)
2)  plka)

() + (),
k().
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Definice 17 (Asociovany homomorfismus afinity f v roving). UvazZujme afinni trans-
formaci f prostoru Fy. Potom asociovanym (tj. jednoznacné prifazenym) homo-
morfismem afinity [ rozumime linearni zobrazeni , které zobrazuje zamerent| V,
prostoru Fo do sebe takto:

=Y =X — pu) = f(Y) - f(X), (35)
kde X,Y a f(X), f(Y) jsou body z Es, U, p(1) € V.
Zajimaji nas rovnice zobrazeni ¢. Ziskdme je dosazenim z (23)) do (B5) (akorat misto
f(X), f(Y) budeme pro zjednoduseni pracovat s X', Y'), konkrétné
p(@) =Y — X' =AY + B—AX ~B=A(Y - X)=A-1. (36)
Analogicky s rovnici (23) mtzeme psat

o: U =A-1, (37)

/
°F uy | _ | a1 a2 | | W
. / — .
Uy 21 Q22 U2

Asociovany homomorfismus ¢ afinity f mtzeme zadat také soustavou

maticové pak ve tvaru

Q. Ull = a11u1 + aiaug, (38)
Uy = auui + aaua.
Vratme se nyni k drive nastolené otazce vypoctu samodruznych sméra afinity
(zaméfujeme se konkrétné na shodnosti) v roviné. Pouzijeme k tomu soustavu (38)).
Jak je uvedeno jiz na strané [34] je-li smér reprezentovany vektorem « samodruzny,
zobrazi se ¢ homomorfismem ¢ na vektor A\, kde A € R (Za promysleni stoji, jakych
hodnot muze v pripadé shodnosti A vlastné nabyvat!). Dosadime-li proto do (B8] za
u) a ufy v uvedeném poradi souradnice A\uj a Aug, dostaneme, po drobnych tGpravach,
homogenni soustavu

()\ - Cbll)ul —apuy = 0,

—anuy + (A —ag)us = 0. (39)

Samodruzné smeéry shodnosti, tj. vektory téchto smért, pro které plati @' = i,
jsou potom netrivialnim reSenim této soustavy rovnic. Pro¢ netrivialnim? Protoze

" Zamétenim rozumime vektorovy prostor (tj. mnozinu vektorid splimjici definici Bl uvedenou na str. B, ktery
je tvofen vektory urcenymi dvojicemi bodi zptsobem, ktery znazoriuje Obr. Zjednodusené muzeme zameéreni
bodového prostoru popsat jako mnozinu vsech smeri, které lze v.daném bodovém prostoru urcit dvojicemi bodi.
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trividlnim resenim je nulovy vektor o a ten nikam neukazuje! Nereprezentuje zadny
smér. Zajima nas tedy, za jakych podminek ma soustava (B9) netrividlni feSeni,
jinak receno, kdy ma nekone¢né mnoho reSeni. Uplatnime pri tom své poznatky
z linearni algebry.

Homogenni soustava n linedrnich rovnic o n neznadmych ma netrivialni reseni prave
tehdy, kdyz je determinant matice soustavy roven nule. Soustava (B9) mé tedy ne-
kone¢né mnoho reseni, jestlize plati rovnost

A—an)  —az | _ 4

—asz1 ()\ - 6622) (40)

Rovnici (40) fikame charakteristickd rovnice ptislusného zobrazeni, v tomto pii-
padé shodnosti v roviné. Kazdy vektor w, pro ktery plati @' = ¢(@) = A, nazyvame
vlastnim vektorem homomorfismu ¢, ¢islo A, které je reSenim charakteristické rov-
nice, pak nazyvame vlastni ¢islo homomorfismu ¢, odpovidajici vektoru «. Misto
vlastni vektor a vlastni ¢islo se také pouzivaji terminy charakteristicky vektor a
charakteristické cislo.

5.4 Vypocet samodruznych boda a smért shodnosti v roviné

Postupy urceni samodruznych bodt a smérii shodného zobrazeni si budeme ilustro-
vat na konkrétnich shodnostech, na stredové a osové soumérnosti.

Stredova soumérnost se stfedem v bodé S = [2, —3| je ddna rovnicemi (viz

str. B4)

/
r =—x+4,
r_
Yy = —y—06.
Predstavme si, ze nevime, o jaké afinni zobrazeni se jedna a teprve to chceme zjistit.

-1 0

Matice tohoto zobrazeni je A = [ 0 —1

] , soucin AT A je roven AT-A = [ (1) (1) ],

jedna se tedy o shodnost.

Nyni uré¢ime samodruzné body daného zobrazeni FeSenim soustavy (34])

2x = 4,
2y = —0.
Ta ma jediné feSeni [x,y] = [2, —3]. Jednda se tedy o shodné zobrazeni s jedinym

samodruznym bodem S = [2, —3|. V tvahu tak pfipada otoceni nebo stfedova sou-
meérnost, viz tabulka na str. B3l
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K rozhodnuti, ktera z téchto dvou moznosti je spravna, nadm pomiize urceni samod-
ruznych sméra daného zobrazeni. Resime proto homogenni soustavu (39)

(A+ 1Duy; =0,
(A+ 1Dus =0,
které prislusi charakteristicka rovnice
(A+1) 0

0o o+n |0
po tpravé (A+1)% = 0. Jejim jedinym Fesenim je vlastni ¢islo A = —1, které dosadime
do prislusné homogenni soustavy, abychom dostali soustavu rovnic
Ou; =0,
Oug = 0,

jejimz feSenim je kazdy vektor v = (uy,us) € R X R. VySetfovand shodnost ma
tedy vSechny sméry samodruzné. Jedna se proto o stredovou soumeérnost se stredem
S =12,-3].

Osova soumeérnost s osou v souradnicové ose x je dana rovnicemi

Opét predstirame, ze nevime, o jaké afinni zobrazeni se jedna a teprve to chceme
zjistit.
1

0

Matice tohoto zobrazeni je A = [ 0 1

0 .. . 10
| |+ soucin AT Ajeroven AT A = :

jedna se tedy o shodnost.
Nyni urc¢ime samodruzné body daného zobrazeni fesenim soustavy

Ox =0,

2y = 0.
Ta ma nekonecné mnoho reSeni. Jsou jimi vSechny usporadané dvojice ve tvaru
[z,0]; z € R. Jedna se tedy o shodné zobrazeni, jehoz vSechny samodruzné body lezi
v primce o rovnici ¥y = 0. V avahu tak pripada jedind moznost, osova soumeérnost
s osou v souradnicové ose x, viz tabulka na str. 33l

Prestoze jsme dané zobrazeni jiz identifikovali, dokonc¢ime analyzu jeho vlastnosti
urcenim samodruznych smérti. Resime proto homogenni soustavu

()\ — 1)U1 = 0, (41)
(A + Duy = 0, (42)
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které prislusi charakteristicka rovnice

A—1) 0

o +n |0

po upravé (A —1)(A+1) = 0. Charakteristickd rovnice ma dva kotfeny (vlastni ¢isla)
A1 = 1, Ay = —1, které postupné dosadime do prislusné homogenni soustavy (42)) a
vypocitadme souradnice odpovidajicich vlastnich vektort daného zobrazeni.

Pro A\; = 1 dostavame soustavu

0u1 = 0,
QUQ = 0,

jejimz fesenim je kazdy vektor 7 = (u1,0) € R?. Samodruzny smér uréeny témito
vektory je rovnobézny s osou x (tj. s osou soumérnosti).

Pro Ay = —1 dostavame soustavu

—2U1 = O,
OUQ = 0,

jejimz fefenim je kazdy vektor 5 = (0,u) € R%. Samodruzny smér urceny témito
vektory je kolmy k ose z (tj. k ose soumérnosti). Urceni dvou na sebe kolmych
samodruznych sméri je v souladu se skutecnosti, ze uvazované shodné zobrazeni je
osova soumeérnost.

PRIKLAD 5.10. Rozhodnéte, zda je afinita dand rovnicemi ¥’ = —%x—l—%y—l—& y =
gx + %y — 6 shodnosti. Pokud ano, urcete jeji samodruzné body a sméry a uvedte, o
jakou shodnost se jednd.

Reseni: Reste sami. Pokud nevite jak, pomfize VAm jednak pozorné prostudovani do-
savadniho textu kapitoly [, jednak prostudovani feSeni néasledujiciho prikladu G.111

Nasledujici priklad je urcen k dobrovolnému studiu. Je kompletné vytesen. K zapisu
reSeni je pouzit kod reseni v programu wxMaxima, doplnény zevrubnymi komentari
jednotlivych krokii. V reseni prikladu jsou nazorné pouzity vSechny postupy, které
jsou popisovany v kapitole [4. Shodna zobrazeni v roviné.
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PRIKLAD 5.11. Zjistéte, zda ezistuje shodnost Es, pri které se bod K = [10;0]
zobrazi na pocatek K' = [0;0] a bod L = [25;20] na bod L' = [0;25]. V kladném

pripadé napiste rovnice tohoto zobrazeni a najdéte jeho samodruzne body a sméry.

Reseni: Zacéneme tim, ze si ovéfime, zda zadané body spliuji definici shodného
zobrazeni, tj. zda |K'L'| = |KL|. V pfipadé této ulohy zvladneme ovéreni provést
zpaméti. Vysledkem je, ze zadani vyhovuje definici shodnosti.

Dalsi postup Feseni ulohy si ilustrujeme pomoci zapisu v programu wxMaxima (viz
https://wxmaxima-developers.github.io/wxmaxima/)

(%1i1) A:matrix([all,al2],[a21,a22]); B:matrix([bl], [b2]);

all al2
(Yeol) (a21 a22>

(%02) (Z;)

Rovnici X = A - X + B vyjadfime ve tvaru A- X + B — X’ = O a dosadime
souradnice danych dvojic bodia K, K’ a L, L'. Potom zapiSseme podminku (31]) pro
to, aby bylo afinni zobrazeni shodnosti ve tvaru AT - A — E = O. (V programu
wxMaxima zapiSeme jenom levé strany uvedenych rovnic.)

(%i3) s1:A.[10,0]+B-[0,0]; s2:A.[25,20]+B-[0,25];
s3:transpose(A) .A-ident (2);

bl + 10all
(%603) (52 +10 a21>

((7 4) bl +20al2+25all
00 b2 + 20 a22 + 25 a2l — 25

a21? +all? —1 a21a22 + allal?
(%05) ) 2
a2l a22 +allal2 a22°+al2°—1

Vsechny prvky vyse uvedenych matic musi byt rovny nule (Proc¢?). Dostaneme tak
soustavu sedmi rovnic pro Sest neznamych aq1, a9, ast, aso, by, bo.

(%i6) rov:[si[1,1],s1[2,1]1,s2[1,1],82([2,1],s3[1,1],s3[1,2],83[2,2]];

(%06) [b1410all,b2+10a21, b1 +20al24 25 all, b2+ 20 a22+ 25 a2l — 25, a21* +
all? —1,a21a22 + all al2,a22® + al2® — 1]

Tato soustava ma nasledujici dvé feseni (nejednd se o soustavu linedrnich rovnic,
proto mtze mit dvé feseni):
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https://wxmaxima-developers.github.io/wxmaxima/

(%17) res:solve(rov,[all,al2,a21,a22,bl,b2]);

4 3 3 4
(%07) [[all = g,a12 = —g,a21 = 5,@22 = g,bl = —871)2 = —6],
4 3 3 4
all = —Z,al2 = = a2l = - a22 = -, bl = 8,62 = 6]

Dvéma reSenim odpovidaji dvé rtzné shodnosti. Zjistili jsme tedy, ze existuji dvé
shodnosti, které prevadéji body K, L na body K’/ L' (Coz se, vzhledem ke vété
o urcenosti shodného (afinniho) zobrazeni dalo ¢ekat. Proc?). Pokracujeme v feSeni
ulohy pro kazdou z téchto shodnosti zvlast. Pro zapis rovnic uvazovanych shodnosti
si nejprve pripravime matici RovTr, jejimiz radky jsou rovnice afinity v obecném
tvaru (tato matice neni nutnou soucéasti postupu feseni, jednd se jenom o usnadnéni
vizualni prezentace rovnic v programu).

(%18) RovTr:matrix([xl=all*xx+al2x*y+bl], [yl=a2l*x+a22*y+b2]) ;

rl=al2y+allx+ 01
(7608) (yl = a22y + a2l x + b2>

Reseni ¢. 1:

O

(%19) Al:ev(A,res[1]); Bl:ev(B,res[1]);

o ({7)

(%010) (:2)

Prislusna shodnost méa rovnice

GOUT i~

(%i11) Rl:ev(RovTr,res[1]);

(%om( R )

Samodruzny bod je bod, pro ktery plati X’ = X. Pro vypocet souradnic samodruz-
nych bodt daného zobrazeni tak do rovnice X’ = A- X + B (pro snazsi zpracovani
programem piepsané do tvaru A- X + B — X = 0) za X’ dosadime X a feSime
odpovidajici soustavu dvou rovnic s neznamymi x, ¥.
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(%112) RovSB1:Al.[x,yl+Bl-[x,y]; solve([RovSB1[1,1],RovSB1[2,1]], [x,y]);

(%012) ( +_§ B 2)
(%013) [[z =5,y = —15]]

3

<

ke

Protoze tato soustava ma jediné reseni, ma dana shodnost jediny samodruzny bod
S =1[5,—15].

Pro vySetreni samodruznych smért daného zobrazeni resime charakteristickou rov-

nici (@)

(%114) CharM1:A1-%lambdax*ident(2);
CharR1:expand(determinant (CharM1))=0;
solve(CharR1,%lambda) ;

4y 3
o) (10, 7F)

) )
A
(%015) AQ—%H:O
31 —4 31+4
(%o16) [\ = —= = = 2

Charakteristickd rovnice neméa rfeseni v oboru realnych cisel. Danad shodnost tak
nema zadny samodruzny smer.

Protoze uvazované zobrazeni ma prave jeden samodruzny bod a nemé zadny samod-
ruzny smeér, jedna se o otoceni se stfedem S = [5, —15].

Poznamka. K aplné identifikaci daného zobrazeni nam zbyva urcit thel otoceni a.
Jak to udélame?

Resgeni ¢&. 2:
Postupujeme analogicky s fesenim ¢. 1.

(%117) A2:ev(A,res[2]); B2:ev(B,res[2]);

)

_4
5

(%o17) (%

(%018) (i)

GO w
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Rovnice zobrazeni

(%119) R2:ev(RovTr,res[2]);

rl =234 _4r g
1 5 5
ot9) <y1:4—5”+%’”—6>

Samodruzné body:

(%120) RovSB2:A2. [x,y]+B2-[x,y]; solve([RovSB2[1,1],RovSB2([2,1]], [x,y]);

H -y

5 5
(%020) (_% it 6)
(%021) |

Toto zobrazeni tedy nema zadny samodruzny bod.

Samodruzné smery:

(%122) CharM2:A2-%lambda*ident(2) ;
CharR2:expand(determinant (CharM2))=0;
solve(CharR2,%lambda) ;

y_4 3
(%0022) ( A é.E.A>
5 5
(%023) \* —1 =0
(%024) (A= —1,A = 1]

(%125) RovSS2:A2.[u,v]-[)lambda*u,¥lambda*v] ;
3U N\ g — Au

o) (5, L)
—Av+ %+

(%1i26) RovSS21:ev(RovSS2,%lambda=-1);

solve([RovSS21[1,1],RovSS21[2,1]], [u,v]);

iy%_ﬂ

(%026) <9_2 n i) solve : dependentequationseliminated : (2)
5 T 5

(%027) [[u = —3%r1,v = %rl]]

(%128) RovSS22:ev(RovSS2,J%lambda=1) ;
solve([RovSS22[1,1],RovSS22[2,11]1, [u,v]);
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3v 9

o) (1,

5

'QO’|:

) solve : dependentequationseliminated : (2)

Yor2

(%029) [[u =

Zobrazeni ma dva na sebe kolmé samodruzné sméry v = (—3,1),ud = (1, 3).

, v = Y%r2]]

W3

Jednd se o posunuté zrcadleni.

Poznamka. K tuplné identifikaci vysledného zobrazeni nam zbyva urcit osu o a
vektor posunuti ¢. Jak to udélame?
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