
5.5 Symetrie

V následují
í
h pasá¾í
h se budeme detailnì vìnovat jednotlivým shodnostem v ro-

vinì; osové soumìrnosti, otoèení, støedové soumìrnosti, posunutí, posunutému zr-


adlení a identitì

8

. Za zamy¹lení stojí otázka, jak se tato zobrazení zrodila. Témìø

s jistotou se dá øí
i, ¾e k tomu významnì pøispìly symetrie, které èlovìk ve svém

okolí rozeznával, pøípadnì i vytváøel, viz Obr. 27. V souvislosti se shodnostmi v ro-

Obrázek 27: Symetrie kolem nás (zdroj: ar
hiv autora)

vinì se konkrétnì zamìøíme na symetrie roviny

9

, tj. takové transforma
e roviny, pøi

ni
h¾ buï zùstává za
hován nìjaký rovinný obraze
, nebo zùstává za
hována nìjaká

jeho vlastnost (napø. tvar u stejnolehlosti). Ve svém okolí mù¾eme vypozorovat ná-

sledují
í symetrie:

• zr
adlení (osová symetrie),

• otoèení (rotaèní symetrie),

• posunutí (translaèní symetrie),

• stejnolehlost (podobnost).

PØÍKLAD 5.12. Pozornì si prohlédnìte v¹e
hny fotogra�e na Obr. 27. U ka¾dé

z ni
h popi¹te alespoò jednu symetrii, kterou na ní pozorujete (v pøípadì kytek, které

jsou reálnì trojrozmìrné se soustøeïte na tvar jeji
h za
hy
ení do roviny fotogra�e).

8

Pro detailní pøehled shodností v rovinì viz napø. Wikipedia: Eu
lidean plane isometry

9

Pro podrobné pojednání o symetrii v geometrii viz napø. Wikipedia: Symmetry (geometry)
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PØÍKLAD 5.13. Ne
hte se inspirovat Obr. 27 a poøiïte sami fotogra�i nìjakého

reálného objektu, který vykazuje vlastnost symetrie. Tuto symetrii, nebo symetrie,

je-li ji
h ví
e, popi¹te a nále¾itì prezentujte zpra
ováním fotogra�e v GeoGebøe, tak,

jak je provedeno v øe¹ení následují
ího pøíkladu 5.14, viz Obr. 28 vpravo.

Pro znázornìní symetrií nebo shodností za
hy
ený
h na obrázku mù¾eme dobøe

pou¾ít program GeoGebra. Na Obr. 28 je zobrazena dla¾ba z kostela sv. Jana Nepo-

Obrázek 28: Kostel sv. Jana Nepomu
kého, Zelená hora u ®ïáru nad Sázavou

mu
kého na Zelené hoøe u ®ïáru nad Sázavou, vlevo na prosté fotogra�i, vpravo pak

na této fotogra�i doplnìné obraz
i sestrojenými v GeoGebøe, jeji
h¾ uvedením jsou

naznaèeny vybrané shodnosti, které mù¾eme v motivu dla¾by mezi urèitými dla¾-

di
emi vypozorovat (konkrétnì se jedná o osovou soumìrnost, posunutí a støedovou

soumìrnost, urèitì ale odhalíte i dal¹í). Obrázek umístíme na pozadí þNákresnyÿ

GeoGebry pomo
í nástroje Obrázek (Image).

PØÍKLAD 5.14. Na fotogra�i, viz Obr. 28, vlevo, je za
hy
ena èást dla¾by po-

lo¾ené na podlaze kostela Sv. Jana Nepomu
kého na Zelené hoøe u ®ïáru nad Sáza-

vou. Najdìte a znázornìte konkrétní shodnosti, v ni
h¾ se vybraná dle¾di
e zobrazuje

na jiné.

Øe¹ení: Øe¹ení je uvedeno v online materiálu na adrese https://www.geogebra.org/m/NatBCaJ


a za
hy
eno na Obr. 28, vpravo. Z materiálu si mù¾ete stáhnout zdrojový soubor k

tomuto zobrazení symetrií do fotogra�e. Je v nìm také naznaèen postup vlo¾ení ob-

rázku na pozadí Nákresny GeoGebry. Pro podrobnìj¹í návod jak vkládat obrázek na

pozadí Nákresny lze potom doporuèit videoYouTube:

_

Importing an Image in GeoGebra.

47

https://www.geogebra.org/m/NatBCaJc
https://youtu.be/_tbMFR_1Btk


5.6 Osová soumìrnost

Osová soumìrnost je urèena pøímkou, které øíkáme osa soumìrnosti. Osovou sou-

mìrnost s osou o znaèíme S(o). Jedná se o nepøímou shodnost.

Obrázek 29: Osová soumìrnost (zr
adlení)

Jak u¾ bylo øeèeno v kapitole 5.5, geometri
ké zobrazení osová soumìrnost sou-

visí s osovou symetrií. V pøípadì osové symetrie konkrétního obraz
e hovoøíme té¾

o osovì soumìrném obraz
i, viz napøíklad fotogra�e na Obr. 29 (v pøípadì vlastní
h

trojrozmìrný
h objektù, na fotogra�í
h za
hy
ený
h, by
hom hovoøili spí¹e o zr
a-

dlení nebo o rovinové symetrii (soumìrnosti)). Osovì soumìrný je potom takový

útvar, který se v osové soumìrnosti dle urèité osy zobrazí (viz Def. 18) sám na sebe.

Pøíkladem takového obraz
e je srd
e. Prakti
kým uplatnìním osové soumìrnosti, se

kterým se vìt¹ina z nás setkala, je postup pøi þvýrobìÿ takovéhoto srd
e z papíru,

aby mìlo 
o nejdokonalej¹í tvar (viz Obr. 30). Z papíru pøelo¾eného napùl vystøih-

neme polovinu srd
e, která se po rozevøení papíru þzobrazíÿ v osové soumìrnosti

kolem osy pøelo¾ení. Takto získané srd
e je pøíkladem osovì soumìrného útvaru, tj.

útvaru, který se v osové soumìrnosti s osou jdou
í pøehybem zobrazí sám na sebe.

o o o

Obrázek 30: Osová soumìrnost v praxi
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De�ni
e 18 (Osová soumìrnost). Osová soumìrnost je urèena pøímkou, oznaème

ji o, kterou nazýváme osa soumìrnosti, viz Obr. 31. Obrazem libovolného bodu M
této pøímky o je bod M sám, tj. pro obraz M ′

bodu M ∈ o platí M ′ ≡ M (øíkáme,

¾e ka¾dý bod osy soumìrnosti je samodru¾ný). Ke ka¾dému bodu X, který nele¾í na

ose o, sestrojíme obraz X ′ takto: Bodem X vedeme kolmi
i k na pøímku o a její patu

oznaèíme X0. Na polopøím
e opaèné k polopøím
e

−−→
X0X sestrojíme bod X ′ tak, ¾e

|X ′X0| = |XX0|. Osovou soumìrnost s osou o znaèíme O(o).

Obrázek 31: De�ni
e osové soumìrnosti

Poznámka. O bode
h X, X ′ øíkáme, ¾e je to dvoji
e bodù soumìrnì sdru¾ený
h

podle osy o.

Involutorní zobrazení (involu
e). Osová soumìrnost je prvním pøíkladem tzv.

involutorního zobrazení, té¾ nazývaného involu
e, se kterým se setkáváme. Involutor-

ními zobrazeními jsou taková zobrazení, u který
h lze zamìnit role vzoru a obrazu.

To znamená, ¾e je-li bod L obrazem bodu K, je bod K zároveò obrazem bodu L.

Involutorní zobrazení mù¾eme také poznat podle toho, ¾e slo¾íme-li ho samo se

sebou, dostaneme identitu. Asi nikoho nepøekvapí, ¾e kdy¾ obraz X ′ bodu X v osové

soumìrnosti O(o) zobrazíme opìt v této soumìrnosti, dostaneme se zpìt do bodu

X, viz Obr. 31.

PØÍKLAD 5.15. Jaké dal¹í shodnosti v rovinì jsou involutorními zobrazeními?

Pokuste se je vyjmenovat a svou volbu zdùvodnìte.

PØÍKLAD 5.16. Je dána pøímka p a body A,B v té¾e polorovinì s hranièní pøím-

kou p. Najdìte v¹e
hny body X ∈ p takové, ¾e souèet vzdáleností |AX| + |BX| je
minimální.
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Øe¹ení

10

: U¾itím osové soumìrnosti pøevedeme øe¹ení tohoto pøíkladu na jednodu-


hou úlohu najít nejkrat¹í spojni
i dvou bodù v rovinì. Vtip je v tom, ¾e pro obraz

A′ bodu A v O(p) platí |A′Y | = |AY | (kde Y je libovolný bod, pro který Y ∈ p).

Mù¾eme tedy místo s A pra
ovat s A′. Pak je jasné, ¾e úseèka A′B je krat¹í ne¾

lomená èára A′Y B. Proto¾e samozøejmì také |A′X| = |AX|, je hledaným bodem X,

prùseèík pøímky A′B s pøímkou p.

Obrázek 32: Vyu¾ití osové soumìrnosti ke geometri
kému øe¹ení pøíkladu 32

Samodru¾né body a smìry osové soumìrnosti, samodru¾né pøímky

Jak víme, ka¾dá shodnost je unikátní svou kombina
í samodru¾ný
h bodù a smìrù,

viz tabulka 5.2 na str. 35. Proto si tuto urèují
í vlastnost u ka¾dé shodnosti je¹tì

pøipomeneme.

Osová soumìrnost má pøímku samodru¾ný
h bodù, osu, a dva na sebe kolmé sa-

modru¾né smìry, jeden rovnobì¾ný se smìrem osy, druhý na nìj kolmý. Samodru¾né

pøímky osové soumìrnosti jsou potom pøímky kolmé na její osu.

Nabízí se otázka, kolik samodru¾ný
h bodù a jak rozlo¾ený
h potøebujeme identi-

�kovat, aby
hom urèili osu osové soumìrnosti. Víme, ¾e pøímka je urèena dvìma

body. Staèí tedy k urèení osy najít dva samodru¾né body? A 
o kdyby
hom na¹li

tøi, které nele¾í v pøím
e, o jaké zobrazení by se potom jednalo?

PØÍKLAD 5.17. Doka¾te následují
í dvì tvrzení: þJestli¾e existují na pøím
e dva

rùzné samodru¾né body shodnosti, pak ka¾dý bod této pøímky je samodru¾ný.ÿ þMá-

li shodnost aspoò tøi nekolineární samodru¾né body, je to identita.ÿ

Z pravdivosti tvrzení uvedený
h v pøíkladu 5.17 vyplývá, ¾emá-li shodnost dva rùzné

samodru¾né body a není identitou, pak je osovou soumìrností.

10

Tato úloha je známa také jako Heronúv problém (Hérón Alexandrijský, pøibl. 10-70 n.l.).
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Analyti
ké vyjádøení osové soumìrnosti O(o) v rovinì

PØÍKLAD 5.18. Napi¹te analyti
ké vyjádøení osové soumìrnosti O(x) s osou

v souøadni
ové ose x a osové soumìrnosti O(y) s osou v souøadni
ové ose y.

Øe¹ení: Dle Obr. 33 je ihned zøejmé, ¾e zadané osové soumìrnosti mají ní¾e uvedená

analyti
ká vyjádøení.

Obrázek 33: Odvození rovni
 osové soumìrnosti s osou v souøadni
ové ose x (y)

Osová soumìrnost s osou x:

x′ = x

y′ = −y

Osová soumìrnost s osou y:

x′ = −x
y′ = y

Ne v¾dy je ale mo¾né osu soumìrnosti takto výhodnì umístit do souøadni
ové osy.

Proto si odvodíme rovni
e osové soumìrnosti s obe
nì umístìnou osou.

Osová soumìrnost podle osy o dané rovni
í o : ax + by + c = 0

Dle Obr. 34 je zøejmé, ¾e vektor X ′ −X je dvojnásobkem vektoru X0 −X a vektor

X0 − X je (stejnì jako X ′ − X) kolmý k ose o, tj. je k-násobkem (k ∈ R) jejího

normálového vektoru ~n = (a, b). Tyto skuteènosti zapí¹eme rovnostmi

X ′ −X = 2(X0 −X), (43)

X0 −X = k(a, b), (44)

kde pro souøadni
e uvedený
h bodù platí X[x, y], X ′[x′, y′] a X0[x0, y0]. Proto¾e

X0 ∈ o, musí jeho souøadni
e x0, y0 splòovat obe
nou rovni
i osy o : ax+ by+ c = 0.
Souøadni
e bodu X0 proto z (44) vyjádøíme jako x0 = x+ka, y0 = y+kb a dosadíme
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Obrázek 34: Odvození rovni
 osové soumìrnosti O(o)

do obe
né rovni
e osy o: a(x + ka) + b(y + kb) + c = 0. Odtud potom vyjádøíme

parametr k = −ax+ by + c

a2 + b2
, který dosadíme do rovni
e

X ′ −X = 2k(a, b).

Po úpravì a rozepsání po slo¾ká
h dostáváme rovni
e osové soumìrnosti O(o):

x′ = x− 2a

a2 + b2
(ax + by + c) ,

y′ = y − 2b

a2 + b2
(ax + by + c) .

PØÍKLAD 5.19. V eukleidovské rovinì je dána soumìrnost podle pøímky p : 3x−
4y + 1 = 0. Napi¹te rovni
e této soumìrnosti.

Øe¹ení: Z obe
né rovni
e osy 3x− 4y + 1 = 0 si vyjádøíme a = 3, b = −4 a c = 1.

Potom výrazy

2a

a2 + b2
,

2b

a2 + b2
�gurují
í v rovni
í
h osové soumìrnosti mají hodnoty

2a

a2 + b2
=

6

25
a

2b

a2 + b2
=
−8
25

. Hledané rovni
e potom vypadají takto

x′ = x− 6

25
(3x− 4y + 1) ,

y′ = y +
8

25
(3x− 4y + 1) .

Po úpravì dostáváme koneènou podobu rovni


x′ =
7

25
x+

24

25
y − 6

25
,

y′ =
24

25
x− 7

25
y +

8

25
.
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5.7 Cvièení: Osová soumìrnost

1. Napi¹te rovni
e soumìrnosti podle pøímky o : 2x− 3y + 1 = 0.

2. Sestrojte trojúhelník ABC, je-li dán obvod o = 12 cm a úhly α = 60◦, β = 45◦.

Nápovìda: Viz Obr. 35.

Obrázek 35: Sestrojte trojúhelník, znáte-li jeho obvod a vnitøní úhly

3. Jsou dány dvì rùznobì¾ky p, q a bod A mimo nì. Najdìte body B ∈ p, C ∈ q
tak, aby obvod trojúhelníku ABC byl minimální.

Nápovìda: Viz Obr. 36.

Obrázek 36: Sestrojte trojúhelník δABC; B ∈ p, C ∈ q, minimálního obvodu

4. Sestrojte konvexní ètyøúhelník ABCD se stranami dané velikosti, je-li polopøímka

7→ AC osou vnitøního úhlu pøi vr
holu A.

Poznámka (Konvexní a nekonvexní (konkávní) útvar

11

). Útvar (mno¾ina bodù) je

Obrázek 37: Konvexní útvar (vlevo) a nekonvexní, té¾ konkávní, útvar (vpravo)

11

Pro konvexní mnohoúhelníky viz té¾ Wikipedia: Convex polygon
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konvexní, jestli¾e pro ka¾dé dva jeho body je úseèka, která je spojuje, jeho podm-

no¾inou, viz Obr. 37, vlevo. Nekonvexní, té¾ konkávní, je potom útvar, v nìm¾ se

na
házejí takové body, ¾e jeji
h spojni
e není jeho podmno¾inou, tj. nenále¾í mu


elá, viz Obr. 37, vpravo.

5. Sestrojte ètvere
 ABCD, je-li dáno a+ e = 10 cm.

6. Sestrojte obdélník ABCD, je-li dáno e = 7 cm, a− b = 1 cm.

7. Sestrojte li
hobì¾ník ABCD (AB‖CD), je-li dáno b = 3 cm, c = 2.5 cm, d =
2.6 cm, α− β = 20◦.

8. Doka¾te vìtu: þV ka¾dém trojúhelníku dìlí osa libovolného vnitøního úhlu protìj¹í

stranu v pomìru stran pøilehlý
h.ÿ

Nápovìda: Viz Obr. 38.

Obrázek 38: Osa úhlu α rozdìluje stranu BC prùseèíkem P na dvì èásti s pomìrem délek

BP

CP
= c

b

9. Doka¾te Vivianiho vìtu.

Vìta 4 (Vivianiho vìta). V rovnostranném trojúhelníku je hodnota souètu vzdále-

ností libovolného bodu od stran trojúhelníku konstantní, nezávislá na poloze bodu.

Nápovìda: Øe¹ili jsme na semináøi.

Dal¹í zdroje viz napø. https://www.
ut-the-knot.org/Curri
ulum/Geometry/Viviani.shtml

nebo https://mathworld.wolfram.
om/VivianisTheorem.html. Dynami
ké dùkazy Vi-

vianiho vìty najdete v GeoGebra knize Dynami
ké dùkazy. Nìkterý z ni
h mù¾ete

vzít jako základ svého øe¹ení, pokud ho nále¾itì zobrazíte, klidnì i þstati
kyÿ, a

okomentujete.
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Osová soumìrnost { Pøíklady pro dobrovolné øe¹ení

10. Øe¹te Fagnanùv problém:

þDanému ostroúhlému trojúhelníku vepi¹te trojúhelník o nejmen¹ím obvodu.ÿ

Nápovìda: Viz napø. https://www.
ut-the-knot.org/triangle/Fagnano.shtml nebo

https://mathworld.wolfram.
om/FagnanosProblem.html.

11. Proveïte následují
í tzv. Mas
heroniovu konstruk
i

1

:

þJe dána kru¾ni
e k(S; r); dále je dána dvìma body A, B (body nele¾í na kru¾ni
i)

její seèna p, která nepro
hází støedem S. Sestrojte prùseèíky pøímky p s kru¾ni
í k,

ani¾ pøitom pou¾ijete pravítka.ÿ

12. Doka¾te následují
í vlastnost prùseèíku vý¹ek (orto
entra) trojúhelníku:

þBody soumìrnì sdru¾ené s prùseèíkem vý¹ek podle stran trojúhelníka, le¾í na kru-

¾ni
i trojúhelníku opsané.ÿ

Nápovìda: Øe¹ili jsme v semináøi, dal¹í informa
e viz napø.

https://www.
ut-the-knot.org/Curri
ulum/Geometry/AltitudeAndCir
um
ir
le.shtml

13. Napi¹te rovni
e osové soumìrnosti, zobrazují
í poèátek na bod [1, 5].

14. Je dána pøímka p a dvì kru¾ni
e k1, k2 oddìlené pøímkou p. Sestrojte rovno-

stranný trojúhelník tak, aby na ka¾dé z kru¾ni
 k1, k2 byl jeden vr
hol a jedna

z vý¹ek le¾ela na pøím
e p.

15. Jsou dány tøi rùzné pøímky p1, p2, p3, pro
házejí
í bodem S; na pøím
e p1 je dán
bod A 6= S. Sestrojte trojúhelník ABC, jeho¾ osy vnitøní
h úhlù le¾í v pøímká
h p1,

p2, p3.

16. Jsou dány tøi pøímky o1, o2, o3 pro
házejí
í bodemO. Na o1 dán bodA1. Sestrojte

△ABC tak, aby o1, o2, o3 byly osami jeho stran a bod A1 støedem strany BC.

17. Jsou dány body X, Y a pøímka p, která je oddìluje. Sestrojte rovnoramenný

trojúhelník ABC, jeho¾ hlavním vr
holem je bod C, osou soumìrnosti pøímka p a

jeho¾ ramena mají danou velikost a. Pøímka AC ne
h» pro
hází bodem X a pøímka

BC bodem Y .

18. Je dána pøímka p a body A, B le¾í
í ve stejné polorovinì s hranièní pøímkou p.
Sestrojte bod X ∈ p tak, aby |∠AXp| = 2|∠BXp|.

1

Lorenzo Mas
heroni (italský matematik, 1750{1800) dokázal ve své knize Geometria del Compasso (1797), ¾e

ka¾dá konstruk
e realizovatelná u¾itím kru¾ítka a pravítka bez mìøítka se dá provést pouze pomo
í kru¾ítka. Proto se

takovým konstruk
ím øíká Mas
heroniovy konstruk
e. Nutno v¹ak uvést, ¾e dùkaz tého¾ tvrzení publikoval ví
e ne¾

sto let pøed Mas
heronim dánský matematik Georg Mohr.
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19. Jsou dány body A, B, C a pøímka p kolmá k pøím
e AB tak, ¾e pro
hází bodem

C a body A, B le¾í v té¾e polorovinì urèené pøímkou p. Sestrojte na pøím
e p takový
bod X, aby z nìho byla vidìt úseèka AB pod stejným úhlem jako úseèka BC.

20. Obrazy støedu S kru¾ni
e opsané trojúhelníku ABC v osový
h soumìrnoste
h

podle pøímek BC, AC, AB jsou vr
holy trojúhelníku A1B1C1. Doka¾te, ¾e je tento

trojúhelník shodný s trojúhelníkem ABC.

56


