5.5 Symetrie

V nasledujicich pasazich se budeme detailné vénovat jednotlivym shodnostem v ro-
viné; osoveé soumeérnosti, otoceni, stredové souméernosti, posunuti, posunutému zr-
cadlent a identz’tﬁ. Za zamysleni stoji otazka, jak se tato zobrazeni zrodila. Témér
s jistotou se da rici, ze k tomu vyznamné prispély symetrie, které clovék ve svém
okoli rozeznaval, pripadné i vytvarel, viz Obr. 27 V souvislosti se shodnostmi v ro-

Obrazek 27: Symetrie kolem nas (zdroj: archiv autora)

viné se konkrétné zameérime na symetrie rovz'ngﬁ, tj. takové transformace roviny, pri
nichz bud zustava zachovan néjaky rovinny obrazec, nebo zlustava zachovana néjaka
jeho vlastnost (napf. tvar u stejnolehlosti). Ve svém okoli mizeme vypozorovat na-
sledujici symetrie:

e zrcadleni (osova symetrie),
e otoceni (rotacni symetrie),
e posunuti (translacni symetrie),
e stejnolehlost (podobnost).
PRIKLAD 5.12. Pozorné si prohlédnéte vsechny fotografie na Obr. [27. U kazdé

z nich popiste alesponi jednu symetrii, kterou na ni pozorugete (v pripadé kytek, které
jsou redlné trojrozmérné se soustiedte na tvar jejich zachyceni do roviny fotografie).

8Pro detailni prehled shodnosti v roviné viz napt. [Wikipedia: Euclidean plane isometry
9Pro podrobné pojedndni o symetrii v geometrii viz napi. | Wikipedia: Symmetry (geometry)
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PRIKLAD 5.13. Nechte se inspirovat Obr. [27 a potidte sami fotografii néjakého
realneho objektu, ktery vykazuje vlastnost symetrie. Tuto symetrii, nebo symetrie,
ge-li jich vice, popiste a nalezité prezentujte zpracovanim fotografie v GeoGebre, tak,
jak je provedeno v Tesent nasledujictho prikladu vz Obr. UpTavo.

Pro znazornéni symetrii nebo shodnosti zachycenych na obrazku mtzeme dobie
pouzit program GeoGebra. Na Obr. 28 je zobrazena dlazba z kostela sv. Jana Nepo-

Obrazek 28: Kostel sv. Jana Nepomuckého, Zelena hora u Zdaru nad Sazavou

muckého na Zelené hote u Zdaru nad Sazavou, vlevo na prosté fotografii, vpravo pak
na této fotografii doplnéné obrazci sestrojenymi v GeoGebre, jejichz uvedenim jsou
naznaceny vybrané shodnosti, které mtzeme v motivu dlazby mezi urcitymi dlaz-
dicemi vypozorovat (konkrétné se jedna o osovou soumérnost, posunuti a stredovou
soumérnost, urcité ale odhalite i dalsi). Obrazek umistime na pozadi ,,Nakresny“
GeoGebry pomoci néstroje Obrazek (Image).

PRIKLAD 5.14. Na fotografii, viz Obr. 28, vlevo, je zachycena ¢ast dlazby po-
loZené na podlaze kostela Sv. Jana Nepomuckého na Zelené hove u Zdaru nad Sdza-
vou. Najdéte a znazornéete konkrétni shodnosti, v nichz se vybranda dleZdice zobrazuje
na Jine.

Reseni: Resent je uvedeno v online materidlu na adrese https: / /www.geogebra.org/m/NatBC
a zachyceno na Obr. 28 vpravo. Z materialu si mtzete stdhnout zdrojovy soubor k
tomuto zobrazeni symetrii do fotografie. Je v ném také naznacen postup vlozeni ob-

razku na pozadi Ndkresny GeoGebry. Pro podrobnéjsi navod jak vkladat obrazek na

pozadi Nakresny lze potom doporucit v1deo|Y0uTube Importzng an Image in Geo G’ebraj
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5.6 Osova soumérnost

Osovd soumernost je urcena primkou, které rikdme osa soumérnosti. Osovou sou-
mérnost s osou o znac¢ime S(0). Jedna se o nepiimou shodnost.

Obréazek 29: Osova soumérnost (zrcadleni)

Jak uz bylo feceno v kapitole B.5, geometrické zobrazeni osovd soumernost sou-
visi s osovou symetrii. V pripadé osové symetrie konkrétniho obrazce hovorime téz
0 0sov€ soumérném obrazci, viz napiiklad fotografie na Obr. 29 (v pfipadé vlastnich
trojrozmérnych objekti, na fotografiich zachycenych, bychom hovorili spise o zrca-
dleni nebo o rovinové symetrii (soumérnosti)). Osové soumérny je potom takovy
utvar, ktery se v osové soumérnosti dle urcité osy zobrazi (viz Def. [[8) sam na sebe.
Prikladem takového obrazce je srdce. Praktickym uplatnénim osové soumeérnosti, se
kterym se vétsina z nas setkala, je postup pfi ,,vyrobé“ takovéhoto srdce z papiru,
aby mélo co nejdokonalejsi tvar (viz Obr. B0). Z papiru prelozeného naptl vystiih-
neme polovinu srdce, kterd se po rozevieni papiru ,zobrazi“ v osové soumérnosti
kolem osy prelozeni. Takto ziskané srdce je prikladem osove soumerného utvaru, tj.
utvaru, ktery se v osové soumérnosti s osou jdouci prehybem zobrazi sdm na sebe.

Obréazek 30: Osova soumérnost v praxi
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Definice 18 (Osova soumérnost). Osovd soumérnost je urcena primkou, oznacme
71 0, kterou nazgvdme osa soumérnosti, viz Obr. [31. Obrazem libovolného bodu M
této primky o je bod M sdm, tj. pro obraz M' bodu M € o plati M = M (Tikame,
Ze kazdy bod osy soumérnosti je samodruzny). Ke kazdému bodu X, ktery nelezi na
ose o, sestrojime obraz X' takto: Bodem X vedeme kolmici k na pFimku o a jeji patu
oznacime Xo. Na polopFimce opacné k poloptimce XoX sestrojime bod X' tak, Ze
| X' Xo| = | X Xo|. Osovou soumeérnost s osou o znacime O(0).

Obrazek 31: Definice osové soumérnosti

Poznamka. O bodech X, X’ fikdme, ze je to dvojice bodi soumérné sdruZengch
podle osy o.

Involutorni zobrazeni (involuce). Osova soumérnost je prvnim piikladem tzv.
wnvolutorniho zobrazeni, téz nazyvaného involuce, se kterym se setkavame. Involutor-
nimi zobrazenimi jsou takova zobrazeni, u kterych lze zaménit role vzoru a obrazu.
To znamena, ze je-li bod L obrazem bodu K, je bod K zaroven obrazem bodu L.

Involutorni zobrazeni muzeme také poznat podle toho, ze slozime-li ho samo se
sebou, dostaneme identitu. Asi nikoho nepiekvapi, ze kdyz obraz X’ bodu X v osové
soumérnosti O(o) zobrazime opét v této soumérnosti, dostaneme se zpét do bodu

X, viz Obr. 311

PRIKLAD 5.15. Jaké dalsi shodnosti v roviné jsou involutornimi zobrazenimi?
Pokuste se je vyymenovat a svou volbu zdivodneéte.

PRIKLAD 5.16. Je ddna piimka p a body A, B v téze poloroviné s hranicni prim-
kou p. Najdéte vsechny body X € p takové, Ze soucet vzddlenosti |AX| + |BX]| je
minimalngi.
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Resfen@: Uzitim osové soumeérnosti prevedeme reseni tohoto prikladu na jednodu-
chou 1lohu najit nejkratsi spojnici dvou bodu v roviné. Vtip je v tom, ze pro obraz
A" bodu A v O(p) plati |[A'Y| = |AY| (kde Y je libovolny bod, pro ktery Y € p).
Miuzeme tedy misto s A pracovat s A’. Pak je jasné, ze tsecka A'B je kratsi nez
lomend cara A'Y B. Protoze samoziejmeé také |A’X| = |AX], je hledanym bodem X,
prusecik primky A'B s pfimkou p.

Obrazek 32: Vyuziti osové soumérnosti ke geometrickému teseni prikladu

Samodruzné body a sméry osové soumeérnosti, samodruzné pirimky

Jak vime, kazda shodnost je unikatni svou kombinaci samodruznych bodl a smérii,
viz tabulka na str. B3l Proto si tuto urcujici vlastnost u kazdé shodnosti jesté
pfipomeneme.

Osovd soumérnost ma primku samodruznych bodi, osu, a dva na sebe kolmé sa-
modruzné smery, jeden rovnobézny se smerem osy, druhy na néj kolmy. Samodruzné
primky osove soumeéernosti jsou potom primky kolmé na jeji osu.

Nabizi se otazka, kolik samodruznych bodl a jak rozlozenych potrebujeme identi-
fikovat, abychom urcili osu osové soumérnosti. Vime, ze primka je urcena dvéma
body. Staci tedy k urceni osy najit dva samodruzné body? A co kdybychom nasli
t1i, které nelezi v primce, o jaké zobrazeni by se potom jednalo?

PRIKLAD 5.17. Dokaste ndsledujici dveé turzeni: ,JestliZe existuji na piimce dva
rizne samodruznée body shodnosti, pak kazZdy bod této primky je samodruzny. , Ma-
v shodnost aspon tri nekolinedrni samodruzne body, je to identita.“

Z pravdivosti tvrzeni uvedenych v prikladuB.I7 vyplyvé, ze md-li shodnost dva rizné
samodruzné body a neni identitou, pak je osovou soumernosti.

10Tato tloha je zndma také jako [Herontv problém| (Hérén Alexandrijsky, piibl. 10-70 n.1.).
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Analytické vyjadieni osové soumeérnosti O(o) v roviné

PRIKLAD 5.18. Napiste analytické vyjadieni osové soumérnosti O(x) s osou
v soutadnicové ose x a 0sové soumernosti O(y) s osou v soutadnicové ose y.

Reseni: Dle Obr. [33] je ihned ziejmé, ze zadané osové soumérnosti maji nize uvedena
analyticka vyjadreni.

Xx,-y]

Obrazek 33: Odvozeni rovnic osové soumérnosti s osou v souradnicové ose x (y)

Osovd soumeéernost s 0sou x: Osovd soumérnost s osou y:
=z ¥ =—x
/ I
=Y y =Yy

Ne vzdy je ale mozné osu soumeérnosti takto vyhodné umistit do souradnicové osy.
Proto si odvodime rovnice osové soumérnosti s obecné umisténou osou.

Osova soumérnost podle osy o dané rovnici o:ax+by+c=0
Dle Obr. B4l je ziejmé, ze vektor X' — X je dvojnasobkem vektoru Xy — X a vektor
Xo — X je (stejné jako X' — X) kolmy k ose o, tj. je k-ndsobkem (k € R) jejiho
normalového vektoru 77 = (a, b). Tyto skutec¢nosti zapiSeme rovnostmi

X'~ X =2(Xy - X), (43)
Xo— X =k(a,b), (44)
kde pro soutradnice uvedenych bodiu plati X[z,y], X'[2',¢'] a Xo|zo, yo]. Protoze

Xy € o, musi jeho souradnice x, 3y spliovat obecnou rovnici osy o : ax+ by +c = 0.
Souradnice bodu X proto z (44)) vyjadiime jako zy = x+ka, yy = y+ kb a dosadime

ol



X[x,y]

Xo[xo, Yol

!/
o:ax+by+c=0 X=X

X,[X/, y/]
Obrazek 34: Odvozeni rovnic osové soumérnosti O(o)

do obecné rovnice osy o: a(x + ka) + b(y + kb) + ¢ = 0. Odtud potom vyjadiime
ar + by + ¢

, ktery dosadime do rovnice
a® + b? Y

parametr k = —

X' — X = 2k(a,b).

Po tpravé a rozepsani po slozkidch dostavame rovnice osové soumeérnosti O(o):

2a
! —a2—+b2(ax-|—by—l—c),
2b

PRIKLAD 5.19. V eukleidovské rovin€ je ddna soumérnost podle primky p : 3x —
4y + 1 = 0. Napiste rovnice této soumeérnosti.

Reseni: 7 obecné rovnice osy 3z — 4y + 1 = 0 si vyjadiime a = 3, b = —4 ac = 1.
2a
Potom vvraz ficurujici v rovnicich osové soumeérnosti maji hodnot
a/ J—

= o= = . Hledané ‘ t daii takt
a2+b2 o5 a a2+62 o5 edane rovinice potom vypada]jl takto

6
- 2 (Br—dy+ 1
¥ =x 25(Sx y+1),

8
= — — 4y +1).
Y y+25(3:z: y+1)

Po tpravé dostavame konec¢nou podobu rovnic
, T 24 6

x:%xntgy—%,
Y =957 T 95Y Ty
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5.7 Cviceni: Osova soumeérnost
1. Napiste rovnice soumérnosti podle primky o : 2z — 3y +1 = 0.
2. Sestrojte trojuhelnik ABC), je-li dan obvod 0 = 12 cm a thly a = 60°, 5 = 45°.

Napoveda: Viz Obr. 35l

L

Obrazek 35: Sestrojte trojuhelnik, znate-li jeho obvod a vnitini thly

3. Jsou dany dvé riznobézky p, ¢ a bod A mimo né. Najdéte body B € p, C € ¢
tak, aby obvod trojuhelniku ABC' byl minimalni.

Napovéda: Viz Obr. 36l

Obrazek 36: Sestrojte trojuhelnik 0ABC'; B € p, C' € ¢, minimalniho obvodu

4. Sestrojte konvexni ¢tyrihelnik ABC'D se stranami dané velikosti, je-1i poloprimka
— AC osou vnitiniho thlu pri vrcholu A.

Poznamka (Konvezni a nekonvezni (konkdvni) ﬁtva,). Utvar (mnozina bodi) je

Obrazek 37: Konvexni utvar (vlevo) a nekonvexni, téz konkavni, Gtvar (vpravo)

1 Pro konvexni mnohothelniky viz téz | Wikipedia: Convez polygon
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konvezrni, jestlize pro kazdé dva jeho body je tisecka, kterd je spojuje, jeho podm-
nozinou, viz Obr. 37, vlevo. Nekonverni, téz konkdvni, je potom utvar, v némz se
nachazeji takové body, Ze jejich spojnice neni jeho podmnozinou, tj. nendlezi mu
cela, viz Obr. 37, vpravo.

5. Sestrojte ¢tverec ABCD, je-li dano a + e = 10 cm.
6. Sestrojte obdélnik ABCD, je-li dano e =7cm, a — b= 1cm.

7. Sestrojte lichobéznik ABCD (AB||/CD), je-li ddno b = 3¢e¢m, ¢ = 2.5ecm, d =
2.6cm, a— [ = 20°.

8. Dokazte vétu: ,)V kazdém trojuhelniku déli osa libovolného vnitiniho thlu protéjsi
stranu v poméru stran prilehlych.*

Napoveda: Viz Obr. 38|

Oq.\\A SABP i %C'U _ %lBPVl |BP| - C

bv  LlCPh |CP| b

Obrazek 38: Osa uhlu « rozdéluje stranu BC' prusec¢ikem P na dveé ¢asti s pomeérem délek % =7

9. Dokazte Vivianiho vétu.

Véta 4 (Vivianiho véta). V rovnostranném trojihelniku je hodnota souctu vzddle-
nosti libovolného bodu od stran trojuhelniku konstantni, nezdvisla na poloze bodu.

Ndpovéda: Resili jsme na semindfi.

Dalsi zdroje viz napt. https://www.cut-the-knot.org/Curriculum/Geometry/Viviani.shtml
nebo https://mathworld.wolfram.com/VivianisTheorem.html. Dynamické dikazy Vi-
vianiho véty najdete v.GeoGebra knize |[Dynamicke dukazy. Néktery z nich muzete

vzit jako zaklad svého reseni, pokud ho nalezité zobrazite, klidné i ,staticky®, a
okomentujete.
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Osova soumérnost — Priklady pro dobrovolné reseni

10. Reste Fagnantv problém!
,Danému ostrothlému trojtuhelniku vepiste trojihelnik o nejmensim obvodu.“

Ndpovéda: Viz napt. https://www.cut-the-knot.org/triangle /Fagnano.shtml nebo
https://mathworld.wolfram.com/FagnanosProblem.html.

11. Provedte nasledujici tzv. Mascheroniovu konstrukci':

,Je dana kruznice k(S;7); dale je ddna dvéma body A, B (body nelezi na kruznici)
jeji secna p, ktera neprochazi stredem S. Sestrojte priseciky primky p s kruznici £,
aniz pritom pouzijete pravitka.“

12. Dokazte nasledujici vlastnost prisec¢iku vysek (ortocentra) trojihelniku:
,2Body soumérné sdruzené s priusecikem vysek podle stran trojuhelnika, lezi na kru-
znici trojihelniku opsané.*

Napovéda: Resili jsme v seminéii, dalsi informace viz napf.
https://www.cut-the-knot.org/Curriculum/Geometry/Altitude AndCircumcircle.shtml

13. Napiste rovnice osové soumérnosti, zobrazujici poc¢atek na bod [1, 5].

14. Je déna primka p a dvé kruznice ki, ko oddélené primkou p. Sestrojte rovno-
stranny trojuhelnik tak, aby na kazdé z kruznic ki, ko byl jeden vrchol a jedna
z vysek lezela na primce p.

15. Jsou dany tfi rizné primky p1, po, p3, prochazejici bodem S; na primce p; je dan
bod A # S. Sestrojte trojuhelnik ABC', jehoz osy vnitinich uhla lezi v primkach pq,
D2, P3.

16. Jsou dany tti primky 01, 02, 03 prochézejici bodem O. Na 0; dan bod A;. Sestrojte
AABC tak, aby o1, 09, 03 byly osami jeho stran a bod A; stfedem strany BC'.

17. Jsou dany body X, Y a primka p, kterd je oddéluje. Sestrojte rovnoramenny
trojuhelnik ABC', jehoz hlavnim vrcholem je bod C', osou soumérnosti primka p a
jehoz ramena maji danou velikost a. Pfimka AC' necht prochazi bodem X a primka

BC bodem Y.

18. Je dana primka p a body A, B lezici ve stejné poloroviné s hrani¢ni primkou p.
Sestrojte bod X € p tak, aby |ZAXp| = 2|£BXp|.

! Lorenzo Mascheroni (italsky matematik, 1750-1800) dokézal ve své knize Geometria del Compasso (1797), Ze
kazda konstrukce realizovatelnd uzitim kruzitka a pravitka bez méritka se da provést pouze pomoci kruzitka. Proto se
takovym konstrukcim rika Mascheroniovy konstrukce. Nutno vsak uvést, ze diikaz téhoz tvrzeni publikoval vice nez
sto let pred Mascheronim dansky matematik Georg Mohr.
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19. Jsou dany body A, B, C' a primka p kolma k primce AB tak, ze prochazi bodem
C abody A, B lezi v téze poloroviné urcené primkou p. Sestrojte na primce p takovy
bod X, aby z ného byla vidét usecka AB pod stejnym thlem jako tsecka BC.

20. Obrazy stredu S kruznice opsané trojuhelniku ABC v osovych soumérnostech
podle primek BC, AC, AB jsou vrcholy trojihelniku A; B;C. Dokazte, ze je tento
trojuhelnik shodny s trojuhelnikem ABC.
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