9 Stejnolehlost

Stejnolehlost je podobné zobrazeni, které je urceno svym jedinym samodruznym bo-
dem, kterému rikame stred stejnolehlosts, a redlnym c¢islem riznym od 0 a 1, kterému
rikame koeficient stejnolehlosti. Protoze jsou ve stejnolehlosti vsechny sméry samod-
ruzné, fadi se mezi tzv. homotetid™], jak se zobrazeni s touto vlastnosti nazyvaji
(dalsimi homotetiemi jsou identita, posunuti a stfedova soumérnost). Stejnolehlost

Obréazek 95: — mechanick realizace stejnolehlosti

se stfedem S a koeficientem x (malé fecké pismeno kappa, tradi¢ni symbol pro koe-
ficient stejnolehlosti, samoziejmé lze ale pouzit i jind pismena) zapisujeme H (S5, k).
Konkrétni vztah mezi vzorem a obrazem v tomto zobrazeni je popsan jeho definici.

Uvedeme si dvé definice stejnolehlosti. Prvni z nich, definice 5] popisuje krok za
krokem postup zobrazeni bodu roviny v dané stejnolehlosti. Je to ta definice, ktera
se vétsinou uvadi ve stredoskolskych ucebnicich. Jeji vyhodou je, ze poskytuje jasny
algoritmus nalezeni obrazu pro libovolny bod roviny. Druha z definic, definice 26],
je podstatné strucnéjsi, maximalneé tézi z vlastnosti geometrickych vektort. Jejim
prinosem je strucné vyjadreni podstaty vztahu mezi obrazem a vzorem ve stejno-
lehlosti, které ocenime treba pri hledani jeho analytického vyjadreni.

Zobrazeni usecky XY ve dvou stejnolehlostech lisicich se znaménkem koeficientu
vidime na Obr. 0@

Definice 25 (Stejnolehlost I). Budiz ddn bod S a redlné cislo k (rizné od 0 a
1). Stejnolehlost H(S; k) se stredem S a koeficientem k je zobrazeni, které kaZdému
bodu X roviny priradi bod X' timto zpisobem:

1. Pro X =S je X' = X,

20 Anglicky je stejnolehlost homothety, téz dilation, vizhttps://en.wikipedia.org/wiki/Homothetic_transformation
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2. Pro X £ 5 je | X'S| = |k| - | XS],
pro k > 0 leZi X' leZi na polopFimce 57 a
pro k < 0 lezi X' leZi na polopFimce opacné k S‘X>

Obrazek 96: Stejnolehlost H (S, k = 1.6) (vlevo) a H(S,x = —1.6) (vpravo)

Definice 26 (Stejnolehlost II). Budiz ddn bod S a redlné cislo k (rizné od 0 a
1). Stejnolehlost H(S; k) se stredem S a koeficientem k je zobrazeni, které kaZdému
bodu X roviny priradi bod X' tak, Ze

SX' — kSX, (74)

PRIKLAD 9.1. Sestrojte obraz trojihelniku AABC ve stejnolehlosti H(S, k).

Reseni: Zobrazeni trojuhelniku AABC ve stejnolehlostech H s riznymi koeficienty
Kk si vyzkousejte v online appletu https://www.geogebra.org/m/arUb8mt6.

Vlastnosti stejnolehlosti H (S, k)

—

. Vzor, jeho obraz a stied stejnolehlosti lezi v jedné primce.
2. Obrazem primky je primka s ni rovnobézna.

3. Obrazem tusecky AB je tsecka A’B’ s ni rovnobéznd; A'B'||AB A |A'B'| =
k] - [AB].

4. Obrazem poloprimky je polopfimka s ni souhlasné (k > 0) nebo nesouhlasné
(k < 0) rovnobézna.

5. Obrazem tihlu ZAV B je hel ZA'V'B'; |/A'V'B/|=|/AVB].
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6. Zobrazeni inverzni k stejnolehlosti H(.S; k) je stejnolehlost se stejnym stiedem

1 1
S, ale s prevracenym koeficientem —, tj. H~* (S; —).
K K

7. Stejnolehlost s koeficientem k = —1 je stfedovou soumérnosti, H(S, x = —1)

S(S).

PRIKLAD 9.2. Jsou ddny dvé vzdjemné rovnobézné dsecky riznych délek. Urcete
stredy stejnolehlosti, v nichZ se jedna z nich zobrazuje na druhou.

Reseni: Viz Obr. @7l Vyuzijeme vyse uvedenou vlastnost ¢. It Vzor, jeho obraz a
stred stegnolehlosti lezi v jedné primce. Protoze je stejnolehlost afinnim zobrazenim,
zobrazi se Uisecka zase na usecku, konkrétné krajni body zase na krajni body a vnitini
body zase na vnitini body. Zamérime se na krajni body usecek. Bud se body K, L
zobrazi po radé na M, N, nebo na N, M. Spojime-li dvojice bodl vzor—obraz, napr.
K — M, L — N, primkami, jejich prusecikem je stred prislusné stejnolehlosti
(protoze musi lezet na kazdé z téchto primek), v daném pripadé S;. Pro dvojice
K — N, L — M dostavame stred Ss. Koeficienty prislusnych stejnolehlosti se
lisi pouze znaménkem, jejich absolutni hodnota je rovna poméru délek tsecek, pro

KL
pripad zobrazeni usecky K L na M N, resp. NM je |k| = \‘]\4]\7‘\’ v opa¢ném pripadé
" IMN|
e |kl = ——
J KL
~ - \Al.§1\- o

Obrazek 97: Stredy stejnolehlosti dvou rovnobéznych tsecek

PRIKLAD 9.3. Uvazujte variantu predchoziho prikladulZ.3, v niz jsou dané usecky
v jedné pFimce, viz Obr.

Reseni: Tentokrdt nadm postup pouzity pro feseni piikladu @2, kde byly tusecky
v obecné poloze, nepomtize. Primky spojujici koncové body tsecek spolu splyvaji.
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Obrazek 99: Dané tsecky jako zakladny stejnolehlych trojihelniki

Pomiizeme si tim, ze si dané tsecky predstavime jako soucasti n€jakych rovinnych
vzajemné stejnolehlych utvard, napriklad trojuhelnika, jak vidime na Obr. Q9. Mo-
hou to byt ale libovolné vzajemneé stejnolehlé utvary, tj. utvary, které jsou podobné
a jejichz sobé odpovidajici usecky (napiiklad strany n-tihelniku) jsou rovnobézné.
Omezime-li se na trojuhelniky, z Obr. Q9 vidime, ze existuji dvé dvojice, které splhuji
dana kritéria. Je to v souladu s tim, ze ocekavame existenci dvou stejnolehlosti, v
nichz se jedna usecka zobrazi na druhou, stejné jako tomu bylo v pripadé prikladu
0.2 Online verze Obr. Q9 je zde https://www.geogebra.org/m/qSQGSZeP.

Koeficient stejnolehlosti vs. délici pomér

Vratme se jesté k definici [I2 stejnolehlosti. Vektorovou rovnost ([74), kterad je v ni
uvedena, muzeme piepsat do tvaru

X'~ §=#r(X—S9) (75)

Porovndme-li nyni ([73]) s rovnosti (2] uvedenou v definici 26 délictho poméru, viz
str. [15], zjistime, Ze vztah mezi vzorem X, obrazem X' a stfedem S ve stejnolehlosti
H(S, k) se d& jednoduse zapsat pomoci déliciho poméru, plati

(X'XS) = k. (76)

I takto tedy mutzeme definovat stejnolehlost.

PRIKLAD 9.4. Jsou ddany dva rizné body A, B a redlné ¢islo A # 0, 1. Najdéte na
primce AB bod C' tak, aby platilo (ABC) = \.
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Obrazek 100: (ABC) = A

Reseni: Viz Obr. [00. Vyuzijeme souvislost mezi délicim pomérem a koeficientem
stejnolehlosti. Online verze je na adrese https://www.geogebra.org/m/f{j34fcqh.

9.1 Analytické vyjadreni stejnolehlosti

Usilujeme o nalezeni rovnice, kterd by vyjadrovala vztah mezi souradnicemi vzoru
X[z, y] a obrazu X'[2,y'] ve stejnolehlosti H dané stfedem S|s1, so] a koeficientem
k # 0,1. Vyuzijeme k tomu vektorovou rovnost X’ — S = k(X — S) uvedenou na
str. [[11] v souvislosti s délicim pomérem. Z ni tpravami postupné dostaneme nejprve

X' =S+ kX — kS,
potom hledanou rovnici stejnolehlosti H(S, k):
X' =rX +(1-r)S. (77)
Po dosazeni souradnic bodi muzeme (1) psat ve tvaru jedné rovnice
[,y = Kz, y] + (1 = K)[s1, 5] (78)
nebo jako soustavu dvou rovnic

o' = kx4 (1 — K)sq, (79)

PRIKLAD 9.5. Napiste rovnice stejnolehlosti Eukleidovské roviny Ey, kterd zob-
razuje bod B = [2,0] na bod C = [0,1] a md koeficient kK = —2. Najdéte souradnice
gegiho stredu.

Reseni: Souradnice bodi B, C jako vzoru a obrazu, spolu s k = —2, dosadime do
4 1
(79) a fesime jako rovnice s neznamymi s; a sg. Dostaneme feSeni s = 3 S9 = 3
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Opét dosadime do ([79), tentokrat vsak za sq, ss a k, abychom dostali hledané rovnice
prislusné stejnolehlosti

¥ = —2x + 4,

y = =2y + 1.
I kdyz je tloha snadno fegitelna ru¢né, pro zajimavost si uvedme kdéd jejiho feseni
v programu wxMaxima:

(% i3) B:[2,0]$ C:[0,1]$ S:[s1,s2]$
(% i4) H:C-S=-2*(B-S);
[—s1,1—s2]=[-2(2—s1),252] (H)

(% i5) res:solve(lhs(H)-rhs(H),[s1,s2])[1];

4 1
[s1 = 3 s2 = §] (res)

(% 16)  S:ev(S,res);

9.2 Skladani stejnolehlosti

Zajima nas, jakd zobrazeni mohou vzniknout slozenim dvou stejnolehlosti. Oznacime-
li je H1 a Ho, hledame vysledek jejich slozeni HooH; (a v obraceném poradi HioHs),
viz Obr. [[0Il V dvodu této kapitoly os stejnolehlosti jsme na str. zminovali
skutecnost, ze stejnolehlost spolu s identitou, posunutim a stfedovou soumérnosti
(coz je ale vlastné stejnolehlost s koeficientem k = —1) tvofi mnozinu tzv. homo-
tetit, zobrazeni, v nichz jsou vSechny smeéry samodruzné. Mnozina homotetii, spolu
s operaci skladani zobrazeni, tvori grupu (viz napft. zminka o group of dilations or
homothety-translations v ¢lanku Wikipedia: Homothetic transformation). Vysledky
naseho nésledujiciho zkouméni budou této skutec¢nosti odpovidat (dikaz zde prova-
dét nebudeme).

Uvazujme dvé stejnolehlosti Hi(S1, k1), Ha(S2, ko) s rovnicemi Hy : X' = k1 X +
(1—k1)S1, Ho : X' = ko X + (1 — K2)Ss. Jestlize, v duchu Obr. [[0T] stejnolehlost H;
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Ho-Hi

Xl
Obrazek 101: Skladani zobrazeni H; a Ho

zobrazuje bod X na X a stejnolehlost Hs zobrazuje bod X; na bod X', mizeme
tato zobrazeni popsat rovnicemi

Hl(X — Xl) : X1 = /€1X + (1 — /431)81, (80)
Hg(Xl — X/) X' = /€2X1 + (1 — KJQ)SQ. (81)

Potom pro slozené zobrazeni Hs o H; plati nasledujici rovnice, ktera vznikne prislu-
Snym slozenim (80) a (&7),

Hs 0 Hl(X — X,) X = /€2(/€1X + (1 — Hl)Sl) + (1 — Hg)Sg. (82)
Po jeji Gpraveé dostavame konecny tvar rovnice slozeného zobrazeni Hs o Hy

X, = /€1/€2X + (1 — /€1/€2)Sl + (1 — /432)(82 — Sl), (83)

ve kterém lze za uvedenych podminek identifikovat rovnice konkrétnich zobrazeni:

1. /€1/€2:1/\51582

HooHy: X' = X. (84)

Jednd se o identitu.

2. /4311432:1/\517552

Hoo H; - X =X+ (1 — /412)(82 — 51) (85)

Vyslednym zobrazenim je v tomto pripadé posunutis vektorem p'= (1—ks)(So—

Sy).

3. /{1/{2751/\51552

HQ O Hl . Xl = /€1/€2X + (1 — /€1/€2)Sl. (86)

Tentokrat je vyslednym zobrazenim stejnolehlost se sttedem S = S = 55 a
koeficientem k = k1ks.
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4. /€1/€J27§1/\517é82

1—/%2

HooHi: X' = k1koX + (1 — K1ko) (51 + (Sy — Sl)> . (87)

1— R1K2

I v tomto nejobecnéjsim pripadé je vyslednym zobrazenim stejnolehlost, tento-
. . I — ko
krat se stfedem S = S; +
1 — Kik9
slozitého vyrazu pro stred S vysledné stejnolehlosti lze vycist, ze vznikne po-

sunutim bodu 57 ve sméru vektoru Sy — 5. Stred nové stejnolehlosti tedy lezi
na primce spojujici stredy stejnolehlosti, ze kterych vznikla.

(55— .571) a koeficientem k = KiK. Z ponékud

Ziskané poznatky shrneme do nasledujici véty, vyse provedenou analyzou skladani
dvou stejnolehlosti jiz dokazanou.

Véta 11 (O skladani stejnolehlosti). SloZenim dvou stejnolehlosti Hi(S1, k1),
Ho (S, ko) vznikne

1. IDENTITA, jestlize kiko =1 a S7 = 5o,
2. POSUNUTI, jestlize kiko =1 a S; # 59,

3. STEJNOLEHLOST H(S, k) s koeficientem k = Kika, jestliZe k1ky # 1. Pritom,
pro S1 = Sy je také S = S1 = Sy, pro S1 # Sy lezi bod S na primce S1.9.

Zcela analogicky, tentokrat zkoumanim rovnice zobrazeni slozeného ze stejnolehlosti
a posunuti, bychom dospéli k potvrzeni spravnosti tvrzeni nize uvedené véty. Tuto
¢innost jiz prenechame laskavému ctenari jako cisté dobrovolnou.

Véta 12 (O skladani stejnolehlosti a translace). Zobrazeni sloZené ze stejno-

— 1 —
lehlosti H(S; k) a translace X' = X+t je stejnolehlost H'(Q; k), kde Q = S+ 1715.
— K

9.3 Stejnolehlost kruznic

Ze maji vSechny kruZnice stejny tvar, a mohou se lisit jenom svou velikosti, viz
Obr. 102, tedy, ze vSechny kruznice jsou podobné, neni nic prekvapivého. Jednak
je to zrejmé od pohledu, jednak vime, ze pro kazdou kruznici, bez ohledu na jeji
velikost, je pomér obvodu a primeéru roven .

Stejné prirozenou, ale mozna méné ziejmou, je skutecnost, ze kazdée dvé kruznice jsou
stegnolehle. U ostatnich tvart nelze predpokladat, ze podobnost s sebou automa-
ticky prinasi i stejnolehlost. Viz naptiklad trojuhelniky na Obr. [[03. Obé zobrazené
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Obrazek 102: Kruznice jsou podobné

dvojice trojuhelniki AABC a AA'B'C' predstavuji dvojice podobnych trojtihelniki
(konkrétné s koeficientem k = 0, 7), pfitom jenom dvojice vpravo je zaroven i dvojici
stejnolehlych trojihelniki (sobé odpovidajici tsecky jsou rovnobézné).

Al

* B 'B

Obrazek 103: Ne kazda dvojice podobnych trojihelniki je stejnolehld

Pro dvé kruznice k1(S1;71) a kao(S9;72) s riznymi poloméry, viz Obr. [[04] existuji
pravé dvé stejnolehlosti, které prevadéji kruznici ky do kruznice ko: Hq(E,1m9/11) a
Ho(I, —19/71). Pritom E se nazyva vnéjsi (externi) stied stejnolehlosti a I se nazyva
vnitini (interni) stied stejnolehlosti. Jestlize se kruznice dotykaji v bodé T', potom
v pripadé jejich vnéjsiho dotyku je 1" = [ a v pripadé jejich vnitiniho dotyku je
T =FE.

PRIKLAD 9.6. Jsou ddny dvé kruznice ki(S1,71), ko(Sa, 12), které magi rizné polo-
meéry, nejsou soustiedné (tj. r1 # 9, S1 # So) a nemaji Zadny spolecny bod. Najdéte
stredy a koeficienty stejnolehlosti, v nichZ se jedna z nich, reknéme ki, zobrazuje na
druhou, k.

Reseni: Vyuzijeme postup, ktery jsme uplatnili pfi feseni prikladu 0.2 Hledani
stfedl stejnolehlosti dvou kruznic prevedeme na hledani stredt stejnolehlosti dvou
usecek. Samozrejmé se musi jednat o tseCky, mezi kterymi je vztah stejnolehlosti
ustaven stejnym zobrazenim, jako u kruznic. Pouzijeme vzajemné rovnobézné po-
loméry danych kruznic, viz Obr. [[03l Nejprve dvojici lezici v souhlasné polorovine
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Obrazek 105: Urcete stiedy stejnolehlosti danych kruznic

vzhledem k 5155, viz Obr. [I03] vlevo, potom u jedné z kruznic pridame polomér
lezici v opacné poloroviné, viz Obr. [105], vpravo. Primky P P, a P;()s spojujici je-
jich krajni body néalezejici kruznicim svymi pruseciky s primkou 5.5 urcuji hledané
stredy stejnolehlosti £ a I. Mohli bychom pracovat i s rovnobéznymi primeéry, ale
protoze vime, ze hledané stredy stejnolehlosti téch kruznic musi, s ohledem na sy-
metrii, lezet na spojnici stfedd, poloméry staci (mtzeme ale argumentovat i tim,
ze stred kazdé z kruznic je jednim z krajnich bodt jejiho poloméru uvazovaného
jako tsecka). Stredy uvazovanych stejnolehlosti jsme nasli, zbyva tedy urcit jesté
koeficienty téchto stejnolehlosti. Uvazujeme-li, ze k; se zobrazi na ks, pomér jejich

f
podobnosti je k = =y Stejnolehlost H; se sttedem E bude mit koeficient stejny, t;j.
r1
r r
K] = —2, stejnolehlost H, se sttedem I bude mit ale koeficient opacny, tj. ko = — 2
™ "

PRIKLAD 9.7. Jsou ddny dvé nesoustiedné kruznice ki(Sy,71), ko(Sa,1m2) 0 riiz-
nych polomeérech ri,ry, viz Obr. [106. Sestrojte jejich spolecné tecny!

Reseni: Klicem k feseni této tlohy je poznatek, ze spole¢né te¢ny dvou kruznic pro-
chazeji stredy jejich stejnolehlosti. Dvé nesoustiedné kruznice v poloze naznacené
Obr. maji CtyTi spolecné tecny, dvé vnéjsi, jejichz spolecnym bodem je vnéjsi
stted stejnolehlosti kruznic F, a dvé vnitini, se spolecnym bodem ve vnitinim stredu
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Obrazek 106: Sestrojte spolecné tecny danych kruznic

stejnolehlosti 1. Ze spole¢né teény kruznic museji prochézet stiedy jejich stejnoleh-
losti, lze vysvétlit uplatnénim postupu reseni prikladu 0.6l Z Obr. [I07 je patrné, ze
spolecné tecny dvojice kruznic jsou vlastné primky spojujici koncové body dvojic
rovnobéznych poloméra téchto kruznic, analogicky s resenim prikladu [0.6, akorat
vyjimecnych tim, Ze jsou na tyto primky kolmé.

Obrazek 107: Spolecné te¢ny danych kruznic prochézeji stredy I, E jejich stejnolehlosti

Spolecné tecny dvojice kruznic tedy sestrojime tak, Ze nejprve najdeme stredy
E, I stejnolehlosti, v nichz se jedna z kruznic zobrazuje na druhou. To provedeme
postupem predstavenym v reSeni prikladu 0.6l Potom z téchto bodu sestrojime
tecny ke kruznicim. Sestrojeni tecny z bodu ke kruznici je klasicka tloha vyuzivajici
Thaletovu vétu, ktera se vyskytuje v ucivu matematiky pro zakladni i stfedni skolu.
Thaletovy kruznice jesou v Obr. [I07 naznaceny ruzovymi prerusovanymi c¢arami.

Nasledujici priklady patti do kategorie tzv. Apolloniovyc uloh. Ptvodnim Apollo-

2Apolldnios z Pergy, 3.-2. stol. pf. n. 1., Fecky geometr a astronom
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niovym probléme je ukol sestrojit vSechny kruznice, kterée se dotykaji tri danych
kruznic. Postupem casu se v zadani jako kruznice zacaly uznavat i body a primky,
protoze bod miizeme chapat jako kruznici s nulovym polomérem a pfimku naopak
jako kruznice s nekonec¢né velkym polomérem. V soucasnosti se Apolloniovou tilohou
rozumi tkol sestrojit kruznici, ktera se dotyka tri objekt, které mohou byt vybran
z mnoziny t¥i typu objektu {kruznice, bod, prFimka}. Existuje tak celkem dese
typa Apolloniovy tlohy, tfi z nich si nyni predstavime.

PRIKLAD 9.8. Je ddna krusnice k, pFimka p, kterd je vnéjsi primkou kruznice
k, a bod A € p. Sestrojte vsechny kruznice, které se dotykaji primky p v bodé A a
kruznice k.

Reseni: Zadani a feseni viz Obr. [[08. Je ziejmé, Ze body dotyku hledanych kruznic
a dané kruznice k jsou stredy jejich stejnolehlosti. Diky tomu je najdeme. Vime, ze
musi lezet na k a zaroven, dle vlastnosti stejnolehlosti ¢. [ (viz str. [09), jimi musi
prochazet primky spojujici vzory a obrazy v prislusnych stejnolehlostech. Ted uz
staci jenom si uvédomit, ze bodu A odpovidaji v danych stejnolehlostech postupneé
body K; a K, které umime sestrojit. Pak uz je postup jasny. Konstrukce krok za
krokem viz https://www.geogebra.org/m/d9KBGDA]j. Uloha m4 dvé feseni, jednu
kruznici s vnéjsim dotykem s k, druhou s vnitinim dotykem s k.

m
pl
k | k
p" 2
p A p )
b=

Obrazek 108: Apolléniova tloha bod-primka-kruznice, vlevo zadani, vpravo reseni

PRIKLAD 9.9. Jsou ddny dvé riznobézky a,b a bod M, ktery lezi uvniti jednoho
jejich uhlu. Sestrojte vsechny kruznice, ktere prochdzeji bodem M a dotykaji se pri-
mek a,b.

22Viz (Wikipedia: Problem of Apollonius
20dpovéd na otdzku ,Pro¢ 107“ pienechdvam laskavému ¢tendii jako zajimavou kombinatorickou tlohu.
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Reseni: Viz Obr.[I10. Vime, Ze spolecné tecny dvojice kruznic prochézeji stredy jejich
stejnolehlosti. VSechny kruznice, které se dotykaji dvou rtiznobézek jsou stejnolehlé
ve stejnolehlostech, jejichz stfedem je prusecik riznobézek, v nasem pripadé bod A.
Tuto znalost stredu stejnolehlosti nalezité vyuzijeme. Sestrojime si libovolnou ,,po-
mocnou” kruznici, ktera se bude také dotykat danych rtiznobézek, viz kruznice [. Na
ni musi lezet obraz (nebo vzor, zélezi, v jakém sméru zobrazeni uvazujeme) bodu M
ve stejnolehlosti se stredem A. Staci sestrojit primku m =< AM a najit jeji pri-
seCiky s [, body U, V. Ty spojime se stfedem () pomocné kruznice. Obrazy (vzory)
téchto polomért s nimi musi byt rovnobézné (viz vlastnost stejnolehlosti ¢. B na
str.[109) a musi mit jako jeden krajni bod bod M a jako druhy krajni bod stfedn hle-
dané kruznice S, resp. So. Sestrojime proto rovnobézky s tiseckami QU a QV jdouci
bodem M. Jejich priiseciky Si, S9 s osou riiznobézek o jsou potom stredy hledanych
kruznic. Konstrukce krok za krokem viz https://www.geogebra.org/m/CSW7xumC.
Uloha ma dvé Feseni.

Obrazek 109: Apolléniova tloha bod-primka-kruznice, vlevo zadani, vpravo reseni

PRIKLAD 9.10. Jsou ddny dvé riznobézky m,n a krugnice k lezici uvniti jednoho
jegich uhlu. Sestrojte vsechny kruznice, které se dotykaji primek m,n 1 kruznice k.

Reseni: Viz Obr. [[I0. Protoze hleddme kruznice, které se dotykaji dané kruznice k,

Obrazek 110: Apolléniova tloha bod-primka-kruznice, vlevo zadani, vpravo reseni

budeme stejné jako pri reseni prikladu pracovat se stejnolehlostmi, jejichz stredy
jsou (ndm dosud nezndmé) body dotyku. Nalezeni téchto bodu je klicem k feseni
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tlohy. Opét vyuzijeme vlastnost stejnolehlosti ¢. [l (viz str. [109), kterd tika, ze vzor,
obraz a stied lezi v jedné primce. Staci uvédomit si, ze hledané kruznice maji jako
tecny dané primky m, n. Jejich obrazy v uvazovanych stejnolehlostech musi byt zase
tecnami, tentokrat kruznice k, a musi byt rovnobézné s m nebo n. Pritom prisecik
tecen m,n, bod M, se zobrazi na prisecik obrazi téchto tecen, bod M, resp. Ms.
Postup nalezeni bodt dotyku hledanych kruznic s £ je tedy na svété. Sestrojime tecCny
k rovnobézné s m,n a pruseciky jejich dvojic, body M, My spojime primkamis M.
Priiseciky téchto primek s k£ budou hledané body dotyku 77, Ts, T3, T4. Dalsi postup
je zfejmy. Konstrukce krok za krokem viz https://www.geogebra.org/m/tccEujny.
Uloha mé ¢tyfi feseni, dvé kruznice s vnéjsim dotykem s k (na Obr. jsou to
¢ervené kruznice), dvé s vnitinim dotykem s £ (na Obr. [[10 jsou to zelené kruznice).

9.4 Mongeova véta

Jsou-li dany tri rlizné kruznice v roviné, vnitini a vnéjsi stiedy prislusejici kaz-
dym dvéma z nich jsou dohromady spjaty zajimavymi geometrickymi vztahy, viz
Obr. [[11I. Ty jsou predmétem Mongeovy véty. Véta je pripisovana francouzskému
matematikovi Gaspardu Mongeovi, ktery polozil zaklady deskriptivni geometrie.

Obrazek 111: Mongeova véta o tiech kruznicich v roviné

Véta 13 (Mongeova véta). Jsou-li ki, ko, ks 7 kruznice, které maji rizné poloméry
a jejichz stredy nelezi v primce, plati pro vnéjsi a vnitrni stredy stegnolehlosti kazdych
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dvou z nich nasledujici vztahy:
i) Vsechny tri vnéjsi stiedy stejnolehlosti Eyo, Ers, Fas leZi v primce.
it) Kazdé dva vnitrni stiedy stejnolehlosti a jeden vnéjsi lezi v primce.

i11) Tri vnitrni stredy stejnolehlosti 1o, 113, Io3 nelezi v primce.

Dikaz. V dikazu vyuzijeme tvrzeni véty [l ze slozenim stejnolehlosti s rtznymi
stredy vznikne pro kike # 1 stejnolehlost, jejiz stfed lezi na primce urcené stredy
téchto stejnolehlosti. Pak uz staci mezi danymi tfemi kruznicemi najit tii stejno-
lehlosti takové, ze jedna z nich je slozenim zbyvajicich dvou. Dynamicky GeoGebra
aplet k dikazu je na adrese https://www.geogebra.org/m/osROmHs8. ]

9.5 Kruznice deviti bodu

V této a v nésledujici kapitole si predstavime dvé spolu souvisejici véty tykajici
se zajimavych vlastnosti trojuhelniku. Kromé zjevné souvislosti jejich obsahti maji
spolecné i to, ze k dikazu kazdé z nich lze efektivné vyuzit stejnolehlost.

Véta 14 (Kruznice deviti bodt). V trojuhelniku ABC' oznac¢me O prisecik vy-
sek, S, stred kruznice opsane, C1, Ay, By stredy stran AB, BC' a C'A. Jestlize kg je
kruznice prochazejict body Ay, By a Cy, potom na ni lezi také paty Ay, By, Cy vysek
Vg, U, Ve a stredy usecek AO, BO,CO. Stred kruznice kq je stredem tusecky S,0, jeji
polomer je roven polovin€ polomeéeru kruznice trojuhelniku ABC opsané.

Obréazek 112: Kruznice deviti boda
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Ve vété uvedend kruznice se nazyva lkruznice deviti bodi (téz Feuerbachovd & Eu-

lerovd?3 kruznice), viz Obr. [[12.

Konstrukce kruznice deviti bodi a jeji souvislost s Eulerovou primkou (viz str. 123)
je znazornéna v apletu ,, Bulerova primka. Kruznice deviti bodu.

9.6 Eulerova primka

Véta 15 (Eulerova ptrimka). V trojihelniku ABC oznacme T tézisté, O pri-
secik vysek a S, stred kruznice trojuhelniku opsané. Potom bud vsechny tyto tii body
splyvajgi v jediny, nebo jsou navzajem rizne a lezi na spolecné primce tak, Ze plati

(S,0T) = —3 Tuto primku nazyvame Eulerova primkad, viz Obr. [113.
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Obrazek 113: Eulerova primka

Diikaz. K dikazu vyse uvedeného tvrzeni vyuzijeme stejnolehlost H ( T, —3 ) Z

Obr. 114 je patrné, ze v této stejnolehlosti se AABC zobrazi na AA;B;C4. Pro-
toze vyskami (vysky ted chapeme jako primky) AA;B1Cy jsou osy stran ptuvodniho

1
AABC, muzeme rici, ze vysky trojuhelniku ABC' se ve stejnolehlosti H (T, —§>

zobrazi na osy jeho stran. Potom se ale prisecik vysek O zobrazi na prusecik os stran

24 Karl Wilhelm Feuerbach, 18001834, némecky matematik, bratr filozofa [Ludwiga Feuerbachal.
[ Leonhard _Euler, 1707-1783, §vycarsky matematik s pfesahy do dalich disciplin, povaZovany za jednoho z nejvétsich
a nejvsestrannéjsich matematiks historie této védy.
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Obréazek 114: H (T, —%) : NABC — NA B C,

(tj. stfed kruznice opsané AABC') S,. Z vlastnosti stejnolehlosti plyne, ze prislusné
tfi body O, S,, T lezi v piimce a plati pro né (S,0T) = —3 ]

Konstrukce Eulerovy primky a jeji souvislost s kruznici deviti bodu (viz str. 122)) je
znazornéna v apletu |, Fulerova primka. Kruznice devitt bodu.
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9.7 Podobnosti eukleidovské roviny

Zde zakonc¢ime svou exkurzi do svéta podobnosti v roviné. Uvedeme si, ze spolu
s operaci skladani geometrickych zobrazeni tvori grupu a naznacime si klasifikaci
podobnosti roviny v duchu klasifikace shodnosti roviny na str. 02 s vyuzitim rovnic
(&), (68)) pro primou a nepiimou shodnost, které jsou tam uvedeny.

Grupa podobnosti roviny
Mnozina vSech podobnosti eukleidovského prostoru E5 spolu s operaci skladani tvori
grupu - tzv. grupu podobnosti prostoru Ey (téZ grupu podobnosti roviny).

Dikazem uvedeného tvrzeni se zabyvat nebudeme. Je vSak zrejmé, ze plyne z toho,
co nasleduje.

Na str. je uvedena véta [0, ktera rika, ze kazdé podobné zobrazeni eukleidovské
roviny do sebe lze slozit ze stejnolehlosti a shodnosti. Tuto skutecnost nyni, spolu
s analytickym vyjadfenim primé a neprimé shodnosti, viz str. 02 a analytickym
vyjadrenim stejnolehlosti, viz str. 112, vyuzijeme k tomu, abychom popsali rovnicemi
1 podobnost v roviné.

Ze skutecnosti, ze kazZdou podobnost v rovine lze slozit ze steynolehlosti a shodnosts,
ziskdme rovnice podobnosti nasledujicim zptsobem.

1. Stejnolehlost ‘H volime pro jednoduchost se stfedem v poc¢atku soustavy souradnic
a s koeficientem x > 0 (pfipomenme si, ze stfed stejnolehlosti mizeme pii rozkladu
podobnosti volit libovolné):

kx
ky.

H: X — X;

s
|

<
I

2. Shodnost Z (kterd je vyse zminénou volbou stejnolehlosti uréena jednoznacné)
je bud pfima nebo nepiimd, plati tedy jedna ze sad rovnic (67)), (68)):

Z:X— X

¥ =Tcosa Fysina+p

Yy =ZTsina £ycosa + q.

Vysledkem slozeni Z o ‘H je potom primd nebo neprimda podobnost. Rovnice pro
oba pripady jsou prehledné uvedeny v nasledujici tabulce. Kromé tvart s goniome-
trickymi funkcemi sinus a kosinus jsou pouzity i tvary s parametry a,b na mistech
koeficientii.
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Prima podobnost Nepiima podobnost

¥ =krcosa — kysina +p ¥ =kxcosa+ kysina+p
Yy = kxsina + kycosa + q. Yy = kxsina — kycosa + q.
¥ =ax—by+p ¥ =ar+by+p
y =bxr+ay+q. Yy =br —ay+q.

Na str. 26]jsme si uvedli kritérium (31)) pro rozhodnuti, zda je dané afinita shodnosti.
Pro matici A soustavy rovnic prislusné afinity musi platit A” - A = E. Zajima nés,
zda se podobnym zptsobem dé identifikovat také podobnost. Jak pozname, ze afinita
dand rovnici X’ = A- X + B je podobnosti? Vzhledem k evidentni souvislosti mezi
podobnosti a shodnosti v roviné, kterd je naznacena vyse uvedenymi rovnicem, je
ziejmé, ze aby uvazovana afinita byla podobnosti, musi platit

k> 0

T.:
AT A {01{2

] = k*- F, (88)

kde |k| je koeficientem této podobnosti.

Vztah mezi podobnostmi a shodnostmi, dosud vyjadieny slozenim stejnolehlosti
a shodnosti, se da popsat jesté detailné€ji, konkretizaci shodnosti, které pripadaji
v uvahu. O tom hovori nasledujici véta, kterou zde uvadime bez dikazu.

Véta 16. Kazdd vlastni podobnost eukleidovské roviny je bud stejnolehlost, nebo
stegnolehlost sloZend s otocenim kolem stredu stejnolehlosti, nebo stejnolehlost sloZena
s 0sovou soumernosti, jejiz osa prochazi stredem stejnolehlosti.
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9.8 Cviceni: Stejnolehlost. Podobnost.

1. Do pitlkruhu s primérem AB vepiste ¢tverec K LM N tak, aby strana K L lezela
na usecce AB a dalsi dva vrcholy M, N na dané pilkruznici.

2. Je dana primka p, kruznice k a bod A. Sestrojte vSechny usecky XY tak, aby
platilo: X € p, Y € k, A € XY, |AY| = 3|AX].

3. Jsou dany dveé riiznobézky a, b a kruznice k tak, ze a je secnou a b je vnéejsi primkou
kruznice k. Sestrojte vSechny kruznice, které se dotykaji primek a, b i kruznice k.

4. Sestrojte trojuhelnik ABC', je-li dano:

a) vy =bem, a:b:c=2:3:4,

b) 047671}07
C) 0{767t07
d)a:b=3:5,v=060°t.=6cm.

5. Urcete p tak, aby existovala stejnolehlost se stiedem [3, 2], zobrazujici bod [1, 4]
na bod [2, p|. Napiste rovnice této stejnolehlosti.

6. Je dana kruznice k a bod M uvnitt této kruznice. Sestrojte vSechny tétivy kruz-
nice, které jsou bodem M rozdéleny na ¢asti v pomeéru 2 : 3.

7. Narysujte libovolny trojuhelnik ABC'. Uvnitr strany AC' sestrojte bod X a uvnitr
strany BC' bod Y tak, aby platilo |[AX| = |XY]| a XY || AB.

8. Najdéte vsechny podobnosti euklidovské roviny, pri kterych se bod [1, 0] zobrazi
na bod [4, —2] a bod [2, 3] na bod [2, —8].

9. Najdéte podobnost euklidovské roviny, pri které se zobrazi pocatek na bod |0, 2],
bod [1, 1] na pocatek a bod [2,0] na bod [2, p]. Urcete p a najdéte samodruzné body
a smeéry nalezené podobnosti.

10. Najdéte rovnice podobnosti, pti které je pocatek samodruzny a obrazem bodu
[5,—3] je bod [1,1].

11. Urcete vSechny podobnosti, pro které jsou bod [1,1] a smér vektoru (1, 1) sa-
modruzné.

12. NapisSte rovnice vSech podobnosti zobrazujicich body [1,2] a [0, 1] po fadé na
body [3, —1], [4, 2]. Rozlozte je na stejnolehlost a shodnost.
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13. V roviné je dan ¢tverec ABC'D se stredem S. Urcete obraz bodu C' v podobnosti,
ktera zobrazuje body A, B, S po fadé na body B, D, C'. Urcete samodruzny bod této
podobnosti.

14. Je dana kruznice k£ a bod A, ktery je bodem vnéjsi oblasti kruznice k. Sestrojte
vSechny sec¢ny kruznice k, které prochéazeji bodem A a pro jejichz pruseciky X,Y
s kruznici plati |[AX| = 2|AY|.

15. Je déana kruznice k(S;4cm), jeji tecna t a bod M € k tak, ze |Mt| = 2cm.
Sestrojte usecku XY prochéazejici bodem M tak, aby X € kY € t a |[MX]| :
IMY|=3:2.

16. Jsou dany dveé riiznobézky a, b a kruznice k tak, ze P € a N b je bodem vnitini
oblasti kruznice k. Sestrojte vSechny kruznice, které se dotykaji primek a, b i kruznice

k.
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