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Uvod

Kniha je ur¢ena vdem zgemcim o vyuziti programu Derive v matematice od
z&kladni Skoly az po Uvodni vysokoskolské kurzy. Vé&rim, Ze ji oceni zvlasts
vyuéujici a Z&ci na zé&kladnich astrednich Skoléach, stejné jako studenti fakult
pripravujicich ugitele. Méla by jim pomoci rychleji se zorientovat v moznostech
VyuZiti programu ve vyuce.

Kniha ptinéSi vybér feSenych Uloh a zkuSenosti, které jsem nashromézdil za
uplynulé ¢tyfi roky, b&hem nichz jsem pasobil jako Skolitel semindra a kurzi
vénovanych vyuziti Derive ve vyuce matematiky. Na Pedagogickeé fakulté Jihodeské
univerzity jsou s timto programem seznamovani jak studenti ucitelstvi matematiky
tak i ucitelé v ramci programu dalSiho vzdklavani ucitel.

Predkladané ulohy pokryvaji veétsi ¢ast stredoSkolskych matematickych
osnov. Najdeme zde v3ak itémata, kterd odpovidaji néplni Gvodnich
vysokoskolskych kurzi zlinedrni algebry, matematické analyzy a geometrie.
Nekterym tématim je vénovan veétsi prostor, napiiklad funkcim, feSeni soustav
linedrnich rovnic, grafim relaci, programovani nebo feSeni geometrickych dloh.
V odpovidajicich kapitolach najde ¢tend’ kompletni navody na vyuziti ve vyuce.
Jina témata, jako tieba kombinatorika ¢i mnoziny, jsou pouze naznacena. To je
odrazem toho, Ze posdanim knihy neni jenom predstavit soubor feSeni konkrétnich
Uloh. Méla by ¢tenare téz inspirovat.

Program Derive.

Programem Derive se v celé knize rozumi ¢eska verze Derive 6.1, ktera byla vydana
na podzim roku 2004. Tim se ¢estina stala, vedle angli¢tiny, némginy, francouzstiny,
Spanglstiny, italstiny, holand&tiny, madarstiny a slovenstiny, jiz devatym jazykem
vnémz je program Derive uzivatelim nabizen. Derive je program typu CAS
(computer algebra system), vnémz je mozno provadét symbolické i numerické
vypocty a kreslit dvourozmérné i tiirozmérné grafy. Pri vypoétech ma uZivatel k
dispozici velké mnozstvi matematickych funkci, piipadné si miZe programovat
funkce vlastni. Historie programu zagina rokem 1979, vnémz byl vydan jeho
predchiidce, program muMATH. Prvni verze Derive byla vydana v roce 1988. Po
odkoupeni firmou Texas Instruments byla v roce 1996 vydénai verze pro Windows.
»~Dosovska” verze programu se stala na dlouhou dobu populérni pro nezvyklou
kombinaci malé velikosti a velké vypocetni sily. V souc¢asné dob& je program
vyuzivan na fadé strednich i vysokych kol v USA av Evropé. V nékterych zemich
je Derive oficidlnim programem pro podporu vyuky matematiky na Skolach,
napiiklad v Rakousku nebo na Slovensku. Uplatnéni ma i mimo vzdélavaci oblast,
v inZenyrské praxi. Program Derive 6.1 je uréen pro operacéni systém Windows,
verze XP, 2000, Millennium a 98.

Pro vyuziti na zékladnich a strednich Skolach je program dle mého néazoru
vhodny piedevsim diky jednoduchosti obsluhy, jejimz disledkem je snadna a krétka
cesta od zadédni k vysledku. Program je totiz vybaven rozhranim, které nam
umoziuje provadét vétSinu vypocti na drovni matematiky zakladni a stiedni Skoly
bez znalosti potrebnych prikazii. Program tak se svymi prikazy ustupuje do pozadi -



neni tieba se je ucit a uvoliuje misto feSenému problému. K vysledku, at’ jiz
v symbolické, numerické ¢i grafické podobé, navic vede ve vétSing pripadi jen
velmi maly pocet Ukoni.

Strukuraknihy.
Knihaje ¢lenéna do dvou ¢ésti a 26 kapitol.

V prvni ¢asti zvané ,, Obsluha programu”, kterd obsahuje deset kapital, je
étendi na reSenych prikladech seznamen se zakladnimi rysy a moznostmi programu
Derive. Jsou zde popsany rtizné uzitecné postupy, napriklad zjednoduSovani vyrazi,
tvorby grafu, editace dokumentu ¢i programovani vlastnich funkci a vytvéieni jejich
balick. Uvedené postupy jsou potom uplatnény pri ieSeni prikladi ve druhé ¢asti
knihy. Hlavnim G¢elem Gvodni ¢asti je tedy pripravit étenéie tak, aby byl schopen
aktivné a s porozumenim studovat feSeni Uloh ve druhé, rozsahlejsi, casti knihy.
Vedle toho mize byt tato ¢ast knihy chapana samostatngji, jako stru¢ny Gvod do
programu Derive. V Zadném piipadé vSak nelze tuto ¢ast, stejné jako celou knihu,
chapat jako kompletni uzivatelskou piirucku Derive. Tou je pouze Napoveéda
programu. Na to by ¢tendf nemél zapomenout a i pii studiu této knihy by meél
N&povédu aktivné vyuzivat.

Zajemci o program Derive rovnéz doporucuji peclivé prostudovani knihy Bernharda
Kutzlera Derive 6, Pokrocila matematika pro vase PC, [10], ktera je dodavana spolu
S programem.

Druha, podstatné rozsahlejsi, ¢ast knihy je tvoifena Sestnéacti kapitolami.
Kazda kapitola je vénovana vybranému tématu z matematiky. Jak uz bylo feceno,
nékterému tématu je vénovano vice prostoru, jind jsou probrana stru¢néji.

Kniha je vybavena podrobnym obsahem a abecednim rejstiikem. V piipadé z&mu
0 konkrétni téma se ¢tenéi kombinaci téchto dvou prostiedki snadno dostane k cili.

Mé upiimné podékovani patii obéma recenzentam, prof.RNDr. Pavlovi Pechovi a
Mgr. Sérce Vorécové, Ph.D. za petlivé prostudovani rukopisu a za cenné rady
a pripominky, kterymi prispéli ke zkvalitnéni kone¢né podoby této knihy.

Doufém, Ze V &s kniha zaujme a shledéte ji uZitecnou.

V kazdém piipadé uvitam jakékoliv pripominky, ndpady ¢i sdéleni VaSich osobnich
zkuenosti.

Informace o programu Derive spolu s dalSimi piiklady jeho vyuziti jsou pribézné
uvadény nawebove strance: www.pf.jcu.cz/~hasek/derive

V Ceskych Budgjovicich

Roman Hasek
hasek @pf.jcu.cz



. OBSLUHA PROGRAMU

Prvni &ast knihy prindsi strugny Gvod do préace sprogramem Derive. Ctendt je na
piikladech uveden do zékladnich rysii programu, se kterymi se potom setka pri
feSeni konkrétnich Gloh v druhé ¢ésti knihy. Jedna se predevSim o pravidla
komunikace srozhranim programu, tvorbu dokumentt, Upravy vyrazi, zobrazovani
dvourozmérnych a trirozmérnych grafi a programovani vlastnich funkci. Pi
aktivnim prostudovani tohoto oddilu knihy ziskéa ¢tenar pomérné zevrubny pirehled o
moznostech programu a bude pripraven na jeho samostatné vyuziti. Pfipominam
vk, Ze se v z&dném pripadé nejednd o ndhradu kompletni uzivatelské prirucky.
Naopak, predpoklada se, ze uzivatel bude béhem studia knihy aktivné pracovat

s Napoveédou, ktera prinasi Gplny prehled funkci programul.

1. Prace snapovédou

Jak bylo naznageno vySe, napovéda programu Derive piedstavuje jediny dostupny
prehled v&ch funkci programu, doplnény vysvétlujicimi komentéri a priklady
pouziti. Neexistuje ti&t&na podoba takovéhoto Uplného piehledu funkci programu.
Proto doporucuji étendii nevyhybat se napovedé a aktivné sni pracovat. Nejenom,
Ze se dozvi témét v3e o funkcich programu, ale najde tam i razné priklady uZiti
(i kdyz je treba uptimné pfiznat, Ze ne mnoho a ne na véechno), které maze pomoci
kombinaci klaves Ctrl+C (Kopirovat), Ctrl+V (Vlozit) kopirovat zndpovédy do
vstupniho tadku a tam je modifikovat dle svych potieb.
|2 309 (utor népovédyzapmt) o
Soubor  Ulpravy  Zélofka Modnosti  Mapovéda
Obzah Bejstiik. I Témata napovedy Zpet | Tizk | i |
p3

([ Contents &, Index | &4 gea,chl Je-li dan vektar ravnic, nalezne Resit = Vyraz a funkce SOLVE =
vektor fedeni. Redit » Soustavy rovnic nalezne vZdy Fedeni ve
tvaru vektoru, Mapf.

Fegeni soustay ravnic

Regeni rovnic po krocich -

Feseni rovnic, balicky funkci SOLVE([x*2 + y*2 = 2-a"2, x - ¥ = 01, [x ¥l

Fiefeni rovnic, numericky se zjednodusi na

fedeni soustay nelinearnich rovnic

Fefeni soustay rovnic [x=a~y=a x=-a"y=-q

Feseni soustawy linedrnich rovnic _I
Redeni, interval Funkce SOLUTIONS nalezne widy fegeni ve tvaru matice (t.).

Reseni, nekonecné mnoho wektoru vektord) hodnot fedeni. Napf.

Eeteni, piesnost

Fiedit = Soustav rovnic
Regit = Wraz

Resit viraz se zjednodudi na
Resni rovnic, algebraicky
fetézoove funkce [

Fet&zcové operace 1
Fetézec, konverze
Fet&zowy zlamek
Sialar fields
SCALE_ELEMENT(vi,5) Saustava linedmich ravnic je singularni, jestliFe rawnice nejsou
scientific =| || linearé nezdvislé. Singulami soustava rovnic miFe bit jak

1| | » konzistentni, tak nekonzistentni.

Display . . S PR PSP
Je-li dana konzistentni singularmi soustava linedrich rovnic, hd|




Predstavme s napiiklad, Ze nés zajimaji moznosti feSeni soustav rovnic v Derive.
Vyvoldme tedy ndpoveédu (posloupnosti prikazii Napovéda —» Témata napoveédy
nebo klavesou F1). Potom stati zvolit rejstiik (index) klicovych slov a napsat heslo
~eSeni“. Hned se nam objevi nabidka souvisgjicich témat. Vybrali jsme si téma
,Regeni soustav rovnic*. Zde nés zaujal piikaz SOLUTIONS. Misto, abychom se
snazili si zapamatovat jeho syntaxi, mySi vyznacime v textu ndpovédy piiklad
pouziti piikazu kombinaci klaves Ctrl+C, Ctrl+V ho prekopirujeme do prikazového
fadku Derive. Zde ho jenom prizpisobime svym piedstavam a odeSleme ke
zjednodu&eni na pracovni plochu.

2. Grafickérozhrani

S programem komunikujeme prostiednictvim grafického rozhrani (Obr. 1). Rada
jeho prvka je znama i z jinych programi pracujicich pod operatnim systémem
Windows. Najdeme zde nabidku akci (Obr. 1, druhy fadek), pod nimiz se skryvaji
roletova menu s konkrétnimi prikazy.

Floerive 6 - [algebra 11 =[8]x]|
ubar Upravy Wiodt Privadee [Zjednodusi:| Resi
inachssent

allul Moznost One Nipovéda =181 x|
D=EE& xx;lﬂ' A CI I S
S Zot

kD

CtrkE
#1

il
Aproximovat... kG

#2 (¢ + 20 - 302 - 1)
EEY

3 2 Sut

#3 SOLVE(2ex - 3 ©

Chrbrt

CtrkT

#4

2
= -y)-z
s " .
x+y

#6

Rozlosit znateny viraz na éinitele

= vr x|

1Z[r]2]xl
11w

0 0T T e o s N 1 "[I{|+I-|AI zle]n|=
00 T e e e R K R E 13 =114 [k

ily|e

— |

Obr. 1. Grafickérozhrani programu Derive 6

Uk&Zeme-li v menu na nektery prikaz mysi, objevi se pod spodnim okrajem bilé
pracovni plochy jeho stru¢na charakteristika (Obr. 1, text , Rozlozit oznageny ...“).
Nechybi ani tla¢itka pro rychlé provadéni nékterych piikaza (Obr. 1, tieti radek).



Najdeme zde i panely nastroji pro rychlé vkladani pismen fecké abecedy ci
matematickych symboli. Samozigimé, podoba rozhrani se da zménit (Okno -
Ptizplsobit...). Népovéda programu je tradi¢né pristupna z nabidky Napovéda
nebo klavesou (F1).

3. Vstup a vystup

Vyrazy vkldddme do programu prostiednictvim piikazového (vstupniho) Fadku
(Obr. 1, Uzky bily fadek pti dolnim okraji). Po napsani vyrazu a stisknuti klavesy
(&) (Enter) nebo tlagitka [v/] (nalevo od prikazového tadku) se vyraz objevi na
pracovni plose (v okné Algebra), ktera celému rozhrani programu dominuje. Kazdy
vyraz na pracovni ploSe ma své ¢islo (napr. #1), které douzi i jako proménna,
pomoci niz se miZzeme na vyraz odvolavat. Chceme-li napiiklad secist dva vyrazy,
jez se na pracovni ploSe vyskytuji pod ¢idy #5 a #13, staci na prikazovy fadek
napsat #5 + #13 = agtisknout (¢).

Casto budeme potiebovat piechazet mezi piikazovym radkem a pracovni
plochou. Muzeme to teSit klikanim mysi nebo pouzitim klaves (Esc) (nahoru) a
(F2) (dolt).

4. Manipulace svyrazy

V ramci pracovni plochy se pohybujeme opét pomoci mysi, nebo pomoci klaves
(¥2) (¥4). Zaznamenani historie naSi préce na pracovni ploSe nam muZe podstatné
usetiit ¢as pri vkladani novych vyrazi. Bud' tak, Ze se odkazujeme na , staré" vyrazy
pomoci jejich &isla (viz predchozi kapitola), nebo tak, Ze tyto vyrazy, pripadné
jenom jegjich ¢asti, preneseme na vstupni fadek nadedujicim zptsobem. Vyraz
najdeme a zvyraznime kliknutim mysi. Potom ho miZeme pienést na piikazovy
fadek - v pavodnim tvaru stisknutim klavesy (F3), uzavieny v zavorce pak
klavesou (F4). Tuto moznost manipulace ocenime hlavné pri potrebé vyuZzit jenom
¢ast jiz existujiciho vyrazu. Pri pohybu po pracovni ploSe (mySi nebo Sipkovymi
kldvesami) se zvyraziiuji celé vyrazy. Zvyraznéni jenom &asti vyrazu docilime
bud’ opakovanym klikanim mysSi s ukazatelem umisténym nad prislusnou ¢ésti
vyrazu (tato ¢ast musi mit sama o sobé smysl jako vyraz), nebo pomoci kombinace
klaves (¥2) (Va)(/E)(ee) pii souéasném drzeni klavesy (Shift). Vyrazy
muzeme po pracovni ploSe piemistovat (tj. meénit jejich poradi) jednoduse
uchopenim mysi a pietazenim na pozadované misto. To, zda jim zastane jejich
pavodni ¢islo, nebo se zmeéni dle nového poradi, ovlivnime volbou MoZnosti —
Zobrazeni - Predislovat vyrazy. Cisla vyrazii (oznaseni) miZeme skryt volbou
Moznosti » Skryt - Oznaceni.

Pii manipulaci s vyrazy ocenime skupinu tlagitek (=] vlevo od
piikazového radku. Jejich vyznam je v poradi zleva doprava tento: zobrazit vyraz
na pracovni ploSe, vyraz Zednodusit a vydedek zobrazit na ploSe, na plose
zobrazit vyrazi vydedek jeho zednoduseni, vyraz aproximovat, vyraz zobrazt
na ploSe spolu sjeho aproximaci a smazat vyraz na prikazovém radku. Tlagitka
(=], [=] ngjdeme jest& na horni liste tlagitek. Odpovidajici akce miizeme provést také
volbami  Zjednodusit - Zakladni zjednodus$eni, Zjednodu$it -



Aproximovat.... Chcemeli mit vyraz ijeho zjednoduSeni na jednom fadku,
napiSeme pri vkladani za vyraz znaménko = (rovna se) a odeSleme stisknutim Enter
(<) (Obr. 2).

[perive 6 - [Algebra 1]

1ol x|
[Flsoubor Uprawy Viost Privodes Ziechodusit Mest Kalkul Modnosti Okno Napovids |8 x|
DEEE BB X | Bk = Q% |lna [ ST +X &

#1 2+3=5

#2 a+b+(a+b+(a+b+ (a+b)))=4da+4dib

1/2 -1}y 35
a .a
#3 = Ja
1/3
a

#4

v =¥ % %% |SJ20—3J125+7J45+./180:

1] 2] x|
iR

J]lﬂlﬁlvlﬁlslélnlel 1 = e JJ [I{H-
TE=

I o T G T A e

S
[EEEE

B

Obr. 2: Primé zjednoduSeni vyrazu

5. Tvorba dokumenti

Kromég vyrazi a snimi spojenych vypocti mizeme na pracovni ploSe zobrazit text
(VloZit - Text..) , obrazky (Upravy — Kopirovat , Vlozit), OLE (Object
Linking and Embedding) objekty v3ech myslitelnych aplikaci (Vlozit —» OLE
Objekt...) a samozigimé grafy vytvorené samotnym programem (Vlozit - 2D-
graf.., Vlozit —» 3D-graf..), jak vidime na Obr.1. Do textu miZeme vkladat
i odkazy na webové stranky — zatneme psét http://... a program pochopi. Format
textu miZeme ménit piimo v programu Derive. Prisludny panel nastroji se jmenuje
»Formatovani“ a vypada takto:

ITimesNewHoman jl'lE j B 7 U @ .g = | i=

W,

Zobrazime ho bud’ zatrhnutim na karté ,, Panely nastroju” dialogového okna Okno
- Ptizplsobit... nebo zatrhnutim v nabidce, ktera se objevi po poklepani pravym
tlacitkem myS sukazatelem umisténym nékde v préazdné oblasti Sedivého réamu
pracovni plochy programu. Skromnou nabidku panelu , Formétovani® muzZeme
doplnit o nekteré chybgjici formaty (napiiklad horni a dolni index) tak, Ze text
vytvoiime ve Wordu ado textového pole Derive vliozime pomoci klavesovych
zkratek Ctr+C (kopirovat), Ctrl+V (vlozit). Toto vS&e ndm umozZiuje vytvéret
v programu Derive kompletni dokumenty, napriklad zadani samostatnych praci,
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podklady pro vyucoveci hodinu, vypracovéni laboratorni prace apod. Program
umoziuje ulozit dokument ve formétu RTF (Rich Text Format) (posloupnosti
piikazii Soubor — Exportovat —» RTF...). Tak ngjsme vazani jenom na prostiedi
Derive, de mizeme dokument oteviit a dale upravovat tieba ve Wordu piipadné
prevést do formétu PDF. Bohuzel, dle mé zkuSenosti se pti pievodu do formétu RTF
ztrati vlozené OLE objekty. Pak nezbyva nic jiného, nez je do RTF souboru vlozit
ZNnovu.

Riazné formaty muzeme volit i v piipadé ukladani graft z 2D (3D) grafického okna.
Program dovoluje ménit pomoci piikazu Moznosti rizné parametry algebraického
okna atim i vysledného dokumentu. Pro priklad uved’me skryti oznaceni vyrazd, tj.
¢isel (presnéji feceno promennych) ve tvaru #n na zaéatku kazdého radku (Obr. 3).

mD rive b - [Algebra 1] — 5[
[F soubor  Opravy Wiodi Privodee Ziednodusic Redit Kalkul Mninnst\igknn MapovEda —1&] x|
DEEE|  RRX |0 e = D ’|zn 4+ % | &

Tisk. 3
I ﬂl j B7UD E| Skt Il Oznafeni
Mastaveni. .. Chrl+M Text
2 Pfi spugténi... Grafy
@ e OLE objekky

Skryt oznaceni virazu

Obr. 3: MoZnosti okna Algebra

Nutno priznat, Ze moznosti tvorby dokumentti v Derive maji své hranice. Je to
pochopitelné. Program Derive slouzi predevSim k vypoétam, nikoliv k editaci
dokumentii. Navic poréd pracuje v fadkovém rezimu (tj. objekty jsou fazeny svide
pod sebou) a neumoziuije, jako tireba program Mathcad, premistovani vyrazi po
ploSe aj€gjich fazeni ve vodorovném smeru.

Presto mizeme i v Derive vytvorit dokument, napriklad pracovni list, ktery méa
prijatelnou grafickou i informagni Urover, je kompaktni a zachovava si vlastnosti
okna Algebra, tj. moZnost bezprostiedniho pogitani nebo grafického znézornéni.
Jako priklad uvadim na nésledujici strané pracovni list vénovany kiivce retézovka
Textové ¢asti dokumentu i matematické vyrazy jsou psany rovnou v Derive. K jegjich
vhodnému umisténi ve vodorovném sméru mizeme vyuzit piikez MoZnosti —
Zobrazeni - Zarovnani novych objektd...

Student dokument otevie v Derive a pfimo v ném nebo v dalSich oknech ieSi uzitim
nastrojti programu dané Ukoly (Obr. 4). Nakonec vysledek ulozi ve formatu DFW
nebo RTF.
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Retézovka

PROBLEM: Kabel elektrického vedeni je mezi dvéma sloupy vzdalenymi od sebe
100 metri provéSen 0 10 metri. Vypocitejte, jak dlouhy je kabel mezi témito dvéma
sloupy?

Népoveda: Ohebné vidkno (tedy i kabel el. vedeni) volng zavéSené ve dvou bodech,
téZze nebo i razné vysky, zaujima tvar kiivky, kter4 se nazyva retézovka (angl.
Catenary).

Retézovka ma rovnici:

x/a - x/a
a-(e + e )

y(x) =
2

kde a je kongtanta, jejiz hodnota zavisi na fyzikalnich vlastnostech vidkna a
jeho zavéSeni, konkrétné na délkové hustoté vidkna a tahové sile, s kterou je
natazeno. Rovnici fetézovky mizeme zapsat i pomoci funkce hyperbolicky kosinus:

X
y(x) := a-COSH[—]

a
UKOLY:

1. Pokuste se za pomoci posuvniku v 2D grafickém okné odhadnout hodnotu
parametru a, ktera odpovida kiivce provéSeni uvedeného kabelu.

Pomamka: Je dobré si uvédomit, Ze pfi umisténi soustavy souradné, které
koresponduje s uvedenou rovnici, jsou soufadnice stiedu kabelu [0, a].

2. Ur¢ete hodnotu parametru a pocetné (porovnejte s odhadem) a vypocitejte délku
kabelu.

Napoveda: Délka oblouku kiivky y(x) ohrani¢eného body [a,y(a)], [b,y(b)] je dana
vztahem:

b
J 2
s = J@ + y'(x) ) dx
a
Pro dalSi informace o fetézovce i 0 mnohajinych kiivkéch navstivte Galerii kiivek
naadrese

<http://curvebank.cal statela.edu/home/home.htm>
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1%

Soubor Upravy Viedt Hastaveni Modnosti Okno NapovEda

Algebra 1 RetezovkaNew2.dfe

Zapsat L pomoci funkee hyperbolcky Toosmus
x
¥ #1: %) = 2:C0sH —
v = a-COSH[—J yeo R
a
N #2 y(50) - y(0) = 10
UKOLY:
#3 NSOLVE(y(50) — (0} = 10, a, Real)
1. Pokuste se za pomoci posuvnlky v 2D grafickém okng odhadnout hodnoty parametru a, kterd
odpovidé kitvce provéieni uvedeného kabelu #4 a = 1266324250
Pozndmica: Te dobré si uvgderit, e pr umisténl soustavy soufadné, které koresponduje s —
‘ " . #5 = = 126632429
wredenou rovnici, jsou soufadnice stfedu kabeh [0, al
50
2. Tréete hodnotu parametru a potetné (porovncjte s odhadem) a vypotitejte déllu kabelu I 2
Wapovida: Délka oblouly Iiivky 7(0) shraméengho body [ay(al], [y(0)] je déna vzrahem #6: s = Joe v )
=50
b
J‘ 2 = #¥7 = = 102.6186871
sz Jaeyo0 ) d
a
Pro dalif informare o fetérowee 1 0 mnoha dnich kfivk Ach navitivte Galeni kiivek na adrese ﬂ
Bowa il
¥
15
10
5
x
-20 " 20 40 [ 80
-10
-15
_on
E Kiigek: 67.8, -2.1875 Ma stied: 0, 0 Méfitko: 20 : 5

v =27 xxl

Obr. 4: Uziti pracovniho listu Retézovka

6. Import dat

Derive umoziiuje nateni dat z tzv. datového souboru. Jedna se o textovy soubor,
v némz jsou data usporadana do tabulky (Priklad 6.1). Takovy soubor vytvoiime
napiiklad v pozndmkovém bloku, jako oddélovage na tadku pouzijeme mezeru nebo
tabulator. MiiZeme pracovat i s daty z tabulkového procesoru, kdyz je uloZzime jako
textovy soubor (s vySe uvedenymi oddélovaci). Program sice ocekéva u takovéhoto
souboru priponu DAT, ale Ize n&ist i soubory sptiponami TXT & PRN. Ptiponu
muZzeme navic jednoduse pirepsat provedenim zmeény jména souboru. Pro vyuziti ve
t¥id€, naptiklad pro shér dat pri laboratornich pracich, se jevi jako uZite¢na moznost
vytvorit datovy soubor v grafické kalkulagce (TI 89, Tl 92+, Voyage 200) a do
pocitate prenést pomoci datového kabelu. Ten se da k uvedenym kalkulackam
dokoupit. Po nacteni datového souboru posloupnosti piikazi Soubor -
Importovat —» Datovy soubor... se data zobrazi jako prvky matice v okné
Algebra
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Priklad 6.1: Do okna Algebra na¢téte namérena data ze souboru Data.dat, graficky
je zobrazte a proloZte jimi funkci, které co nejlépe popisuje zkoumanou zavis ost

ReSeni:
Data, ktera predstavuji vydedky meéieni jakés zavislosti, jsou vySe uvedenym
zpisobem uloZena do souboru Data.dat ve formé takovéto tabulky:

4.65
7.8
5.6
6.34
8

abwnN -

Po natteni souboru posloupnosti piikazii Soubor - Importovat —» Datovy
soubor... sev okn¢ algebra objevi nasledujici matice.

[ 1 4.65 ]
2 7.8
#1: 3 5.6

4 6.34

| 5 8
Tu pak obvyklym zptisobem zvyraznime a zobrazime v 2D grafickém okné (viz
kapitola 9, Tvorba grafu). Graf na obrazku (Obr. 5) odpovida nastaveni voleb
Spojovat - Ano aVelikost - Velka nakarté Moznosti - Zobrazeni —» Body.

¥

-1 1 2 3 4 5 6
. =1

Obr.5: Grafické znazornéni dat
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Takto importovana data muzZzeme v Derive statisticky zpracovat ¢i dale pouzit.
Pritom jisté ocenime piikazy pro pristup k prvkim matice (viz Napovéda a kapitola
18.2, Uziti matic...) a tatistické funkce programu Derive (AVERAGE, FIT, STDEV
atd., viz Napovéda, heslo , statistické funkce").

Namétenymi hodnotami prolozime polynomickou funkci étvrtého stupné uzitim

funkce FIT. Pro dalSi zpracovéani je vhodné matici dat pojmenovat, tj. ulozit ji do

proménné, napiiklad M:

[ 1 4.65 ]
2 7.8

#2: M = 3 5.6

4 6.34

L 5 8
Pouzijeme funkci FIT (syntaxe a ptiklady pouZiti viz Napovéda):

4 3 2
#3: FIT(Lx, a-x + b-x + c.x + d-x + el, M

avydedny polynom zobrazime v 2D-grafickém okng:

4 3 2
1031-x 2271-x 62401-x 19141-x 449

2400 400 2400 400 20

Pomamka: Funkci FIT muazeme pouzit i k prokladani ploch danymi body
v trojrozmerném prostorul.
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7. Prikazy

Zadéani prikazu je v programu Derive chapano jako zépis vyrazu. Chceme-li, aby
program zadany piikaz vykonal, musime jemu odpovidajici vyraz zjednodu&t (tj.
pouZijeme [=] nebo Zjednodusit —» Zakladni zjednodu3eni). Program Derive
podporuje dvoji zpisob zadavani prikazi. Bud piikaz zaddme prostiednictvim
dialogovych oken programu, nebo ho napiSeme na piikazovy radek.

7.1. Zadani vybérem z nabidky

Jak ukazuje nésledujici priklad, nemusime znét prislusné piikazy. Staci z nabidky
rozhrani vybrat poZadovanou akci a program nas sdm vede.

Piiklad 7.1; V Rie&terovnici x?- 2x- 3=0

ReSeni:

Rovnici napiSeme na prikazovém fadku ve tvaru x"2-2x-3=0 a disknutim
(&) (Enter) odeSeme na pracovni plochu.

V nabidce potvrdime pifkaz Resit, v piislusném roletovém menu pak potvrdime
Vyraz... (zkrdcens Resit - Vyraz...). Otevie se nasledujici dialogové okno

T
Biedit proménng Metoda fedeni Drefiniéni obar fegeni Hranice feteni
' Algebraicky ' Komplexni &la Horni: llo—
' Numericky ' Redlna tisla

" Oboje = Hranice Dalni: I_:I-0

()8 Fresit Storno
I I I

Obr. 6: ReZeni rovnice

V ném zvolime metodu feeni a defini¢ni obor a potvrdime tlagitko Resit. Chceme-
li zndt vysledek i ve form¢ desetinného ¢ida, jednoduse zvyraznime na pracovni
ploSe vysledek algebraického feSeni rovnice a stiskneme tlagitko [=] (Aproximovat)
nahorni liste tlagitek.

MozZnost feSit Ulohy vybérem znabidky je pohodingsi a priblizuje program
uzivateli. Pokryva v3ak jen ¢ést funkci programu. Ten je mnohem mocnéjSim
nastr ojem, nez by se zdalo pti pouhém prozkoumani nabidky prikazii jeho rozhrani.
Radu specidlnich prikazi, naptiklad na feSeni diferencidnich rovnic, pogitani
s¢isly, zkoumani geometrickych vztahii apod., prosté musime na piikazovy radek
napsat. Mnozstvi funkci programu muZeme posoudit prolistovanim obsahu
N&povedy (Napovéda — Témata napovédy - Obsah).

Kromg vestavénych funkci pracuje program Derive se systémem bali¢ki funkci
(Napovéda - Témata napovédy - UZivatelské balicky matematickych



funkci), coz jsou soubory typu MTH (soubory obsahujici funkce naprogramované
piimo v Derive), které se automaticky nacitaji do paméti, jakmile je volana néktera
z funkci v nich definovanych.

7.2. Zadani zapisem na piikazovy radek

Tato druhd moznost zadavani piikazi je rychlegjsi, pokud zname syntaxi prikazu.
Vy& uvedenou rovnici jsme napiiklad mohli vyiesit zapisem prikazu SOLVE (x*2-
2x-3=0,x,Real) na prikazovém fadku, jeho odeslanim na pracovni plochu
anaslednym zjednodugenim. Je&té rychleji by to Slo odeslanim prikazu ve tvaru
SOLVE (x"*2-2x-3=0,x,Real)= (&) (vdimnéte si znaménka = na konci). Jak bylo
jiz teceno, nekdy je zadani piikazu jedinou cestou k ziskani vysedku, protoze
prisudna funkce neni ,, pokryta* grafickym rozhranim. Jednou z takovych funkci je
GCD(n1, nz, .., nk) pro nalezeni ngjvétsiho spolecného délitele Sisel ny, ny, ..., Nk.

Priklad 7.2: Urcete nejvetsiho spolecného deélitele cisel 754 a 221

Regeni:
Na prikazovy tadek napiSeme piikaz GCD(754,221)= a odeSeme ho na pracovni
plochu stisknutim ().

8. Deklarace proménnych

Pri tvorbé vlastnich piikazi a vibec pfi praci na néjakém rozsahlejSim projektu
v Derive ndm mohou znatné zkomplikovat Zivot néjaka zapomenuta nastaveni
hodnot a oborii proménnych, které nevédomky pouzijeme znovu za jinym Gcelem.
Témto komplikacim, které jinak mohou prerist az v naprostou ztratu diivéry v sebe
i v program, se vyhneme dodrZovéanim nésledujicich zasad. Pokud to jde, pouzivéame
vzdy novy soubor, ktery nasitd firemni nastaveni z inicializatniho souboru
Derive6.ini. Pokud to nejde, hliddme si jiz pouzité proménné. K ovéreni jejich
hodnot a oborid pouzijeme volby Prlvodce - Hodnota proménné...
aPrlivodce — Defini¢ni obor proménné... Koneiné se nabizi postup b&zny
z programovani. Kazdou proménnou, kterou chci pouzit, deklar ovat, tj. vymezit jeji
obor, pripadné hodnotu. Pokud napt. chceme, aby proménna A byla bez hodnoty, tj.
prézdna, pouzijeme prazdny prifazovaci prikaz A:= . Jsme-li tedy na konci
n&jakého rozsadhlejsiho souboru a chceme pouzit proménnou A, jejimz obsahem s
nejsme jisti, provedeme nejprve tento prikaz.

9. Tvorba grafu

V programu Derive je mozno vedle symbolickych a numerickych vypocta kreslit
dvourozmérné a tiéirozmérmné grafy. Jednoduché propojeni algebraickych
agrafickych funkci umoZiiuje bezprostredni grafickou reprezentaci vétSiny
zobrazitelnych formuli. Zobrazit |ze mnoziny bodi dané predpisem i parametricky.
MiuZeme volit z nabidky nékolika soufadnicovych soustav.
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Grafy budeme hojné vyuzivat v celé knize. Rozhodné v3ak neptjde o vycerpavajici
prehled vSech moznosti programu. Ten ziska ¢tendr pri podrobném studiu napovédy
programu spolu s pripojenymi balicky funkci. Grafickym moznostem Derive se
podrobné vénujei kniha[10].

V této kapitole si na dvou piikladech ukazeme zakladni algoritmus (posoupnost
Ukona) tvorby 2D a 3D graft, naktery se budeme v dalSim odkazovat.

9.1. 2D grafy

Priklad 9.1: Znézornéte graficky hodnoty vyrazu 1/Z\X G h
ReSeni:

Zadame vyraz:

JQ21Ix|1-x"2) (¢)
V okné Algebraho zvyraznime:

2
#1:  JQ-|x] - x)
Kliknutim natlagitko 4] otevieme 2D grafické okno.

Pro vétsSi ndzornost mazeme rozdélit pracovni plochu na dvé ¢agti, jednu pro okno
2D (3D) grafu, druhé pro okno Algebra. Pouzijeme posloupnost piikazii Okno —
Vertikalni (Horizontalni) dlaZdice.

Pti aktivnim 2D grafickém okné (ma modry horni pruh a nabidka piikazi je jina)
jesteé jednou stiskneme tlagitko (ted’ je trochu jinde, protozZe je jina nabidka
prikazt). Objevi se graf.

4
¥
3
P
1
/_\/_\ .
4 -3 -2 - 1 Z 3 4
-1 -
iy
-3 .
—4 .
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Poznamky:

1) Pokud neni prislusné okno aktivni, umistime do ngj ukazatel mysi
a stiskneme levé tlagitko.

2) Tlatitko [A) z panelu néstrojii grafického okna piredstavuje zkracenou formu
posloupnosti ptikazii Viozit - Graf. V nasledujicim prikladu uvidime, ze
u3D graft je mezi témito dvéma zpasoby zobrazeni rozdil. Pokud totiz
misto tlagitka pouzijeme uvedenou posloupnost piikazi, mizeme hned
nastavit parametry vznikajiciho grafu (3D).

3) Abychom dostali graf sloZzeny skutecné ze dvou pulkruznic, je treba
posloupnosti piikazii grafického okna Nastaveni —» Pomér stran -
Obnovit - OK zgjistit, aby nebylo grafické okno v jednom sméru
»protazené”.

9.2. 3D grafy

PRIK LAD 9.2: Znazornste graficky plochu danou piedpisem z = y° - x* + x°

ReSeni:

Vyraz zaddme a vokné Algebra zvyraznime (miZzeme zadat cely predpis
z=y° - x* +x®, jak je uvedeno niZe, nebo jenom pravou stranu y® - X? + x°):

6 2 6
#1: zZ=Zy - X +X

Kliknutim natlagitko L] otevieme 3D grafické okno.

Mame dvé moznosti jak zobrazit graf, které seu 3D grafu lisi:

i) Pouzijeme opét ikonu [L]. Dostaneme graf, jehoZ parametry odpovidaji
implicitnimu nastaveni nebo parametram predchoziho grafu..

i) Pouzijeme posloupnost piikazi 3D grafického okna Viozit » Graf. To
nam umoziiuje ovlivnit parametru grafu pied jeho vykreslenim.

Poznamka:

Pti z&pisu vyrazu jsme mohli pouzit i jind jména proménnych. Musime vSak dbét na
zachovéni abecedniho pofadi, tj. trojici proménnych [x, y, zZl miZeme nahradit
trojici [u, v, w], v uvedeném poiadi, a dostaneme stejny graf. Vice viz Napovéda —
Index, heslo , pofadi proménnych*.
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Vydedek zobrazeni v 3D grafickém okng:

ol

Tt 7
1Tl LA
/

i M :"'b,"&-:f-
'%L “1‘ *t*#"&f"zﬁ'o"qf;. ‘

i N Rl
K T e
e

)
O

9.3. Tvorba grafu - shr nuti

Tvorba 2D (3D) grafu

1) Vyraz v okné Algebra zvyraznime.
2) Klikneme na[&] ([.4] ), objevi se okno 2D (3D) grafu.

se graf.

dlazdice.

-

Grafické znazornéni n&jakého vyrazu (vysdedek rovnice ¢i nerovnice, predpis
funkce, podminky definujici relaci, ...) dostaneme nasledujicim zpiisobem:

3) Pri aktivnim grafickém okng klikneme jeste jednou na[d] ([&]) (tlagitko je ted na
jiném mist&) nebo z nabidky vybereme posloupnost piikazi Viozit —» Graf. Nakresli

4) Pro vétsi nazornost miizeme rozdélit pracovni plochu na dvé ¢asti, jednu pro okno
2D (3D) grafu, druhé pro okno Algebra: Okno - Vertikalni (Horizontalni)
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Program dovoluje zobrazit jenom &ast vyrazu (kdyz ji zvyraznime). Tim je
usnadnéno grafické ¥eSeni rovnic a nerovnic. JednoduSe zobrazime do jednoho
grafického oknazvlast’ levou azvla&’ pravou stranu rovnice.

Grafické reSeni pak miZzeme pienést na pracovni plochu do okna Algebra piikazem
Soubor - Pfemistit. Tento pfikaz patii do nabidky grafického okna, mtzeme ho
tedy vybrat a provést jenom pii aktivnim grafickém okné. Okna aktivujeme
poklepanim mysi.

Pti zméné velikosti grafu pieneseného do okna Algebra se zhorsuje kvalita obréazku.
Pivodni kvality, pii nové velikosti, doséhneme piikazem Soubor — Aktualizovat
z nabidky grafického okna.

Doporuéeni

Pro plné vyuZiti grafi je dobré védét, co véechno u nich mizeme ménit a nastavit.
V nékterych situacich ocenime napriklad moznost zmény barvy os a jejich popisu,
piipadné moznost umisténi obrézku na pozadi grafu a podobné. Doporucuji proto
detailné prostudovat vSechny karty dialogového okna MozZnosti —» Zobrazeni...
z nabidky piikazi 2D (3D) grafického okna. AZ budete experimentovat se zménami
parametri grafu, méjte na paméti, Ze kazda zména se projevi az po zopakovani
vloZeni grafu, tj. po op&tovném stisknuti tlagitka [ (LL]).

9.4. Zménatypu ¢ary 2D grafu.

U spajitych dvourozmeérnych grafti Derive nenabizi Zadnou moznost ménit tloust’ku
a typ ¢ary. Jinak je tomu u graft bodovych (viz Napovéda - Index, hesla
Lbodovy graf“, ,bodové grafy* a , parametrické grafy”), u kterych jisté moznosti
zmeény parametr jsou. Lze u nich nastavit tti velikosti bodi, pocet bodi a zda je
chceme spojovat ¢i nikoliv a jakym typem &ary.

Chceme-li tedy ménit tloustku a typ ¢ary grafu, znazornime prosté spojitou kiivku
bodovym grafem. Pti dostatené velkém pocétu boda (bohuzel, maximum je 640)
ziskame iluzi spojité kiivky. Pritom mazeme docilit ti raznych tloustek , céary”, dle
volby jedné ze tii velikosti bodi (Mald, Stredni, Velkd). Pokud mnozstvi bodi
vhodng snizime, dostaneme ¢éru teckovanou.

DalSim zpasobem, jak zmenit typ ¢éry grafu (nabizi se plng, teckovand, ¢arkovana
acerchovand), ovSem bez moznosti zmeénit jeji tloustku, je nastaveni rezimu
spojovani boda a typu prislusné ¢ary na karté MoZnosti - Zobrazeni - Body (viz
obrézek 8).

Vedle uvedenych moznosti zmény tloustky a typu ¢éary grafu se z nasledujicich

ukazek jeste dozvime, jak kredit graf funkce na omezeném intervalu. Vice o téchto
grafech je pak uvedeno v kapitole 13 (Funkce).
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Ukazky konkr étnich FeSeni

T# rizné zpasoby zobrazeni grafu funkce, liSici se od vySe uvedeného bézného
zpasobu, si ukéZeme na piikladu funkce dané predpisem f @y =x?- 3.

a) Tlusta ¢ara
PouZijeme parametricky graf (parametrem bude x) v reZimu Body (Obr. 7).
Zadame piredpis funkce:

2
#1: f(x) = x -3

Potom zapiSeme kiivku grafu parametricky, s parametrem x:
#2: [x, f(x)]

Zadame-li nyni pokyn k zobrazeni vyrazu #2 v 2D grafickém okng¢, program sdm
identifikuje tento vyraz jako parametricky a zobrazi dialogové okno , Parametry
parametrického grafu“ k uptesnéni n&kterych Gdajii. V okné zaSkrtneme rezim
Body, vybereme velikost Velké, zadame jgjich pocet (640) a potvrdime (0K).

Parametry parametrického g x|
Minimalni hodnota: IE
tdaximalni hodnota |5

Redim arafu
’7 " Cay &+ Body

Bod,

 Malg " Stfedni & Velks

Patet bodi: (640

Ok I Stormo |

Obr. 7: Parametry grafu

Vysedny graf funkce f(x), vyvedeny tlustou ¢arou, vidime na nasledujici strang.
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-5

b) Stredné tlusa ¢ara
Tentokrat pouZzijeme bodovy graf zadany vyétem bodu.

K ziskani tohoto vyétu bodi, presngji vektoru bodi, pouzijeme funkci VECTOR
(nebo TABLE, viz dal§i ukédzka). Podrobné informace o této funkci najdeme
v Napovedé. Zde si jenom pripometime vyznam patého parametru této funkce (viz
nasledujici vyraz #3), ktery piedstavuje krok, snimz se méni hodnota fidici
proménné (v nasem piipadé je fidici proménnou x). Jeho velikosti ovlivnime hustotu
bodi grafu.

#3: VECTOR([x, f(x)]1, x, -5, 5, 0.01)

Chceme-li ¢éru stiedni tlous’ky, zatrhneme na karté Moznosti —» Zobrazeni -
Body (Obr. 8) v poli Spojovat volbu Ne av poli Velikost volbu Stfedni.
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Zobrazit moZnosti

Osy | Krisek | Mrika Body |Baa |

S pojovat

" Ano

Top Eang:

I Fina - I

&+ Ne

Welikost
’7 " Mald

% Stfedni

" Velkd

[ o ]

Storno | Mapovéda

Obr. 8: MozZnosti zobrazeni

Vyraz #3 musi byt pred zobrazenim v 2D grafickém okné zjednoduSen (z&kladni
zjednodugeni). M&me dvé moznosti, bud’ ho zjednoduSime v algebraickém okn¢ a
vydedek zobrazime, nebo aktivujeme volbu MoZnosti —» Zjednodusit pred

vykreslenim a zobrazime rovnou #3.

&
¥
6
4
2
+ %
8 -6 G £
4
-5
—&

Pomamka: Stejného efektu dosahneme,

funkci TABLE. Tak tomu bude v nasledujici

kdyz misto funkce VECTOR pouZijeme
ukéazce.
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¢) Zménatypu éary
Opét pouzijeme bodovy graf. Tentokrdt vSak budeme jeho body spojovat.
Vyuzijeme totiZ toho, Ze to |ze proveést ¢tyimi riiznymi typy car.
Zadame funkci f(x) predpisem
2
#1: f(x) =x -3

K vytvoreni posloupnosti bodi pouZzijeme tentokrat funkci TABLE (vice o této
funkci viz Napovéda)

#2: TABLE(f(x), x, -5, 5, 0.4)

Zobrazit moZnosti x|

Osy | Kiizek| Mriks Body |Bawa |

Spojovat

% Ang " Ne

Tup &dny: Cérka teéka 7

Yelikost
’7 * Mala " Stfedni € Veka

ak. I Stamno | MNapovéda

Obr. 9: MozZnosti zobrazeni

Pro zobrazeni vyrazu #2 opét plati pravidla zminéna v piedchozi ukézce. Bud’ vyraz
zjednodusime (z&kladni zjednoduSeni) v algebraickém okné a vysledek zobrazime,
nebo aktivujeme volbu MoZnosti —» Zjednodusit pred vykreslenim a zobrazime
rovnou #2.

Vydedkem je nasledujici graf.
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Pozndmka: Misto funkce TABLE jsme mohli pouzit i funkci VECTOR. Stejnym
zpisobem, jako v predchozi ukézce.

Uziti piikaz TABLE a VECTOR pii kresleni ¢asti graft funkci riznymi typy ¢ar s
ilustrujme jesté jednim prikladem.

Piklad 9.3: Sestrojtev R® graf relace S:
Sz{[x,y];y3 log, xUy<2*Ux3 1Uy<- x+6} :

Regeni:

X
#1: y > L0G(x, 2) Ay <2 AX>1AYy<-Xx+6
#2: x =1

K numerickému vypoctu x-ovych soufadnic priseciki hraniénich kiivek, které jsou
dany jednotlivymi podminkami, pouZijeme funkci NSOLUTIONS. Takto ziskané
hodnoty pak pouZijeme jako meze prikazi TABLE. Hodnotou funkce TABLE je
tabulka (matice) bodi, ktera se da zobrazit jako bodovy graf. Nezapomeiime na to,
Ze vyraz TABLE musime pred zobrazenim zjednodusit. Mame dvé moznosti.
1. Provedeme z&kladni zjednoduSeni vyrazu TABLE jeho zvyraznénim a
stisknutim [=]. Vysledek pak zobrazime v 2D grafickém okng.
2. Otevieme 2D grafické okno a zatrhneme volbu MoZnosti —» Zjednodusit
pfed vykreslenim. Potom zobrazime rovnou piikaz TABLE, bez jeho
zjednodusovani.

Efektu plné nebo teckované ¢ary docilime vhodnou volbou velikosti kroku v piikazu
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TABLE (je to jeho paty parametr). Jakou hodnotu zvolit zavisi na konkrétni Gloze.
V naSem pripad¢ dostaneme plnou ¢aru pri velikosti kroku 0.01 (viz #3), teckovanou
pak pri velikosti kroku 0.1 (viz #4, #5).

#3:
TABLE(LOG(x, 2), x, 1, (NSOLUTIONS(LOG(x, 2) = -x + 6, x)) , 0.01)
1
X X
#4: TABLE[2 , x, 1, (NSOLUTIONS(2 = -x + 6, x)) , 0.1
1
#5: X
TABLE| -x + 6, x, (NSOLUTIONS(2 = -x + 6, x)) ,
\ 1

(NSOLUTIONS(-x + 6 = LOG(x, 2), x)) , 0.1}
1

Pro zobrazeni ¢asti ptimky x = 1 pouzijeme funkci VECTOR
#6:  VECTOR([1, yl, y, 0, 2, 0.01)

Predpisy pro zobrazeni grafti funkci, které tvori hranice mnoZiny, najdeme napiiklad
jako prvni parametry funkci TABLE (#3, #4, #5). Jgjich barvu volime svétle Sedou.

¥ 18

-1

Dalsi tipy uzitecné pro tvorbu specianich grafi najdeme v kapitolach vénovanych
relacim a funkcim. Konkrétné se jednd o grafy relaci, funkci definovanych na
intervalu a funkci definovanych po ¢éstech. V kapitole 16 (Integrd) potom zminime
a v nékolika prikladech pouZijeme specidlni funkce Derive pro kresleni obrazci
omezenych danymi kiivkami (piikladem muiize byt funkce AreaBetweenCurve) .
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10. Programovani

Derive umoziiuje uzivateli vytvéret vlastni funkce. Disponuje programovacim
jazykem, ktery je pomérné jednoduchy a nabizi pouze nékolik obvyklych piikaza
asyntaktickych pravidel. V této kapitole se pii feSeni konkrétnich Gloh svétSinou
znich seznamime. Pro ziskéni podrobngjSich informaci o programovéni v Derive
doporucuji ¢tendfi prostudovani ndpoveédy programu (Napovéda — Obsah -
Vybrana témata - Programovani v Derive) spolu se studiem zdrojovych koda
uzivatelskych funkci, které jsou soucésti instalace programu (viz adresar Users).
Z internetovych zdroji dostupnych ke dni vydéani této knihy bych zminil stranku
www.cms.livjm.ac.uk/deriveprogramming.

10.1. Definice jednoduché funkce

Za negjjednodussi program miZzeme pokladat definici funkce bez pouziti specidlnich
piikazi programovaciho jazyka.

Priklad 10.1: Definice funkce VzdBp(D,a,b,c) pro vypocet vzdaenosti bodu D od
piimky zadané obecnou rovnici ax+ by+ ¢ = 0.

Regeni:

Definici funkce zapiSeme na piikazovém radku ve tvaru:

VzdBp(D,a,b,c):=]aD ;1+bD|2+c|/sqrt(a”2+b"2),

kde D1, D2 jsou zapisy prvni a druhé soufadnice bodu D. Po odedani klavesou
Enter dostaneme na pracovni ploSe zpis, v némz poznavame prislusny vzorec:

a-D +b-D + c
1 2
VzdBp(D, a, b, ) :=

2 2
J@a +b)

10.2. Prostiedi pro zapis pr ogramu

Jsou moZné dva zpasoby zadavani programu — fadkovy rezim nebo strukturovany
zapis ve viceradkovém rezimu. Vystup do algebraického okna je vzdy strukturovan
do vice tfadki. Mezi jednofddkovym a viceradkovym (¢tyitadkovym) oknem pro
vkladani a Upravu vyrazi prepiname prikazem Moznosti —» Zobrazeni - Zadani
vicefadkovych vyrazd. Ve 4-iadkovém okné miizeme pomoci Sipkovych klaves
pohybovat kurzorem nahoru, dolt, doleva i doprava. Novy fadek vlozime pomoci
kombinace klavesAlt + Enter.

10.3. Speciélni funkce pro tvor bu a ladéni programu

Programovaci jazyk Derive pouziva nékolik nasledujicich funkci, které odpovidaji
béznym prikazam znamym i z jinych programovacich jazyka.
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SloZeny piikaz PROG

Syntaxe: PROG(ptikaz 1, piikaz 2, ..., ptikaz n)

Vystupem sloZzeného prikazu je hodnota posledniho piikazu v ném obsazeného,
pokud ovSem uvnitt nepouzijeme piikazy EXIT nebo RETURN (vice v Napovedg).

Priklad 10.2: Definice funkce OsaUhlu(A,V,B), jejiz hodnotou je parametrické
vyjédreni osy Uhlu daného vrcholem V abody A, B naramenech.

Regeni:
Smérovym vektorem W osy Uhlu je soucet jednotkovych smérovych vektora
r_(A-V) r_(B-V)

|A-V|' " |B-V]|

. 1 1 1
jehoramen, w=r +5S.

Parametrické vyjadieni osy mapotom tvar: X =V +t XW.

Zapis definice funkce v jednoradkovém rezimu:
OsaUhlu(A, V, B, r, s, w) := Prog(r := (A - V)/ABS(A - V),s = (B -
V)/ABS(B — V), w:=r + s,V + t-w)

Zapis ve vicerddkovém rezimu:
OsaUhTu(A, V, B, r, s, w) :=
Prog(
r:= (A - V)/ABS(A - V),
(B - V)/ABS(B - V),
r+.s,
t

W)

S
w
\"

+ 0

Poznamka: Kromé pouziti piikazu PROG nam vySe uvedeny priklad ukazuje
zpisob deklarace lokélnich proménnych v programovacim jazyku Derive.
Vidime, Ze lokalni proménné r, s, w jsou uvedeny v zavorce za jménem spolu se
vstupnimi parametry A, V, B programu.
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Podminény prikaz | F
Syntaxe: |F(test, potom, jinak, neznamo)

Priklad 10.3: Definice funkce Matice (M), jejiz hodnotou je informace o tom, zda
je matice M regulérni ¢i singularni. Pokud neni ¢tvercova, nebo nelze uréit hodnotu
determinantu, vysledkem je slovo , nelze”.

ReSeni:

Zapis v jednoradkovém rezimu:

Matice(M):=IF(DET(M)#0,WRITE("regularni") ,WRITE("singularni") ,WRITE
("nelze"))

Zapis ve vicerddkovém rezimu:
Matice(M) :=
IF(DET(M) £ 0,
WRITE("regularni"),
WRITE("singularni"),
WRITE("nelze"))

CyklusLOOP

Syntaxe: LOOP(ptikaz 1, piikaz 2, ..., ptikaz n)

Ptikaz LOOP ukongi svou ¢innost, pokud narazi na prikez EXIT nebo RETURN
(vice viz ndpovéda). Kombinaci prikazu LOOP s podminénym piikazem IF miZzeme
realizovat prikazy cyklu spodminkou na zacétku (tj. piikaz typu While) nebo na
konci (tj. ptikaz typu Repeat ... Until).

Priklad 10.4: Funkce De12(x) nejprve posoudi paritu vstupni hodnoty x. Pokud je
liché, funkce vypiSe hléSeni na obrazovku a ukongi ¢innost. Pokud je x sudé, funkce
provadi jeho opakované déleni dvéma, dokud neni vysledek lichy. Potom opét
vypiSe hldSeni aukongi ¢innost. Diléi vysledky déleni se vypisuji na obrazovku.

ReSeni:

Zapis v jednoradkovém rezimu:

Del12(x) := Loop(If(MOD(x, 2) # 0, RETURN "1iché"), x :/ 2,
DISPLAY(x))

Zapis ve vicerddkovém rezimu:
Del12(x) :=
Loop(
If( MOD(x, 2) # O,
RETURN "Tiché"),
X :/ 2,
DISPLAY(x))

Pozndmka: VSmnéme si zdpisu x :/ 2 pro déleni hodnoty proménné x dvéma
Derive pouziva podobné operdtory i pro ostatni zpiisoby zmény hodnoty proménné
(vice viz napovéda, kapitola, Funkce pro tvorbu aladéni programu®).
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Priklad 10.5: Funkce OdhadPi(n) je realizaci Archimédovy metody urceni
priblizné hodnoty p pomoci obvodi n-Ghelnika vepsanych a opsanych kruznici.
Vstupnim Udajem n je pocet desetinnych mist, na kter4 chceme urcit hodnotu p.
Vystupem, tj. hodnotou funkce, je informace o poctu thla pouzitého pravidelného k-
Uhelnika a hodnoty piisludného dolniho a horniho odhadu p.

ReSeni:

Zatimco v predchozim piikladé jsme vyuzili cyklus spodminkou na zacéku (tj.
While), nyni bude podminka pro ukonceni na konci cyklu. Jedna se tedy o analogii
cyklu Repeat. Program uz je trochu dozitéjsi. Uvedeme proto jenom jeho zapis pri
aktivnim rezimu zadavani viceradkovych vyrazi:

0dhadPi(n, k := 5, d, h) :=
Loop(

d == k-SIN(/k),

h := k-TAN(mt/k),

If(FLOOR(d-10"n) = FLOOR(h-10"n),

Prog(

Precision := Approximate,
DISPLAY(APPEND(STRING(k), "-uhelnik™)),
RETURN APPROX([d, h], 10))),

k :+ 1)

Syntaxe funkce OdhadPi(n) ajeji vystup:

#2: 0dhadPi (2)

57-0helnik

#3: [3.14000234, 3.144777633]
#4: 0dhadPi (4)

1187-uhelnik

#5: [3.141588985, 3.141599989]

Ukonéeni béhu RETURN, EXIT. Vystup WRITE, DISPLAY
Vyznam téchto prikazi je ziegjmy z ukazek.

Dalsi funkce, které mohou najit uplatnéni pii tvorbé programu v Derive, najde ctenat
v ndpovédé programu. Patii mezi né napiiklad funkce ASSIGN, ITERATE,
ITERATES, VECTOR. Jinak pii psani programu mizeme samozigjmé vyuZit
vSech dostupnych funkci a operédtori programu.
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10.4. Ukladani programi - funkci

Naprogramované funkce je nejlepsi ulozit do souboru typu .mth (Soubor — Ulozit
jako ... » Math soubor (*.mth)). Vhodné je do jednoho souboru ulozit funkce
tématicky pribuzné a soubor (,balicek funkci“) dle onoho tématu pojmenovat.
Chceme-li potom nekterou funkci ze souboru - balicku pouzit, musime ho, narozdil
od vestavénych bali¢kt funkci, natist do paméti  prikazem Soubor — Importovat
- Bali¢ek funkci...(Matematicky soubor...).

V pripadg, Ze pouZijeme termin Baliek funkci..., definice funkci ze souboru se
natdhnou do paméti pocitace a na pracovni ploSe programu Derive se objevi pouze
hldSeni podobné tomuto: LOAD(C:\Program Files\TI Education\Derive
6\Math\EnglishUnits.mth). Pokud budeme importovat Matematicky
soubor..., nahrgji se definice do paméti i na pracovni plochu programu.

10.5. Dalsi priklady programi

Uvedme s jesté dva piikladi programi vytvoirenych v Derive. Dalsi piiklady pak
najdeme roztrouseny po celé knize.

Priklad 10.6: Napiste program pro feSeni kvadratické rovnice v oboru komplexnich
¢isel.

Regeni:
KvadratickaRovnice(rovnice, promenna) :=
Prog
r := rovnice
p := promenna
If POLY_DEGREE(r, p) # 2
RETURN "Rovnice neni kvadraticka"
Prog
s := SOLVE(Cr, p, Complex)
a := POLY_COEFF(r, p, 2)
b := POLY_COEFF(r, p, 1)
¢ := POLY_COEFF(r, p, 0)
#1: d:= b2 - 4.a-c
Ifd<0
Prog
DISPLAY("Rovnice ma dva komplexné sdruzené kofeny:™)
RETURN s
Ifd=0
Prog
DISPLAY("Rovnice ma dvojnasobny realny koren:™)
RETURN s
Prog
DISPLAY("Rovnice ma dva riizné redlné koreny:")
RETURN s
2
#2: KvadratickaRovnice(3:x - 4:x + 5, x)
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Rovnice ma dva komplexné sdruzené koreny:

2 J11-i 2 J11-i
#3: X = — - -V X = — + —
3 3 3 3

2
#4: KvadratickaRovnice(3:x - 4:x — 5, x)

Rovnice ma dva rtzné redlné koreny:

2 J19 J19 2
#5: X = — - —— V X = + —
3 3 3 3
2
#6: KvadratickaRovnice(x - 4:x + 4, x)
Rovnice ma dvojnasobny realny koren:
#7: X =2
3
#8: KvadratickaRovnice(3:x - 4:x + 5, x)
#9: Rovnice neni kvadraticka

Priklad 10.7: Napiste program pro uréeni vzgemné polohy dvou primek
Vv prostoru .

ReSeni:
| (A - B)-CROSS(u, V)|

#1:
|CROSSCu, V)|

|]a-D + b-D + ¢
1 2
#2: VzdBp(D, a, b, ©) :=

2 2
J@a +b)

| (A — B)-CROSS(u, V)|

#3: VzdMimo(A, u, B, v) :=
[CROSSCu, V)|

2 2 2
JCA -B] cu - ((A-B) + W)

lul

#4: VzdBpP(A, B, u) :=
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PrusPrP(A, u, B, v, k, 1, p) :=
Prog
#5: p := (SOLUTIONS(A + keu = B + 1.v, [k, 11))1141
MAP_LIST(SUBST(x, k, p), x, A + k-u)

VzajemnaPoloha2(A, u, B, v) :=
Prog
If RANK([u, v]) =1
Prog
DISPLAY("Rovnobézky, vzdalenost = ")
RETURN VzdBpP(A, B, v)
#6: If RANK([u, v, B - A]) =2
Prog
DISPLAY("Ruznobézky, spolecny bod ="
RETURN PrusPrP(A, u, B, v)
Prog
DISPLAY("MimobéZky, vzdalenost = ")
RETURN VzdMimo(A, u, B, v)

#7:VzajemnaPoloha2([0, 0, 0], [2, 3, -5]1, [0, O, 7], [-4, -6, 10D
Rovnobézky, vzdalenost =
7494
#8: -
38
#9:VzajemnaPoloha2([0, 0, O], [2, 3, -5]1, [0, O, 71, [-3, 2, 1D

Mimobézky, vzdalenost =

7.3
#10: -
3
#11: VzajemnaPoloha2([1, 2, 41, [2, 3, -51, [0, O, 71, [-3, 2, 1D

RGznobézky, spolecny bod =

#12:



1. RESENI ULOH

Tato druhd, rozsdhlejsi, ¢ast knihy je vénovéna feSeni konkrétnich dloh uzitim
Derive. Refeni Uloh jsou okomentovéna. Komentdte maji raznou Uroven
podrobnosti. Tam, kde je pouzito novych funkci a postupt, které nebyly piedvedeny
v prvni ¢agti, je komentér nalezité zevrubny. V ostatnich pripadech je komentér vice
nebo méng strucngjsi, jak se ocekava ctendrova zbehlost v uziti programu. Snadnéjsi
orientaci napomahaji odkazy na ¢asti textu, které se prislusSnému tématu veénuji
podrobnéji nebo nanapovédu programul.

11. Upravy matematickych vyrazi

Pro nastaveni vstupnich a vystupnich podminek, definic a pravidel budeme
hojn¢ vyuzivat nabidku Moznosti —» Nastaveni... (Obr. 10).

- JU

- JU

fealkul Moénostil Okno  MNapoveda
. Zobrazeni 4 I
— Tisk L
Skryt LN 5
Mastaveni. ., Chrl-+r |
a+ Pfi spusténi. .. - (a2
Obr.10; Nastavenirezimupracg ___ -~ Naformatovano: Pismo: 11
). 1 Naformatovano: Pismo: 11
\ Naformatovano: Pismo: 11
Velup | Ziednedusen | Vistup | Vstup | Zisdhodugeni Vistup | . | b.. neni Tuéné
Regim pro jména promenngich Welkost pismen————— —Zobrazeni cisla ' Naformatovano: Pismo: 11
& Pismeno " Rozlifovat Zépis: |Ha“ma‘ =] Cisie: [10 = b., neni Tuéné
 Slovo 1+ Nerozlifowat
Soustava:
Dvu|_)§wé‘
Ciselna soustava: —Zobrazeni wrazu gz:;m
Sestndetkovd
lﬂ‘ 3 @ Mormalni Pofadi promenmich [54.2
@ TndEE e pe s =
Obnovit | Dbnovit |
Obnavit vie | oK I Storno I Napov&da | Obnowit vie I (1] I Stomna | Napovéda |
,4 Naforméatovano: Pismo: 11
- 1 11 / 1 1 - Naformatovano: Pismo: 11
Obr. 11212 Nastaveni vstupnich avysiupnich podminek & {
N ( Naformatovano: Pismo: 11
Podivejme se znovu na Obr. 11. Krom¢ volby zékladu &iselné soustavy zépisu .. (P neniTucné
vkladanych hodnot tam najdeme volbu ReZim pro jména proménnych. Zvolime-li {Naformétgv,émo: Pismo: 11
Pismeno, program uvaZuje kazdé pismeno jako zvI&stni proménnou. To ndm ', LB, nenf Tucné
1 Naformatovano: Pismo: 11

b.
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umoziuje, stejné jako pii zdpisu na papir, vynechdvat symbol nésobeni (x).
Program chape pii nastaveni volby Pismeno zépis abc jako vyraz a«b=c. Zvolime-
li Slovo, chépe zépis abc jako symbol jedné proménné. Volba Velikost pismen
ovliviiuje, zda zdleZi (Rozlisovat) ¢i nezdlezi (Nerozlisovat) na velikosti pismene
(tj., zda X, x znamena to samé, ¢i nikoliv). Pokud nastavime RozliSovat, je tieba
védét, Ze jména vestavénych funkci Derive se zapisuji velkymi pismeny.

11.1. Algebraické vyr azy

Pri Upravach algebraickych vyrazi vyuzijeme volby Zjednodus$it — Zakladni
zjednodu3eni, Roznasobit.., Rozlozit na Cinitele.... Vyznam voleb Typ
rozkladu... v prislusnych dialogovych oknech ilustruje nasledujici piiklad. Zaroven
vidime zpasob zadani funkce FACTOR ve tvaru FACTOR(f(x), Typ rozkladu, x).
Typy rozkladu jsou definovany klicovymi slovy programu Derive, proto musi byt
v piipadé ptimého zadéni piikazu uvedeny v origindlnim znéni  (Trivial,
Squarefree, ...).

Priklad 11.1: RozloZte v sou¢in polynom:
V(X) =3x° +6x° - 6X" - 6x°- 15X° - 48x" +66X° + 72X° - 72X

Regeni:

9 8 7 6 5 4 3 2
#1: v = 3.x + 6:x - 6-x - 6-x - 15.-x - 48.x + 66-x + 72-Xx
- 72-x

#2: FACTOR(v, Trivial, x)
8 7 6 5 4 3 2
#3: 3.x-(x + 2:x - 2.X —2:X —=5:x —-16-X + 22-Xx + 24-x -
24)
#4: FACTOR(v, Squarefree, x)

2 2 4 2
#5: 3ex:(x +x-2) -(x +x -06)

#6: FACTOR(v, Rational, x)

2 2 2 2
#7: 3exe(x-1) - x+2) - x =-2)-x + 3
#8: FACTOR(v, Radical, x)
2 2 2
#9: 3ox.(x = 1) (X +2) (X +J2)-(x =J2)-(x + 3)

#10: FACTOR(v, Complex, Xx)

2 2
#11: 3-x-(x = 1) (X +2) (X + J2)-(x = J2)-(x + J3-0)-(x = J3:1)
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- 1 __{ Naformatovano: Radkovani:
e o < ., - < jednoduché, Ohraniceni: Pole:
Priklad 11.2: Zjednoduste lomeny vyraz L (stinované jednoduché,

+ v, vz
1 Automatickd, 1 b. Sitka cary)

ReSeni:

ZjednoduSenim se v tomto pripadé rozumi rozklad lomeného vyrazu na soudet
konstanty a zlomku s konstantnim gitatelem. Tento rozklad je obvykly pri kresleni
grafu raciondlni lomené funkce. V Derive je ndlezith akce oSetrena funkci
EXPAND, ktera je v nabidce Zjednodusit uvedena pod heslem Roznasobit...
Postupujeme tedy tak, Ze vyraz zvyraznime a provedeme posloupnost prikazi
Zjednodusit - Roznasobit... , potvrdime tla¢itkem (Roznasobit)

2.x -1

#1:
X + 1

2.x -1
#2: EXPAND[ ——, Trivial, XJ
x + 1
3
#3: 2 -
x + 1

Naopak, pro prevedeni zlomku na gpole¢ného jmenovatele pouzijeme piikaz
FACTOR (Rozlozit na Cinitele...).

11.2. Goniometrické vyrazy

Chceme-li upravovat goniometrické vyrazy, muZzeme (nékdy musime) sdélit
programu, jakou Upravu pozadujeme. Program sice ,,znd" goniometrické vzorce, ale
Lnevi“, jakym smérem je chceme uplatnit. To mu sdélime volbou MoZnosti -
Nastaveni... » Zjednodus$eni (Obr. 10), ktera otevie dialogové okno (Obr. 13),

x

Watup  Zjednodueni I Wistup I

Smér transformact

Exponencialni: | Auto 'I Trigonometicka: |Auto i

Logaritmicka: | Auta VI Trig. mocniny: |Collect
Expand

Komplexni,
Jednotkadhle [Radion x| wétew|Pincipal 7]

Pfesnost

’7 Bezim: | Exact 'I Podet &iglc: (10 3:
™ Zobrazit kioky V¥ Zobrazit pravidla Obnowit
Obnovit wie | Ok I Starno I Népovéda |

Obr. 13: Nastaveni rezimu zjednoduSovani
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v NnémZ jsou nabidnuty rizné moznosti arezimy Uprav vyrazi:

Trigonometrickd — Auto, Collect, Expand
- uréuje smér vyuziti goniometrickych vzorci,

Trig. mocniny - Auto, Cosines, Sines
- reprezentace sudych mocnin gon. funkci,

Jednotka Uhlu - Radian, Degree
- jednotka velikosti thlu,

Komplexni vétev - Principal, Real, Any
- volba vétve feeni odmocniny v oboru komplexnich ¢isel.

Posledni volbu ocenime pii vypottu ,liché® odmocniny ze zaporného c¢ida,
naptiklad /- 8, nebo pri grafickém znézornéni ,, liché' odmocniny, vice v kapitole
13.7, Graf iracionalni funkce.

(sina +sinb)?

Priklad 11.3: Zjednodudte vyraz ~——————"—
cos“a - cos“ b

Reseni:
2
(SINCx) + SINCB))
#1:
2 2
COS(a) - COS(B)
( 2 B
(SINCa) + SINCB))
#2: FACTOR , Radical, «o, B
2 2
COS(x) - COS(B)
SINCx) + SINCB)
#3:

SIN(B) - SIN(o)

Piiklad 11.4: RozloZtevyraz sin(X + y)

Regeni:

Vyraz budeme upravovat vrezimu ,zobrazit krok (rezim neni pro reSeni ulohy
nezbytny, zde je pouzit na ukazku), ktery nastavime takto:

Moznosti » Nastaveni... » ZjednoduSeni — Zobrazit kroky
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Pokratujeme rozkladem vyrazu. Nejprve nastavime pozadovany smér transformace:
MozZnosti » Nastaveni.. » Zjednodu$eni - Trigonometrickd - Expand
apotom teprve dany vyraz podrobime zakladnimu zjednoduSeni:

#1: Trigonometry := Expand - { Naformatovano: Pismo: 11 ]
b.
#2: SINk +y) [=¢} - i Naformatovano: Pismo: 11 |
b.
SIN(z + w) — SIN(z)-COS(w) + COS(z)-SIN(w)
#3: SIN(x) -COS(Cy) + COS(x)-SIN(y)
Piiklad 11.5: Upravte vyraz sin(x)* + 2cos(x)” - 1.
ReSeni:
Tentokrat je jedno, zda ponechame origindlni nastaveni trigonometrickych
transformaci Auto nebo vyuzijeme vySe uvedeny rezim Expand.
A _______ 2. 2 - { Naformatovano: Pismo: 11 J
#1: SINGO + 2:C0sC0) - — 1 EL ******************************** ) /Naformétovéno: Ohranieni:
" Nahote: (bez ohranieni),
2 2 \ Dole: (bez ohraniceni), Vlevo:
SIN(z) + C0S(2) —> 1 '\ | (bez ohraniteni), Vpravo: (bez
'\ | ohranigent)
2 e o .
4. €05 (x) L Eaformatovano. Pismo: 11 |

‘l _ -~ Naformatovano: Radkovani:

P¥iklad 11.6: Zjednoduste vyraz cos® X- sin® x jednoduché, Ohraniceni: Pole:

(stinované jednoduché,

ReZeni: ] e
, . A . , e, Automaticka, 1 b. Sirka cary)
Vyraz se da samozigmé upravit na cos2x. Pokud ale ponechame origindlni
nastaveni trigonometrickych transformaci Auto, tento vysledek, jak vidime

v nadedujici ukézce, nedostaneme.

A 2 ,,,,,,,,, 2 - { Naformatovano: Pismo: 11 J
#1: C0SGx) - = SINGO EI ************************************* - *‘{ Naformatovano: Pismo: 11 J
2 2 b.
SIN(z) + C0S(z) — 1
2
#2: 2.-C0S(x) -1

Jetotiz nutné nastavit rezim (Collect):
MozZnosti » Nastaveni.. » Zjednodu$eni - Trigonometrickd — Collect
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Potom znovu oznatime vyraz #1 a opakované (protoZze mame nastaven rezim
Zobrazit kroky) provadime jeho zakladni zjednoduseni:

cos(x)"2-sin(x)"2 [=] [=]
#3: Trigonometry := Collect

C0S(z + m) —» - COS(2)

C0S(2-x) 1 2
#4: - + —— — SIN(X)
2 2
#5: C0S(2-x)

Pomamka: Nesmime zapomenout, Ze pii nastaveném reZimu Zobrazit kroky
odpovida jednomu zjednoduseni, tj. jednomu stisknuti [=], jeden krok. Proto je
vEtSinou potieba tlagitko [=] matkat opakovang (viz feSeni predchoziho piikladu).

11.3. Logaritmické vyrazy

LN(x) nebo LOG(x) jsou zapisy p¥irozeného logaritmu ¢isla x. Logaritmus X pfi
zakladu z zapisujeme ve tvaru LOG(x, z). Pfi Upravach logaritmickych vyrazt mize
hrét roli defini¢ni obor logaritmické funkce. Program tuto skutecnost zohlediuje
aproto musi nékterym Upravam piedchézet nalezité vymezeni defini¢nich obort
pridudnych proménnych. K tomu pouzivame posloupnost prikazi

Privodce —» Defini¢ni obor promé&nné ... (Obr. 14)

Steginé jako u goniometrickych mizeme i u logaritmickych vyrazi
specifikovat zpasob Upravy volbami  MozZnosti - Nastaveni.. -
ZjednoduSeni - Logaritmicka — Auto, Collect, Expand

Urit definitni obor proménné 5'
Méazew proménné: Definiéni abor
I,< j " Celagisla & Hedlhadisla ¢ Komplesni &isla
1 Wektoy ' Mnoging " Logicke hodnoty
Interval
Wi (—=, @) & Oteviend interval L, u
" Kladné (0, =) " Uzaviend interval [L, U]
= Zapome (—=, O3 " Dtevienj-uzavieny interval (L, U]
 Nezdpomé [0, =) © Uzavienj-otevieng imterval  [L, UD
' Nekladné (—=, 0]
Hranic:
’7 Spodni: |5 Homi: le
Ok I Storno |

Obr. 14: Definiéni obor promenné ... xT (5,¥)

A _ A

_ - - { Naformatovano: Pismo: 11 ]

b.

/% Naformatovéano: Pismo: 11 J

//% Naformatovano: Pismo: 11 J

S
/,” _4 Naformatovano: Pismo: 11
- b., neni Tuéné

J



| Piiklad 11.7: Rozlozte na soucet logaritma vyrazy In(xy), In((x- 5)(y - 10)). |
ReSeni:
Aby se logaritmus soucinu rozlozil na soucet logaritmi, musime néleZit¢ nastavit+ - - -
zpasob (smér) Uprav logaritmickych vyrazi a uréit defini¢ni obor alespon jednoho
z giniteld.

#1:  DisplaySteps = true

LOG(x-y)

LOG(z) — LN(2)

#3: LN(x-y)
#4: Logarithm := Expand
#5 x € Real (0, =)

ProtoZze méme nastaven rezim Zobrazit kroky, zjednoduSeni se provede ve dvou< - - -
krocich. Z komentére feSeni (mame zapnutou i volbu Zobrazit pravidla) je vidét, ze
program bere pii Uprave v potaz definiéni obor jedné z proménnych (If x>0 ..).

L0G(z) — LN(2)

Iy

#6: LNCx-y)
If x>0,

LN(x-2) — LN(x) + LN(2)

#7: LN(x) + LNCy)
#8:  LN((x - 5)-(y - 10))

#9:  x € Real (5, «)

If x>0,

LN(x-z) — LN(x) + LN(2)

#10: LN(x = 5) + LN(y - 10)

Prestoze pristupuje Derive k Upravam logaritmickych vyrazi takto ,, rozumng”, ma
definice logaritmu v tomto programu jista netekana specifika, o kterych je dobré
védét. Jedna se 0 zapis logaritmu ajeho definiéni obor pri feSeni rovnic.
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Naformatovano: Zarovnat do
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Naformatovano: Pismo: 11 ‘
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Symbolicky zapis logaritmu: Funkce LOG(x) a LN(x) jsou identické, jedna se
o prirozeny logaritmus. Logaritmus o zékladu n zapiSeme vyrazem LOG(x,n).
Dekadicky logaritmus se tedy zada vyrazem LOG(x,10).

Definiéni obor: Logaritmy jsou v Derive definovany v oboru komplexnich ¢isel
apii feSeni rovnic neni bohuzel mozné nastavit obor rovnice tak, jak jame to udélali
pii Upravé vySe uvedeného vyrazu. Dostavame tak nékdy vysledky, které nejsou
feSenim dané rovnice v oboru realnych &isel. Proto je nutné provadét v piipadé
logaritmickych a iracionalnich rovnic zkousku. Vice v kapitole 17.6 (Logaritmické
rovnice). VySe uvedené skutecnosti jsou ilustrovany nésledujicimi tremi priklady
vypodtu logaritmu zaporného ¢isla.

#1: LOG(-5) = LN(5) + m-i
#2: LN(=5) = LN(5) + m-iL
mei
#3: LOG(-1000, 10) = 3 + —
LN(10)

11.4. Uprava vyrazu po krocich

Pii feSeni predchoziho piikladu 11.7. jsme vyuzili rezimi Zobrazit kroky a
Zobrazt pravidla. Upravy po krocich miizeme provéadit bud’ pomoci tlagitka ],
které najdeme na panelu nastroji nebo tak, Ze potvrdime volbu Zobrazit kroky na
kart¢ MoZnosti —» Nastaveni... » Zjednoduseni (Obr. 13), kde nagjdeme i volbu
Zobrazit pravidla provadénych Uprav.

11.5. Ciselné vyrazy - priblizné a piesné hodnoty

Ciselné vyrazy mohou byt reprezentovany jak piesnymi zépisy (napi.
27 11/2) =4/2) tak i pribliznymi hodnotami (2" (1/2) =1.414213562). Z&pis
desetinnym ¢islem pritom muZe mit libovolny pocet mist (jsme omezeni jenom
moznostmi pocitate).

Pti Upravéch vyrazi tyto dvé moZnosti volime ve vySe uvedeném poradi pomoci
prikazt (nebo pomoci tlagitek) Zjednodusit - Zakladni zjednoduseni ([=]) a
Zjednodusit - Aproximovat... ([=]).

Pro trvalé nastaveni rezimu reprezentace hodnot pouzijeme volbu (Obr. 13)
MoZnosti - Nastaveni.. - Zjednodu$eni - Pfesnost -» ReZim -
Approximate, Exact, Mixed (v rezimu Mixed se aproximuji pouze iraciondni
&ida).

Pocet mist ¢iselného zapisu nastavime opét na karté Zjednoduseni, tentokrat v poli
Pocet Cislic: Nastaveni.. -» ZjednoduSeni - Pfesnost —» Pocet Cislic. Tak
muzeme zobrazit treba  klidné i na 1000 desetinnych mist apod. Konstanty jako je
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Ludolfovo nebo Eulerovo ¢islo vkldddme z prislusného panelu matematickych
symboli nebo pouzijeme kombinace klavesCtrl + P (E).

- . - - { Naformatovano: Radkovani:
Priklad 11.8: Jaké jsou posledni dvé cidicecisla 3% 9 ‘l jednoduché, Ohranieni: Pole:
CRRvE—a (stinované jednoduché
Resent: 134 | Automaticka, 1 b. Sifka ary)
#1: 3

Vyraz #1 zvyraznime a stiskneme tlagitko zakladniho zjednoduSeni [=]

#2:
585636752993207126904960872641502843975714362344306378546878484353
694663425500385879684245345990518684604685177429244575314953213864
840914056159382322242855920028381636759357155694277071120389494731
892250998612899503423317714024722169594167914617121567515815435868
522430907313548148654042749964436348481521899148823044068735902196
511506767854521236572567824287848592088543692703037258014725677578
888237430186684544106507672649961347986821041054836605640144591276
052962365883851026759219967709967604609014051452622879752592697751
4932394954796457727416398081482661262807288229389463819882569

12. Binarni relace
12.1. Kartézsky soudin

Kartézsky soucin mnozin A, B se v Derive zapiSe jako bézny soudin A*B. Grafické
znazornéni prvki kartézského soucinu dostaneme pouhym zobrazenim tohoto
vyrazu nebo vysledku jeho zjednoduSeni (tj. vysledné mnozZiny uspoiadanych
dvojic) v 2D grafickém okné. Pro vétsi ndzornost obrézku doporucuji potvrdit na
karté MoZnosti — Zobrazeni — Body (viz Obr. 8) v poli Velikost volbu Velka.

#1: A = {-3, 4, 0, -2, 1, 5}
#2: B == {2, 3, 4}
#3: A-B = {[-3, 21, [-3, 31, [-3, 41, [-2, 2], [-2, 31, [-2, 4],

o, 21, (o, 31, [0, 4], [1, 21, [1, 31, [1, 41, [4, 2], [4, 3],
(4, 41, [5, 21, [5, 31, [5, 41}



¥ 1.
8.
6 -
] g - [ ]
] ] [ ]
] a ] .
®
-6 -4 -2 2 4 6 8
4.

12.2. Zadani relace

Binarni relaci muZzeme zadat jako mnozinu usporadanych dvojic. Z nésledujici
ukézky je patrné, Ze zadame-li prvni prvek z usporadané dvojice jako prvni index
mnoziny dvojic, vysledkem je druhy prvek z dvojice. Bohuzel, pokud je jeden prvek
prvniho oboru vrelaci svice prvky druhého oboru, tj. vmnoZing je nekolik
usporadanych dvojic se stejnym prvnim prvkem, vysledkem zminéné operace je
vzdy druhy prvek z prvni takovéto dvojice uvedené v mnozing. Proto tuto operaci
ocenime spise v piipadé funkce zadané mnozinou usporadanych dvajic, nikoliv
relace.

#1: s = {[1, 31, [2, 51, [-3, 4], [0, 1], [5, 21}

S =1
#2: 0
S =4
#3: N -3
¥ 10
a8 -
5 -
n
n i
n
2. . .
®
-6 -4 -2 2 4 6 &
. . . _2. . .
—4.




#4: R:={[2, al, [4, b], [2, c], [-1, al, [2, b]}

R =b
#5: 4

R =a
#6: 2

#7: R :={[2, b]l, [2, a], [4, b]l, [2, c], [-1, al}

R =b
#8: 2

12.3. Kartézsky graf binarni relace

Program umoziuje graficky znézornit mnoziny bodi zadané riiznymi podminkami,
které musi spltiovat jejich soufadnice. Podminky maji podobu nerovnosti ¢i rovnosti
aspojujeme je logickymi spojkami.

2 2 2
#1: y>x —-1vx +y <4

2 2 2 2 2
#2: (y>2x —-1AX +y <4 vVvXx +y =4




12.4. Gr afické znézor néni mnozinovych oper aci

Jednotlivé nerovnosti  (podminky) maZzeme pomoci prifazovacich prikazi
pojmenovat a pro jejich spojeni pouzit mnozinové operace. Dostaneme tak
prostiedek pro znézornéni mnozinovych operaci

Pokud chceme znézornit zapisy mnozinovych operaci (napt. #3, #5) rovnou, bez
jejich predchoziho zjednoduSeni (zakladni), musime v nabidce 2D grafického okna
aktivovat volbu

Moznosti -» Zjednodusit pfed vykreslenim

Zakladni mnoziny M, N

2 2
#1: M= (x-2) + yy+1) <4

2 2
#2: N=(x+1) + ¢y -1) <9




Prinik

#3: M n N
2 2 2 2
#4: X —4.x+y +2:y<-1AX +2:x+y -2y<7
Sjednoceni
#5: M U N
2 2 2 2
#6: X —4x+y +2:y<-1vx +2x+y -2y<7
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Rozdil
#7: M\ N

2 2 2 2
#8: X —4X+y +2:y<-1LAX +2:xXx+y —-2:y>7

Symetricky rozdil
#9: M\ NUN\M

2 2 2 2
#10: (x —4-x+y +2:y<-1AX +2:xX+y =-2:y>7)vV
2 2 2 2
(X +2x+y —-2y<7AX —4x+y +2y>-1)




Doplnék
#11: M

2 2
X —4.-x+y + 2:y>-1

Bohuzel, takto jednoduSe nejde zobrazit kazdou podobné zadanou mnozinu.
Problémy jsou skfivkami, tj. smnozinami zadanymi rovnicemi. Ty se bud’ zobrazi
celé nebo viibec. Checeme-li zobrazit ¢ast kiivky, napriklad jako hranici grafu binarni
relace, nelze pouzit symbol konjunkce (¢i priiniku) pro stanoveni poZadované ¢asti.
V takovém piipadé pouzijeme podmingny prikaz IF (nésledujici Priklad 12.1) nebo
pifkazy TABLE aVECTOR.

Priklad 12.1: Nakreslete hranici mnoziny A u B. Mnoziny A, B jsou dany
podminkami: A={[x,y]T R%y3 xz-l}, B={[x,y]T Rz;x2+y2£4}.

Regeni:

#1: A=-y>x -1

#2: B:=x +y <4

#3: AuB
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Pomoci prikazu SOLUTIONS urgime spolecné body hranicénich kiivek. Vyhodou
piikazu SOLUTIONS oproti piikazu SOLVE jeto, Ze jeho vysledkem je vektor reSeni
piidudné rovnice nebo soustavy rovnic. Tato forma zépisu usnadiuje dalSi
manipulaci s vysledky. V naSem ptipadg, kdy feSime soustavu dvou rovnic o dvou
neznamych, dostaneme souiadnice hledanych bodu jako fadky matice Sp typu (2,2).
Kazdéa ze souradnic je potom pristupna pomoci dvojice dolnich indext, jak je bézné
u prvki takovéto matice (viz nasledujici partie zapisu ieSeni)

I 2 2 2 1
#6:  Sp == SOLUTIONS(ly = x -1, x +y = 4], [x, yl, Real)

J(2-413 + 2) J13 1]
. T

Soufadnice spolecnych bodii pak pouzijeme v omezujicich podminkach pro
zobrazeni ¢éasti hrani¢nich kiivek, které tvori hranice §ednoceni mnozin A, B.

J@2-J13 + 2) J13
2 2

|r

#7: Sp :=
1
l :

2
#8: IF[x>Sp v x < Sp , X —1]
( 1,1 2,1

50



[ O B WU Y

-4 -3 -2 -1 1 & 3 4

1
_2.
3.
_4.
2 2
#9 X +y =4
2 2
#10: SOLVE(x +vy = 4, y, Real)
2 2
#11: y=-J@-x)vy=J&-x)
( 2
#12: IF|x > Sp vx<Sp ,-J&-x )]
\ 1,1 2,1 )
( 2
#13: IF|x > Sp vx<Sp ,J@&-x )]
\ 1,1 2,1 )
( 2
#14: 1IF|Sp <X < Sp , - J(4 - x )J
\ 2,1 1,1
¥
2. .
¥
4 _3 _i\_l 1 /ﬁ' 3 4
_3.
4.
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Casto jsou mnoZiny, na nichZ jsou zadany binérni relace, zadany jako interval nebo
vyétem prvkia. Chceme-li takto zadané relace zobrazit, ocenime piikazy MAP a
VECTOR. Jak ukazuje nadedujici piiklad, muzeme s uzitim téchto piikaza
definovat jednoduché procedury, jejichz zobrazenim ziskame pozadované grafy.

Definice procedur pro zobrazeni relaci

Pro spravné pochopeni téchto procedur doporucuji prostudovat napovédu
k ptikazim MAP_LIST aVECTOR

Relace_MM(A, B) := MAP_LIST(MAP_LIST([x, yI, x, A), vy, B)

Relace_MI(A, I) := MAP_LIST(VECTOR([x, yl, ¥, I , I , 0.01), x, A)
1 2

Relace_IM(I, A) := MAP_LIST(VECTOR([x, y], x, I , I, 0.01), vy, A)
1 2
Relace_II(I, J) :
VECTOR(VECTOR([Xx, y], x, I , I, 0.05), vy, J , 3, 0.05)
1 2 1 2

Pouziti:

Predpokladejme, Ze uvedené procedury jsou ulozeny v bali¢ku ,,Relace.mth“ (vice
o tvorbe balicki viz kapitola 10.4. a ndpovéda programu). Nejprve je natteme do
pamgéti

#1: LOAD(C:\Derive\Derive_Balicky\Relace.mth)

Nez pristoupime ke grafickému znézornéni procedur, je vhodné provést nasledujici
nastaveni 2D-grafického okna:

1) Abychom nemuseli zadani procedury zjednoduSovat (zakladni zjednoduSeni)

v okng Algebra, aktivujeme volbu:
Moznosti -» Zjednodusit pfed vykreslenim
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2) Aby byly grafy jednobarevné, doporucuji vypnout rezim automatického stridani
barev grafu:

MoZnosti » Zobrazeni - Barva - Automaticky mé&nit barvu novych grafd
NE

3) Pokud je graf tvoren izolovanymi body, je tieba mit vypnuto spojovani boda
MozZnosti -» Zobrazeni -» Body —» Spojovat NE

4) Pokud je soucasti grafu souvisla plocha, je vhodné nastavit velkou velikost bodu.
Pokud je i potom plocha kostkovand, je tieba v odpovidajici proceduie zmensit
velikost kroku v ptikazu VECTOR.

Moznosti -» Zobrazeni -» Body — Velikost Velka

#2: Relace_II([-5, 31, [2, 3D

: o
¥

. 5 .

l + l %

& & -4 -2 2 4 & &
4.
5.
_a.

#3: Relace_MM({1, 2, ..., 7}, {-2, -3, 2, 4D

(Pozn.: V tomto pripadé ale nemusime pouZzivat zviastni proceduru,staci provést
a zobrazt kartézsky soucin mnozn vySe uvedenym zpiisobem, viz kap 12.1.)

oy

+ X
& 6 4 -2 2 4 6 &
; . . . S'm mEmEm

EEEEERER

—4 - 5

5.

_R.



#4: Relace_MI({-2, -3, 0, 1, 2}, [-2, 3]

|l L R WY

. g g .

#5: Re1ace_IMﬂ -3, —5—] {-2, -3, 0, 1, n}]
\ ] )

7



Priklad 12.2: VySetiete mnozinu bodi v roving, jejichz pravouhlé soutadnice x, y
spliiuji soustavu danych nerovnic. Nagrtnéte obrézek.

<]

a)

&

sina‘?(+y+%33 %UO£X£2p UOEYE2D

#1: |SIN[x+y+ y <2m
|
(
#2: LCOS(X +y) < - — v COS(Xx +Yy) > — <2mMAYy <2
2
AX>0Ay >0

b) |x|<2U|y| <2Ucos(pxy) £0

IA
o

#1: |x] <2 A |y]l <2 A COS(m-x-y)
2

1
1
0
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¢) Setkani v akvariu

g]ax|3 pEl‘J|x|£77pl‘J|y| £|cosx|9l’Jy= 2+sinxUy=-2+sin2x
7]
(Emil Calda: Z umelecké dilny profesora Ypsilona, Rozhledy M-F, ¢. 9-10, 1983)

\

m 7-m
#1: [|x| > — A x| < Ayl < |COS(x)|] vy =2+ SIN(X)
2 4

vy =-2+ SIN(2-x)

d) Mésiéni noc
Opét relace z dilny profesora Y psilona. Tentokrat se pokuste sami najit k obrazku
odpovidajici matematické vyjadieni. Derive pri tom maze byt dobrym pomocnikem.
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13. Funkce

Pojem funkce se v Derive objevuje na dvou riiznych Urovnich. Jednak jako funkce
(ptiznejme, Ze komplexni) jedné nebo vice proménnych, jednak v obecngjSim
vyznamu, jako akce na néjakych vstupnich udajich, kterou si muze uzivatel
nadefinovat sam (viz kapitola 10, Programovani).

Zde, v této kapitole, budeme pojem funkce chpat onim prvnim zptisobem, jako
funkci reédlné proménné.

13.1. Funkce zadana vy¢tem usporadanych dvojic

Funkci, ktera je tvorena jenom vybranymi uspoiadanymi dvojicemi [vzor, obraz]
muzeme zadat vyétem téchto dvojic, piesngji jako jejich mnozinu. Hodnotu obrazu
dostaneme tak, Ze vzor pouZijeme jako prvni index jména této mnoZziny. Napiiklad
vyraz #2 zadame na prikazovy fadek ve tvaru ,fy -2 =" a odeSleme stisknutim
(&) (Enter). Symbol | se pouziva k uvedeni dolniho indexu. Jeho alternativou je
klicové slovo SUB (vice viz Napoveda).

#1: f = {[-2, 3], [-1, 2], [0, 4], [1, 1], [2, 51}

f =3
#2: -2
f =4
#3: 0
. i
¥
5 - ]
4 .
] 3 -
= 2 -
1=
®
-3 =2 -1 1 2 3 4
2 2 2 Jl I 2 2 2

13.1.1. Posloupnosti

Jako funkci zadanou vyétem usporadanych dvojic muzZzeme chépat i konecnou
posloupnost. K jeji reprezentaci je vhodné pouzit funkci TABLE.
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N ¥
Priklad 13.1: Je dana posloupnost |l %g . Znézornéte graficky nekolik
T n n=1

pocéatecnich ¢leni této posloupnosti auréete jgji limitu pro N® ¥ .

ReSeni:

n

#1: a(n) = —
n+1

#2: TABLECa(n), n, 1, 10)

Pred zobrazenim vyrazu #2 nastavime vhodny rozsah os 2D grafického okna
aaktivujeme tyto jeho volby:

Moznosti -» Zjednodusit pfed vykreslenim

MozZnosti -» Zobrazeni -» Body — Velikost Velka

He
[]

-1 1 2 3 4 5 6 7 & 9 10 11

1

K zadéni limity vyuZijeme bud’ grafické rozhrani (Kalkul) nebo na ptikazovy fadek
napisSeme LIM(a(n) ,n,AH= aodedeme (T)

#3: Tim a(n) = 1

Nn-o

Priklad 13.2. : Legenda o vynélezci Sachu

Znama legenda o vyndlezci Sachu vypravi, Ze byl uveden k vladci a dotazan, jakou
odménu s Zada za sviij vyndlez. Jeho odpoveéd kazdého piekvapila. Misto zlata,
drahych kameni ¢i nemovitosti poZzadal o hrstku obili. Vyslovil totiz piani, aby
dostal pocet zrnek ohili, ktery je uréen tak, Ze na prvni policko Sachovnice se polozi
jedno zrnko, na druhé dvé, na tieti ¢tyii a tak dale, tj. na kazdé nasledujici policko
dvojnasobek poctu zrn z piedchoziho, dokud neni pokryto vSech 64 policek. Vladce,
prekvapeny skromnosti poZzadavku, dal okamzité prikaz k ptineseni pytle obili a
vydani odpovidajiciho mnozstvi zrn. K Udivu v3ch se ukézalo, ze ke splnéni
vynalezcova jednoduchého pirani nebude stacit nejen prineseny pytel, ale ani veskeré
obili z krélovskych sypek.
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ReZeni:
Pocty zrn na jednotlivych polickach Sachovnice ziskdme uzitim prikazu

n -1
#1:  TABLE(2 , n, 1, 64)

Vydedkem jeho zjednoduseni je tabulka #2:

1 1
2 2
3 4

32 2147483648

#2:
33 4294967296
63 4611686018427387904
| 64 9223372036854775808 |

Vidime, Ze poéty zrn na jednotlivych polickdch tvori konetnou geometrickou
posloupnost s prvnim ¢lenem 1, kvocientem 2 a poétem ¢lend 64.
Jeji soucet ulozime do proménné C pomoci pitkazu C:=sum(2*(n-1),n,1,64).

64 n -1
#3: C= Y 2
n=1
#4: C = 18446744073709551615
Rychlou predstavu o fadu ¢isla C dostaneme jeho aproximaci
19
#5: C = 1.844674407-10

Program nam dovoluje stimto Udajem razné experimentovat, abychom ziskali
predstavu o velikosti mnozstvi.
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1. Zajimanas délka v km fady v3ech zrn poloZenych za sebou

Predpokladejme, Ze zrno je dlouhé 0.5 cm

C.0.5
#6: Doz —mM8M—
100000
3689348814741910323
#7: D =
40000
13
#8: D = 9.223372036-10

Délku fady miiZzeme porovnat se vzdalenosti Zemé - Slunce (150 000 000 km),
piipadné s délkou svételného roku (365* 24* 3600* 3* 1075 km).

D 5
#9: —————— = 6.148914691-10
150000000
D 1229782938247303441
#10: 5 B 126144000000000000
365:24-3600-3-10
D
= 9.749040289
#11: 5

365:24-3600-3-10

2. Pokud zjistime hmotnost jednoho zrnka, miZeme snadno porovnat hmotnost
vSech zrnek s hmotnosti Zemé, piipadné Slunce.

13.2. Funkce definované na intervalu

Pti zapisu funkci definovanych na ngjaké mnozing, naptiklad intervalu, vyuzivame
funkce IF nebo TABLE.

Priklad 13.3: Sestrojte grafy funkci
f(X)=x*-2, h(X)=x*- 4ag(x =%(X+1)2 - 6 naintervalu (- 2;3).

2
#1: f(x) =x -2
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#2: gx) =x -4
1 2

#3: h(x) = —-(x+1) -6
2

K omezeni hodnot nezavisle proménné x danych funkci pouzijeme funkci 1F
(podminény prikaz, vice viz Napovéda nebo kapitola 10, Programovani).

#4: IF(-2 < x < 3, f(x))

Vyraz #4 potom jednoduSe zobrazime v 2D grafickém okngé. Vysledek vidime na
obrézku nize. Bohuzel, stejny graf bychom dostali i pro uzavieny interval. Chceme-
li zdaraznit, Ze funkce je definovéna i v krajnich bodech uzavieného intervalu,
pouzijeme tieba vektorovy zapis jako natadku #5:

#5:  [IF(-2 <x < 3, g(x)), [-2, 9(-2)]1, [3, g(3)]]

Graf 0 jiné tlou&’ce ¢ar ziskédme pomoci funkce TABLE (jak je podrobné uvedeno
v kapitole 9.4. Zménatypu ¢ary ...).

#6: TABLECh(x), x, -2, 3, 0.01)

o

wEIF(—Zeuax <3 ¥ 2427
5 . . .

Y=IF(lZeuaxad x" 24—
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Funkci definovanou na intervalu miaZzeme také pojmenovat a potom pocitat jeji
funkeni hodnoty v raznych bodech. Po odeslani vyrazu f(x) := IF(-2 < x < 3,
x"2 - 2) sev okné Algebraobjevi definice funkce v této podobe:

f(x) :=
#1: If -2 <x <3
x"2 -2

Potom se miZzeme odkazovat na hodnotu funkce v bod¢ a vyrazem f(a).
Vyzkousgjte prikazy f(-2)=, f(1)= a f(5)=.

13.3. Funkce definované po ¢astech

Ze zndmych funkci tohoto typu mé Derive implementovanu napiiklad funkci signum
»SIGN(x)”, charakteristickou funkci ,CHI(a,x,b)” nebo funkci jednotkového
kroku ,, STEP(x)“. K zadani obecné funkce definované po ¢éastech opét pouZijeme
podminény piikaz IF.

Priklad 13.4: Sestrojte graf funkce f(X), ktera je dana predpisem

X3 x<-2
f(x)=%4; -2 £ x<1,
15-x x31

Regeni:
2
#1: IF(x < -2, x , IF(x <1, 4, 5 - x))

L 1 1 1 + 1 1 1

& 6 4 2 2 4 6
10
15
_2N
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Funkce signum

Definice funkce signum se v Derive |iSi od b&ézného chapani této funkce hodnotou
v bod¢ O, kterd je SIGN(0) = +1. Pokud ndm tato odliSnost vadi, mazeme s
vyrazem Signum(x) := IF(x < 0, -1, IF(x = 0, 0, 1)) definovat funkci
vlastni. Ke spréavnému zobrazeni takovéto funkce je vhodné pouzit funkci TABLE,
jak vidime z nadedujici ukézky.

Signum(x) :=
If x <0
-1
#2: If x=0
0
1
#3: Signum(-5) = -1
#4: Signum(5) = 1
#5: Signum(0) = 0

#6: Signum(x)
#7: TABLE(Signum(x), x, -5, 5, 0.01)

Pred vykreslenim #7 aktivujeme volbu Moznosti - Zjednodusit pred
vykreslenim

13.4. Cela ¢ast

Funkci cela ¢ast promenné x (zapisujeme [ X] ) odpovida v Derive vyraz FLOOR(x).

PRIKLAD 13.5: V oboru rednych ¢isel fedte rovnici | Naformatovano: Radkovani:
[ ] 5x+7=0 4 jednoduché, Ohraniceni: Pole:
X[X[- 9X - Y. (stinované jednoduché,

| Automaticka, 1b. sifka cary)
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ReZeni:

Ulohu vyteSime nejprve graficky. Potom na vybranych intervalech provedeme
numerické feSeni. Rovnici feSime numericky tak, Ze pii jizZ zminované proceduie
feSeni rovnice (kapitola 7.1.) zatrhneme v prislusném dialogovém okné (Obr. 6)
volbu Metoda feSeni - Numericky. V tom samém okné jsme dotézani na meze
intervalu, v némz se ma feSeni hledat Hranice —» Horni (Dolnf).

#1: X+-FLOOR(x) — 5:x + 7 =0

Rovnici upravime do tvaru, ktery je pro grafické reSeni vhodngjsi:

#2: X-FLOOR(x) = 5:x - 7

.y 18 - - ?f(
. 16 - - .

5-4-3-2-1

#3: NSOLVE(x-FLOOR(x) - 5-x + 7 =0, x, 1, 2)
#4: x = 1.75

#5: NSOLVE(x-FLOOR(x) - 5-x + 7 = 0, x, 2, 3)

#6: X = 2.333333333
#7: NSOLVE(x-FLOOR(x) - 5-x + 7 = 0, x, 3, 4)
#8: x = 3.5

Pomamka: Protikladem funkce FLOOR(x) je funkce CEILING(x)



13.5. Skladani funkci

V Derive snadno ukézeme, Ze skladani dvou funkci neni komutativni.

Priklad 13.6: Jsou dany funkce f(x) a g(x). Slozte tyto funkce v obou moznych
poiadich, tj. f(g(x)) a g(f(x)) a vzniklé funkce zapiste predpisem a graficky
Znazorngéte.

ReSeni:

#1: f(x)

"
x

#2: g(x) = 3.-x +1

2
#3: f(g(x)) = B-x + 1)
2
#4: f(g(x)) = 9:-x +6:x +1
2
#5: g(f(x)) =3.-x +1

Ob¢ slozené funkce na fadcich #4 a #5 zobrazime do jedné soustavy souradné.
Pozor, pii zvoleném zptsobu zapisu musime zobrazit jenom jednu stranu (levou
nebo pravou) prislusné rovnosti (#4, #5). Propopis graft aktivujeme v nabidce
grafického oknavolbu MoZnosti —» Popsat nové grafy

4

y=3.x"241
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13.6. Linear ni funkce

Priklad 13.7: Existuje nekolik poplatkovych sazeb za odbér elektrické energie.
Nejcastéji se vyskytuje sazba B a sazba BN. V roce 1999 se v sazbé B platilo 2,19
K¢ za 1 kWh a mési¢ni poplatek 58 K& bez ohledu na spotiebu. V sazbé BN se
platilo 0,91 K¢ za 1 kWh a mési¢éni poplatek byl 103 K& bez ohledu na spotiebu.
Urcete, pii jaké mési¢éni spotiebé (vyjadiené s presnosti na desetiny kWh) byla
finanéng vyhodngj& sazba B. Ulohu edte graficky i pogetné.

(Sarounova, A. akol.: Matematika 9, 1. dil, Prométheus Praha, 2000, str. 135, Cv.1)

ReSeni:

Definujeme funkce B a BN (viz tadky #1, #2 okna Algebra).

Program Derive je po instalaci nastaven tak, Ze nepracuje s viceznakovymi jmény
proménnych. Chceme-li je pouzivat, musime nejprve zménit toto nastaveni. To
provedeme piikazem MoZnosti —» Nastaveni.. —» Vstup - ReZim pro jména
proménnych - Slovo, nebo na piikazovy tadek napiSeme prifazovaci piikaz
InputMode:=Word.

Tato opatieni provadét nemusime, pokud se viceznakova proménnad vyskytuje
v levé ¢asti priFazovaciho piikazu (viz #2).

#1: B :=2.19.-x + 58

#2: BN := 0.91.x + 103

220

¥=2.1% x+5
200 . .

180
y=0,91.%+103

40

20

20 40 60 &0 100
—20 5 5 5 . .

Z grafu z&k snadno pozna Uskali jednotlivych sazeb, pochopi souvislost grafu
s predpisem linearni funkce, o které se u¢i a najde reSeni Ulohy B < BN. K tomu
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zigjmé uZije rezim Trasovani grafd, aktivovany tlagitkem grafického okna.
Takovyto vyzkum je dobré podpotit i vypostem. ReSime tedy nerovnici B < BN.

#3: B < BN

#4: SOLVE(B < BN, x, Real)

1125
#5: X <
32

#6: x < 35.15625
13.7. Graf iracionalni funkce

- - <1 - | Naformatovano: Radkovani:
Piiklad 13.8: Sestrojte graf funkce f: y = \/§ jednoduché, Ohraniteni: Pole:
— (stinované jednoduché,
ResSeni: Automatickd, 1 b. 3ifka ary)

Pro vykresleni grafu funkcei pro zaporné hodnoty x je predem nélezité nastavit obor
feSeni odmocniny. Pouzijeme k tomu posloupnost pitkaza

Moznosti —» Nastaveni - Komplexni vétev - Real (Obr. 14).

Graf preneseme do okna Algebra dfive uvedenym piikezem znabidky 2D-
grafického okna (musi byt aktivni) Soubor - PFemistit

[ Derive 6 - [Algebra 1] =10
[ soubor Opravy Viodic Privodce Ziednodusit Fedit kalkul Modnosti Okno Mépovéda 1= x|

o A = s Y I A e W Bt R M A B

1/3
#1: Fx) = x

#2 Branch := Real

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4
//71_ .

Uzivatel ]

Obr. 15: Graf tieti odmocniny
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Naformatovano: Radkovani:
jednoduché, Ohraniceni: Pole:
(stinované jednoduché,

Automatickd, 1 b. 3ifka Cary)

X _-

Piriklad 13.9: Nagrtnste graf funkce f @y = e—, urdete rovnici tesny grafu v bods*|
X

x = 2.5 atecnu sestrojte.

ReSeni:
UkéZzeme s dva zpisoby ieSeni dlohy. Nejprve vyuZijeme prosttedky programu,
aniz bychom se zaméiili na podstatu problému. V druhém piipadé to bude naopak.

|. Pouzijeme piikaz TANGENT (f(x) ,x,x0). Jeho vysledkem je rovnice te¢ny grafu
funkce f(x) v bodé x = x0 (Obr. 16).

[Bloerives =10l

Sowbor Upravy VioEt Nastaveni Moinosti Okno Népovida

DEES B |0~ £ 4441 ot |m

-loix =10l x|
4 EXP(x)
OGO =

x

#2 y = TAMGENT(F(x), %, 2.5)

ES

#3

2 . 4 -3 -2 1

[ Kek: 1, 1 Nastfed: 0, 0 MERtko: 1: 2

-~

1SS
?

kL
X

- ( Naformatovéano: Pismo: 11 ]

"+ Naformatovano: Pismo: 11
b., neni Tuéné

Pozndmka: V nésledujici partii 13.8, vénované raciondlni lomené funkci, poznéme,
Ze funkce TANGENT akceptuje jako x-ovou souradnici bodu dotyku tecny sgrafem
i nekonecno (inf).

I1. Postupujeme jako pii feSeni na papiie. Derivaci funkce f(x) zapiSeme pomoci
apostrofu: 7 (x), f’’(x) atd. (o derivaci vice v kapitole 15, Derivace ...).

68



Definujeme funkci f(x):

EXP(x)
#1: f(x) :=

X
ZapiSeme rovnici tecny v bodg a:

#2: y = f'(a)-(x - a) + f(a)

Proménné a ptitadime hodnotu (viz #3). Potom se vréime k vyrazu #2
azjednodusime ho zékladnim zjednodusenim (tlagitko [=]). Vysledek #4 tohoto
zjednodugeni, tj. rovnici hledané tecny, pak zobrazime.

#3: a::= 2.5
5/2

e -(6-x-5)
#4: y =

25

13.8. Racional ni lomena funkce

Priklad 13.10: Grafem funkce f , dané predpisem
fry= 2x-1
' X+2'
je rovnoosa hyperbola. Nakresete tuto hyperbolu i s jejimi asymptotami.

ReSeni:

Pro sestrojeni grafu racionalni lomené funkce i s jeho asymptotami si muzeme
definovat jednoduchou funkci. Nazveme ji ASYMPTOTY(f(x)) a jejim jedinym
parametrem bude piedpis funkce f(x).

Hodnotou funkce ASYMPTOTY bude vektor, jehoz slozkami jsou v uvedeném potadi
predpis funkce f(x), rovnice vodorovné asymptoty arovnice svislé asymptoty.
Predpis funkce ASYMPTOTY je uveden niZe na tadku #1: ve stejné podobg, v jaké ho
piSeme na piikazovy radek.

Predpis vodorovné asymptoty ziskdme piikazem TANGENT(f(x),x,o0), jako
predpis tecny grafu funkce f(x) v nekonecnu.

Predpis svislé asymptoty je vysledkem feSeni rovnice, v niz polozime jmenovatel
vyrazu definujictho funkci f(x) roven nule Rovnici feSime piikazem
SOLVE(jmenovatel=0,x). Jmenovatele zlomku z ziskame piikazem
DENOMINATOR(z). ProtoZe predpis funkce f(x) nemusi byt v ryze lomeném tvary,
radgéji ho rovnou do tohoto tvaru, tj. na spolecného jmenovatele, pievedeme
piikazem FACTOR(f(x) ,x,Trivial).
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(stinované jednoduché,
| Automaticka, 1b. sifka cary)




#1: ASYMPTOTY(f) := [f, TANGENT(f, x, «),
SOLVE(DENOMINATOR(FACTOR(f, x, Trivial)) = 0, x)]

(2-x -1
#2: ASYMPTOTY| —— | [= (z&ladni zjednodugeni)
X + 2

[ 2.x -1
#3: I
X + 2

2 X:—Z]

Vyraz #3 zobrazime:

& -6 4 P 2 4 6B &

13.9. Graf funkce s parametrem

13.9.1. UZiti posuvniku

Nastroj ,, posuvnik’ nam umoziuje pouhym pohybem mysi ménit hodnoty parametru
daného vyrazu a okamZité zobrazovat grafy prislusnych funkci.

o R i Sl 1 o h <] - - - { Naformatovano: Radkovani:
Priklad 13.11: Vyzkoumejte, jak ovI|-vn| hodnoty parametru k1 R prabgh funkce jednoduché, Ohranitent: Pole:
gily= kx- 3 (stinované jednoduché,

| Automaticka, 1b. sifka cary)

Regeni:

Pri aktivnim grafickém okn¢ a zvyraznéném vyrazu v okné Algebra provedeme
posloupnost piikazi Vlozit - Posuvnik.... Objevi se dialogové okno (Obr. 17),
v némz vyplnime potiebné Gdaje.
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¥lastnosti posuvniku x|

Jméno proménne: Iki

Minimalni hodnata: |5—

Maximalni hodnota: |5—
Inkeryaly I‘I 0

v tktualizovat graf pfi posouvan

ok I Stormo |
Obr. 17: Vlastnosti posuvniky, - ( Naformatovano: Pismo: 11 J

. . " Naforméatovano: Pismo: 11
Po potvrzeni se objevi posuvnik (Obr. 18). Potom teprve stisknutim tlagitka b., neni Tucné
nakreslime graf asledujeme, jak se pohybem posuvniku meéni jeho prabéh
v zavislosti na odpovidajici hodnote parametru.

=1olx|
e <]
-anu;-—_"— 500
2
1
by
T T 1 2 3 4
]
2
3
_4
Obr.18: POsvnik - { Naformatovano: Pismo: 11 J
b.

Posuvnik je velice silnym néstrojem ,, dynamického* zkoumani vlastnosti funkci
nebo geometrickych vztaht. Jeho vyuziti v téchto oblastech se budeme vénovat
v samostatnych kapitolach (kap. 14. a 20.3.). Uvidime, Ze vhodné pouZiti posuvniku
priblizuje moznosti systému pogitacové algebry (CAS) Derive moznostem, kterymi
disponuji programy z kategorie systéma dynamické geometrie (DGS).
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13.9.2. UZiti funkce VECTOR

Tento piikaz ndm dava moznost zobrazit do jedné soustavy souiadnic vice funkeci,
které se vzgemné liSi hodnotou jistého parametru. Funkce miZeme zobrazit
najednou, nebo i postupng, abychom Iépe postiehli vliv konkrétni hodnoty
parametru na pritbéh grafu funkce.

P¥iklad 13.12: Vyzkoumejte, jak ovlivni hodnoty parametru b R priibh funkce <]~~~ | Naformatovano: Radkovani:
5 jednoduché, Ohraniceni: Pole:
f: y=X"+ bx+2 (stinované jednoduché,

| Automaticka, 1b. sifka cary)

Regeni:

1) Zadamefunkci f(x) (#1).

2) Definujeme vektor funkci liSicich se hodnotou parametru (#2).

3) Prikaz VECTOR(..) na ploSe zvyraznime a zjednodusime. Vysledkem je vektor
funkci #3.

4) Pri zvyraznéni vSech sloZzek vektoru #3 se zobrazi vSechny funkce najednou.
Pokud zvyraznime jednu sloZku, zobrazi se jenom ji odpovidajici funkce.

5) Provedeme zobrazeni zvyraznéného vyrazu v okné 2D-graf. Doporuduji predtim
aktivovat volbu MozZnosti —» Popsat nové grafy. Ke kazdé funkci je tak v jeji
barvé do grafického okna prifazen prislusny piedpis. Tyto popisky mizeme
v rdmci okna premistovat atim jesté zvysit ndzornost grafu.

2

#1: f(x) =x +bx+ 2

#2:  VECTOR (f(x), b, -3, 0)

#3:
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14. Vyuziti posuvniku p¥i zkoumani grafu funkce

14.1. Gr af linear ni funkce

Priklad 14.1: Linearni funkce je kazda funkce danarovnici y = ax+ b, kde a, b jsou
libovolna redlna ¢isla a definicnim oborem je mnoZina vSech rednych cisel.
Vyzkoumejte, jaky vliv maji hodnoty ¢isel a, b na podobu a prabgh grafu linearni
funkce.

ReSeni:

Pokud bychom se snaZili funkci f: y = ax + b zobrazit bsZznym zptisobem, odménou
by nédm bylo hl&Seni , PFili§ mnoho proménnych pro toto grafické okno!*
Protoze vSak z kapitoly 13.9 vime o existenci ,, posuvniku“, nebudeme postupovat
b&Znym zpiasobem. Pro zobrazeni funkce s parametry a, b totiZz pouZijeme dva
posuvniky. Vysledek vidime na nasledujicim obrazku 19. Vlastni vyzkum zavislosti
prabeéhu funkce na hodnotéch parametra a, b je ziejmy. Stridavou manipulaci
s obéma posuvniky a pozornym sledovanim grafu brzy zjistime, co ma u grafu ten
ktery parametr na starosti.

o]
Soubor Cpravy lodit Mastaveni Mo¥nosti Okno MapowSda
DEEE | BRx “F| vl £t o]
—ioix
e — ——— e, e = —-—
4 #1:
3
2
1 +
X
4 -3 -2 il il 2 3 9
-1
a =200 K| [b=1.00 E|
0 ———f—— o | |, 40— }—— 4o
B wizek: 1, 1 [va sted: 0, 0 [mefitko: 11 1
[|v=x2=xx]|

Obr. 19: Graf linearni funkce — vyuZiti posuvniku
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14.2. Kvadraticka funkce

~ExperimentéIni* vyieSeni Ulohy spouzitim posuvniku miZe byt impulsem

k pokusu o vyieSeni pocetni.

Priklad 14.2: Architekt navrhuje lavku pro pési. Stavitel lavky pozaduje
podrobngjsi informace o nosnych obloucich. Architekt predklada nékres nosného
oblouku a dopliuje Udaje: ,,Oblouk ma rozpéti 58 metrd a vysku 26 metri.
V soustavé souradnic na obrézku vlevo jde o ¢ast paraboly, ktera je grafem

kvadratické funkcey = ax?.

vy o,

4+
-’

A .

58m

a) Urcete ve vzorci y = ax?, kterym je tato kvadraticka funkce vyjédrena, hodnotu a.
b) Vypocitejte pro stavitele délky di, do, ds, které vyznacil v obrazku vpravo.
(Odvarko, O., Kadlesek, J.: Matematika pro 9. roénik z.8., 2. dil, Prométheus Praha,

2000, sir. 34, Cv. 9)

Reseni:

Pouzijeme informaci o predpisu kvadratické funkce y = ax? a pomoci posuvniku
ur¢ime pribliznou hodnotu parametru a. Zobrazime si tfi zndmé body paraboly

Soubor Upravy Vofit MNastaven! MoSnosti Okno MNapovéda

DEES &K ~F|~L+Fa4

=10l x|

B
B3 2D-graf 1:1 F& algebra 1

P = [-29, -26]
Q= [29, -26]
0= [0, 0]

2|

[ «izek: 0, 1033333

[[«=2=xx]

Obr. 20: Prolozeni paraboly danymi body




auzitim posuvniku se pokusime témito body prolozit parabolu, ktera je dana
piedpisem a3 Z posuvniku na Obr. 20 vidime, e hodnota parametru a bude
priblizné -0.03. BohuZzel, ¢iselny Gdaj na posuvniku je omezen na setiny.

Pro presn¢jsi vyjadieni hodnoty a definujeme funkci
#5: f(x) = a-x
afeSime rovnice

#6: f(-29) = -26

#7: SOLVE(f(-29) = -26, a, Real)

26

#8: a=-- ——
841

#9: a = -0.03091557669

K prolozZeni funkce danymi body muZeme pouzit i specidni funkci FIT, jejimz
vystupem je rovnice hledané kivky.

Dané body zapiSeme do matice B:

-29 -26
#1: B := 0 0
l 29 -26 J
Pomoci FIT definujeme funkci f(x) (pouZiti FIT viz Ndpovéda):
#2: f(x) = FIT([x, a-xz], B)

26-x
#3: fx) = - ——
841

Tuto funkci pak zobrazime:
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40

y=_26.%"2 841

Nakonec spocitdme hodnotu d; z bodu b) zadani:

d
#4: fl —| = -5
2

((d) h
#5: SOLVELfL—J = -5, d, Rea1J
2
29./130 29./130
#6: d = - — —vd = ——m8—
13 13
#7: d = -25.43468255 v d = 25.43468255

Vidime, Ze spomoci nastroje posuvnik se takovato Uloha stava pro zaka snadngji
uchopitelné a feSeni rovnice pro uréeni hodnoty parametru a prirozené vyplyne ze
situace. Pouziti prikazu FIT maze mit smysl po absolvovani Gvodu do funkci. Pak
miZeme se studenty hledat odpovédi na rizné otéazky. Kolik bodi stati, co kdyz
budeme chtit prolozit jinou funkci nez kvadratickou, zda feSeni zavisi na umisteni
Vv soustavé soutadnic apod.
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14.3. Graf goniometrickéfunkce

Priklad 14.3: Vysetiete vliv hodnot parametrt a, b na prabéh funkce dané
predpisem
y =sin(ax+b).

Reeni:

Nejprve si na funkci y =sinx ukéZeme, jak ziskdme podobu osového krize
obvyklou pro znazortiovani goniometrickych funkci, tj. na vodorovné ose jsou
nasobky 7.

1) Pri aktivnim 2D grafickém okn¢ otevieme dialogové okno prikazu Nastaveni —
Rozsah grafu - Minimum/maximum... a vyplnime ho tak, aby byly meze
horizontélni osy zadany v nasobcich n:

Mastavit rozsah grafu minimunm/maximun =
Minirmum M asirnurm Intervaly
ﬂorizontélnl’:l-Zpi |2pi IS
Wertikalhi: |-2 |2 |4

Ok, I Storno I DObrowit I

2) Na kart¢ MoZnosti —» Zobrazeni.. -» Osy vepiSeme do pole Vodorovné
nasobky: hodnotu pi (napiSeme slovo ,, pi“ nebo pouZzijeme panel mat. symboli).

3) Pro zobrazeni funkci sinus a kosinus doporucuji zvolit horizontélni usporadani
oken.

Po zobrazeni funkce sin(x) natadku #1 : dostaneme graf:

#1: SIN(x)
T . . y . . . . .
/_\ *
2m - | m 27
-7

Vliv hodnot parametrd a, b na prabsh grafu funkce y =sin(ax+b) nyni mazeme
vySetiit tak, Ze do 2D grafického okna vlioZime dva posuvniky, jeden pro parametr a,
druhy pro b. Dal§i postup je ziejmy (Obr. 21).
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Elperives =10l x|

Soubor Upravy ot Mastaveni Mo:

DEE& x| Al f B olsdc)mp

W5 2D-graf 1:1 =13l
¥

. . ot .

m m b

|2n \fﬁﬂ 7 0,57 vsﬂ N = v‘Sn n E 4
-1

a =500 H b=2.00 k|
0 ———————— 3w 0 ——F——— 628
>
FRlalgebra =lol.

#1: SINGD

#2

Kifzek: -0.4980574 , -0.5 [a stfed: 3,1416, 0 [mefitio: 1,570+ 1
|v=c=xxI
1 W s e T Y e R e S el R = e “ e IS N B A Y e TB A e
10 T 1 e i e e B 1P T e O T

Obr. 21; Graf harmonické funkce

14.4. Experimentalni ur ¢eni r ovnice kiivky pomoci posuvniku

Priklad 14.4: Kabel elektrického vedeni je mezi dvéma sloupy vzdalenymi od sebe
100 metri provéSen 0 10 metri. Vypocitejte, jak diouhy je kabel mezi témito dvéma
sloupy? (Nastr. 12 je uveden vzorovy pracovni list, vénovany této tloze)

ReSeni:

Ohebné vidkno (tedy i kabel el. vedeni) volné zavéSené ve dvou bodech, téze nebo
i rizné vysky, zaujima tvar kfivky, ktera se nazyva ietézovka (angl. Catenary).
Ret&zovka marovnici:

x/a - x/a
a-(e + e )

y(x) :=

kde a je konstanta, jejiz hodnota zavisi na fyzikénich vlastnostech vlakna a jeho
zavéSeni, konkrétné na délkové hustoté vliakna a tahové sile, s kterou je natazeno.
Rovnici fetézovky je mozno zapsat i pomoci funkce hyperbolicky kosinus:

X

y(x) = a- COSH[—J

a

Ulohu miizeme samozigimé vyiesit pocetns. Nejprve uréime hodnotu parametru a.
Potom vypocitdme délku kabelu. UZijeme vzorec pro vypocet délky oblouku kiivky
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y(x) vymezeného body [ay(a)], [b,y(b)]:
b

[ 2
s=J) J@+y x)) dx
a

Uzti posuvniku

Nastroj posuvnik nam umoziuje ,experimentdni* urceni priblizné hodnoty
parametru a. Provedeme to tak, Ze v 2D grafickém okné vyznagime tti body, kterymi
kabel musi prochazet (vrcholy dvou sousednich sloupi a stied kabelu, jenz je 10
metri pod jejich Urovni), zavésime ho v téch dvou krajnich a posuvnikem menime
hodnotu parametru a tak dlouho, dokud kabel neprochézi i tretim prostiednim
bodem. P¥i realizaci tohoto postupu v 2D grafickém okng je dobré si uvédomit, Ze
pii umisténi soustavy souradné, které koresponduje svySe uvedenou rovnici
retézovky, jsou souradnice stiedu kabelu [0, a], zatimco souradnice jeho konci jsou
[-50, y(-50)] a [50, y(50)]. Tomu piizpisobime definice zobrazovanych objekti.
MaZeme postupovat napiiklad nésledujicim zpisobem (ReSeni vidime i na
nasledujicim obrézku 22).

V okné Algebranejprve obvyklym zptisobem definujeme funkci y(x):
X

y(x) = a-COSHL———J

a
Potom zadame tti body S1, S2 a P, jimiz musi prochézet hledana krivka:
S1 := [-50, 10]
S2 := [50, 10]
P := [0, 0]

Nakonec otevieme 2D grafické okno a vlozime do n&j posuvnik pro parametr a.
V tomto okng zobrazime dané tii body spolu s grafem funkce dané predpisem:

y(x) - y(50)

Pohybem posuvniku se snazime docilit toho, aby kiivka grafu co nejlépe prochazela
vSemi tfemi body S1, S2 a P. Potom odetteme z posuvniku piislusnou hodnotu
parametru a. Na obrazku 22 vidime, Ze tento odhad ¢ini a ~ 127.
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Bloeves _iojx
* goubor Opravy Wodt Nastaven! Modnosti Okno Wapovéda

IDSEE|BX |+~ FEF|H |8t 2 ip

JRT=E]

%
#1: y(xd = a.cosr{—}

a
#2 51 := [-50, 0]
#3: 52 = [50, 0]
#4: P = [0, -10]

Kiizek: -1.521739, 1.25 Mastied: 0, 0 [Mefitko: 20 5

[v=x2mxxl

Obr. 22: Odhad hodnoty parametru a uzitim posuvniku
Grafické reSeni prikladu 14.4 doplime feSenim pocetnim.
Pti vhodném umisténi soustavy souradné miizeme kabel popsat rovnici:
X
#1: y(x) := a-COSH[———]
a

Podminka pro uréeni hodnoty parametru a vyplyva ze zadani - mezi vrcholem
sloupu a stiedem kabelu je vySkovy rozdil 10 metri:

#2: y(50) - y(0) = 10
#3: NSOLVE(y(50) - y(0) = 10, a, Real)
#4: a = 126.6324290

#5: a := 126.632429
50

[ 2
#6: s =) J@ + y'(x) ) dx
-50

Potom délka kabelu v metrech ¢ini:
#7: s = 102.6186871

Na fadku #4 vidime, Ze odhad hodnoty a pomoci posuvniku (tj. a ~ 127) byl

pomérné presny.
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14.5. Rovnice krivek kolem nas

V této kapitole si dovoluji predstavit a podrobngji rozvést myslenku Josefa Béhma
z Rakouska, kterou tento prikopnik uziti Derive ve vyuce predstavil ve svém
vystoupeni na konferenci DES-TIME 2006 v Drézd’anech (viz [3]). Dalsi, neméné
zajimavé, prigpévky tohoto zkuSeného ugitele najde ¢tendr na strankéch [18] a[19].
Kolem nas se vyskytuje fada tvard, které Ize popsat pomoci elementarnich funkci.
K jednoduché analyze takovych ktivek v Derive sta¢i poridit fotografii, umistit ji na
pozadi 2D grafického okna a vyslovit hypotézu o tvaru rovnice funkce, kterd by
prisusny tvar nejlépe popisovala. Potom uz jenom vhodné umistime pocétek
soustavy souiadné vzhledem ke kiivce a pomoci jednoho nebo i vice posuvniki se
snazime grafem zadané funkce co nejlépe kopirovat tvar kiivky.

Tato aktivita mize zékam ukazat, Ze elementarni funkce probirané ve skole maji
také své vyuziti. Z&ci budou zéroven motivovéni k pozorngjsimu sledovéni svého
okoli alze ¢ekat, Ze néktefi z nich dokonce zatnou ve svém okoli tvary vyhledavat
apokouset s je popsat rovnicemi. Pritom se nemusime omezit jenom na hledani
rovnice dané krivky. Jak uvidime na piikladu logaritmické spiraly, ktera popisuje
tvar hlemyzdi ulity, maZzeme se pres kiivky dostat k dalSim tématam, naptiklad
posloupnostem nebo komplexnim ¢islam.

14.5.1. Parabola

Priklad 14.5: Pokuste se ngjit piedpis funkce jedné promeénné, jejiz graf co nejlépe
odpovida ktivce vykreslené tryskajici vodou na obrazku 23. Dle vlastniho uvazeni
volte jednu z kiivek na obrazku.

Obr. 23: Fontana
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ReZeni:
Postup feSeni miiZzeme rozdélit do nasledujicich bodua:

A. Umisténi obrézku na pozadi 2D grafického okna

Program Derive umoziuje umistit na pozadi grafického okna (2D i 3D) obrazek

formatu BMP. Postup je nésleduijici:

1) Prislusny soubor s priponou BMP umistime do vybraného adresare.

2) Otevieme 2D grafické okno.

3) Posloupnosti akci Nastaveni - Pomér stran... — Obnovit (0K) zgjistime
nezkreslené zobrazeni 2D grafického okna.

4) V nabidce piikaz 2D grafického okna volime posloupnost
Moznosti —» Zobrazeni - Barva

5) Nakart¢ Barva uvedeme do pole Obrazek cestu k souboru BMP (Kliknutim na
tlagitko se tremi teckami se aktivuje rezim vyhledani souboru), v poli
Zobrazeni volime rezim Vycentrovat a potvrdime (0K).

Zobrazit moZnosti 4|

Os | Kiifek | Miska| Body  Barva |

Dalsi barva: -|'|

[V Automaticky ménit barvu noviich grafi

— Graf

 Pozadi

Barva QI

Obrazek: IC:\D erivefontana bmp |

Zobrazeni: I\chentrov 'I

aK I Starno MHapovéda

B.Zménabarvy os
Pokud nejsou osy souiadnicové soustavy kviili barvé obrézku dostatecné Citelné,
navrhuji zmeénit jejich barvu:
6) V nabidce piikazti 2D grafického okna volime posloupnost piikazi
MozZnosti -» Zobrazeni —» Osy
Na karté Osy potom zménime barvu os (Cary) ajejich popisu (Méfitko).
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C. Posunuti po¢atku souradné soustavy
Vhodné umisténi pocatku souradnicové soustavy miZze podstatné zjednodusit
rovnici kiivky. V naSem pripadé se snazime presunout pocdtek do vrcholu
vySetiované paraboly. Postupujeme takto:
7) Klikneme natlagitkoH] (Vycentrovat do pocatku).
8) V 2D grafickém okné umistime kiiZek tam, kde ma byt nové pocétek.
9) Z nabidky volime posloupnost Nastaveni - Pozice kfiZku...
Objevi se dialogové okno

x
" Mastfed Do poistku

Souradnice

Rl E T 0, 52306451 61 29

Wertik alni: I2_3333333333

ok I Starno |

V tomto okné zménime v polich Horizontalni i Vertikalni znaménka souiadnic
kiizku na opatna. Tak dostaneme souiadnice bodu, ktery je saktualni pozici
kiizku sttedové soumérny podle pocatku. Potvrdime (0K).

10) Klikneme natlatitko[l] (Vycentrovat na kfizek).

D. Analyza k¥ivky uzitim posuvniku

Po vhodném umisténi pocatku souradnicové soustavy uZ nam zbyva jenom
navrhnout rovnici zkoumané kiivky v obecném tvaru a pomoci posuvniku urcit co
nejpiesngji jeji konkrétni podobu. V pripadé tryskajici vody na obrézku XY bude
ziejmé na mists uvaZovat kvadratickou funkci s predpisem y = ax?.

Do algebraického oknatedy zadame vyraz

2
#1: a-x

a do 2D grafického okna sobrézkem vlozime posuvnik se jménem proménné a.
Rozsah hodnot proménné a zvolime dle naseho prvotniho odhadu. DalSi postup je
ziejmy. Posuvnikem ménime hodnotu a, dokud nemame pocit, Ze se graf funkce tim
nejlepSim moznym zpasobem kryje se zkoumanou kiivkou. Vysledny graf vidime
na obrézku 24. Odpovidajici hodnota parametru je a = -0.47.

Je mozné ocekavat, Ze pii cesté za co nejdokonalejSim vysledkem budeme pribézné
upravovat nastaveni posuvniku nebo korigovat umisténi pocatku soustavy souradné.
| tak bude vysledek naSeho snaZeni jenom priblizny. Piinosem takovéto aktivity je
v&ak, dle mého nazoru, spise cestak vysledku nez samotny vysledek.
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Obr. 24: Je to parabola

Pro vétSi ndzornost mizeme graf zobrazit silngjSi ¢arou. Postupujeme dle navodu
uvedeného v kapitole 9.4 a parabolu zobrazime parametrickym grafem.

Zatim Uc¢elem uZijeme parametrické rovnice paraboly ve formé usporadané dvojice.



[, 2]
#2: X, a+X

Program dle syntaxe rozpozna parametricky vyraz, parametrem bude souradnice x.
Pred zobrazenim vyrazu #2 v 2D grafickém okné je tieba aktivovat volbu
Moznosti —» Zjednodusit pfed vykreslenim a, pokud jsme tak jiz neuginili,
vlozit do okna posuvnik pro ovladani hodnot parametru a.

14.5.2. Logaritmickéa spirala

Priklad 14.6: Existuje rovnice, ktera by popisovala tvar hlemyZzdi ulity?

ReSent:

Na prvni pohled by se mélo jednat o spiralu. Jsou ale v3echny spirdly stejné? Nebo
se n&jak mohou odliSovat svym prabéhem?

Pro zndzornéni a zkoumani spirdly jsou idealni polarni soutadnice [r, ¢]. Definice
téchto soufadnic neni nikterak sloZzita a jejich pouziti ve vyuce nemusi predchazet
Zadna praprava. Derive podporuje zobrazovani v této soufadnicové soustave. Staci
vnabidce 2D grafického okna provést posloupnost akci  Nastaveni -
Soufadnicovy systém... av nasedujicim okng zatrhnout potiebné.

Nastavit 2D soufadnico x|
Soufadnicow) systém—
 Pravothli
" Polami

0K I Stamo |

Pti pohledu na spirdlu je ziejmé, Ze srostouci odchylkou (Ghlem ¢) roste délka
privodice r. Otazkou je jenom, jak. MuzZeme vyzkouSet zavislost linedrni
i exponencialni.
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Rovnomérna (Archimédova) spiréla
Pravodi¢ r roste tmérné sodchylkou ¢. Jinak feceno, bod spirdy se vzdaluje
Umérné s ot&tenim. Rovnice této spirdly v polarnich souradnicich [r, ¢] je

r=a .

NapiSeme tedy pravou stranu této rovnice do algebraického okna a pomoci
posuvniku hleddme optimalni hodnotu a.

#1:

a-¢

Postup analyzy kiivky je témeér stejny jako v piipadé pravouhlych soutradnic.
Z odlisnosti polarnich souradnic plynou akorat tato doporuceni:

1

2)
3)

4)

Umisténi obrazku na pozadi 2D grafického okna a potiebné posunuti pocétku
souradné soustavy provedeme pii nastaveném pravoihlém systému soutadnic.
AZ potom zménime soustavu na polarni.

Pri umistovani obrézku na pozadi maze byt v pripadé spirdly vhodnéjsi pouzit
nakarté Barva v poli Zobrazeni volbu Rozprostfit.

Nezapomeneme aktivovat volbu MozZnosti -  Zjednodusit pfed
vykreslenim.

Rovnice #1 je parametricka s parametrem ¢. Proto jsme pied vykreslenim grafu
automaticky pozadani o zadani potrebnych Gdaja v tomto dialogovém okné:

Paramektry parametrického g 1'

Minimalni hodnata: ID
Mavimalni hodnota: Ispi

— Regim grafu
o Cay ' Body

—Body
 Malé  Stfedni ™ Velké

Pocet bodi: IB-’lD
oK I Starno

Vysedek naSeho priizkumu je patrny z ndsledujiciho obrazku 25. Je zigjmé, Ze tvar
hlemyZzdi ulity neodpovida rovnomérné spiréle pro Zadnou hodnotu koeficientu a.
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Obr. 25: Rovnomérna spirdla

Zkusime tedy zavislost exponencialni.

Exponencialni (logaritmicka) spiréla
Délka pravodice r se pro stejné piirastky Uhlu ¢ zvétSuje se stejnym pomérem.
Rovnice této spirdly je

r=ax’ .

Odtud nézev ,exponencidni“. Hojné pouzivany nazev ,logaritmicka spirda*
pochazi z tvaru zavislosti thlu ¢ nadélce pravodicer.

Pomér dvou privodict svirgjicich stejné thly jako jiné dva je staly. Roste-li
odchylka aritmeticky (s konstantnim rozdilem), roste pravodi¢ geometricky (se
stejnym pomérem). ProtoZe protind vSechny pravodice pod stejnym Uhlem, nazyva
setato spirdlatéz ,,rovnouhld”.

Do algebraického okna zaddme pravou stranu rovnice logaritmicke spiraly:

¢
#2: a-b

Potom vlozime do 2D grafického okna dva posuvniky pro parametry a, b a
manipulaci s nimi se pokusime spirdlu ulity prekryt spiralou grafu.

Tentokrat je vysledek priznivéjsi. Hlemyzd' se pii stavbé své ulity nepochybné fidi
rovnici logaritmické spiraly. Rovnice spirdly na nasedujicim obrézku 26 odpovida
témto hodnotédm parametri: a = 0.14, b = 1.20.
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Obr. 26: Logaritmicka spirda

Kde jesté v prirodé nagjdeme spirdlu?

Obr. 27: Mlé&nadréha

Poznamky na zavér

Zdrojem pouzitych obrazka je rubrika Obrazky na webové strance www.google.cz.
Pro vtazeni zaka do dgje je zigimé Gcelngjsi, kdyz obrazky nafoti sami ve svém
okoli, jak predpoklada i autor této Skolni aktivity J. Béhm (viz [3]).

Pripominam, Ze je tfeba mit na paméti, Ze pii feSeni téchto Uloh jde spiSe o postup,
nez o vydedek. Stati napriklad, abychom méli jinak nastavena meétitka na
souradnicovych asach auz dostaneme jiny vysledek!

88



Analyza kiivek kolem nés je dle mého nézoru zajimava sama o sobé. Vedle toho
nam ale nabizi fadu tématickych odbocek. Napiiklad, pri zkoumani uvedenych dvou
typt spirdl uplatnime poznatky o posloupnostech, konkrétné o aritmetické
a geometrické posloupnosti.

Ptimo v ndzvu druhé ze spird je sovo ,exponencidlni“. Nabizi se ukézat vyznam
exponencidnich funkci. Prijde nékdo na to, pro¢ zrovna tato zavislost hraje tak
vyznamnou roli v nékterych jevech kolem nés? Pro¢ s hlemyzd stavi ulitu podle
rovnice s exponencidlni zavidosti? Podivejme se na tvar t&ch dvou spiral. Odpovéd
se nabizi (uvazime-li, ze ulitaroste, protoze roste hlemyzd).

14.5.3. Logaritmickd spirala v Gaussové roviné komplexnich ¢&isel

Kdyz se zabyvame logaritmickou spiralou, byla by Skoda nezminit moznost jejiho
znazornéni v Gaussove roving komplexnich ¢isel, které Gzce souvisi se znazornénim
komplexni mocniny.

Parametrické vyjadreni logaritmické spiraly v oboru komplexnich ¢isel C ma tvar
Z', kde z je komplexni ¢&islo, pro které plati Im(2)+0, |7+1 at je redlny parametr.
Potom je zigjmé, Ze celociselné mocniny komplexniho ¢isla zleZi na této spirde.
Pojdmessi je, spolu se spirdlou, znézornit.

Priklad 14.7: V Gaussové roving komplexnich &isel zndzornéte mocniny
komplexniho &isla (1+i)" pro ni {1,2,...,9} spolu slogaritmickou spirdlou, na
které piislusné body leZi.

Regeni:

Definujeme ¢islo z:

#1: z=1+ L

Pokud chceme komplexni ¢islo znazornit jako bod v Gaussové roving, provedeme to

prostiednictvim zobrazeni nésledujici usporadané dvojice v kartézské soustavé
soufadnic:

[RE(zk), IM(zk)].

V piipadé, Ze chceme komplexni ¢islo zndzornit i sjeho privodiéem, zobrazime
vektor, jehoZ prvni slozkou jsou souradnice pocatku [0,0], druhou potom uspoiadana
dvojice [Re( Z'),Im( Z')]. Tento vektor se v algebraickém okng zobrazi jako matice

[ o 0 ]

k k
L RECz ) 1IM(z ) .

Pokracujeme v rozboru kddu teSeni. Matice, odpovidajici pozadovanym mocninam
ziskéame pomoci funkce VECTOR. NeZ nadedujici vyrazy #2 a #3 zobrazime v 2D
grafickém okng, nezapomeneme aktivovat volby Moznosti —» Zjednodusit pred
vykreslenim aMoznosti » Zobrazeni... » Body —» Spojovat - Ano
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(T 0 0
#2: VECTOR|| k k |, k, 1, 9|
(L RECz ) 1IM(z) | )
Rz, e
#3: RECz ), IM(z )

Grafické zndzornéni vidime na néddedujicim obrézku. Zobrazenim vyrazu #2
dostaneme devét bodi spojenych pravodicem s pocatkem. Grafem vyrazu #3 je pak
celaspirda

K zobrazeni tabulky hodnot pfisluéhych mbcnin 'pouiij'emefunkci TABLE:

k
#4: TABLE(z , k, 1, 9)

1 1+ 0
2 2.0
3 -2+ 2.0
4 -4
#5: 5 -4 -4.(
6 - 8-L
7 8 -8-i
8 16
| 9 16 + 16-(

90



15. Derivace funkce
15.1. Zapisa vypocet derivace

Derivaci vyrazu nebo funkce provedeme pomoci piikazu DIF, ktery zadame
prostiednictvim rozhrani (tlacitkem (9] nebo podoupnosti piikazi Kalkul -
Derivace...), pripadné rovnou zapiSeme na piikazovy radek ve tvaru DIF(v,x,n),
kde v je vyraz nebo funkce, x je proménna a n je fad derivace. Napriklad, prvni
derivaci vyrazu 3x*- 5x®> +1 vypolitAme zadanim pifkazu DIF(3x"4-
5x*2+1,x)= (&). Vydedek dostaneme ve tvaru

d 4 2 3
— (3:x -5x +1) =12-x - 10-x
dx

Druhou derivaci funkce f(X,y) = xy® - cosxy podie proménnéy pak uréime
piikazem DIF(f(x,y),y,2)= (&), jehoz vysledkem je rovnost

d )2 2
—| f(x, y) = x -COS(x-y) + 6-x-y
dy.

Chceme-li sderivaci dale pracovat jako sfunkci, ocenime moznost zapisu pomoci
apostrofu (jednoducha uvozovka — single quote, ASCII kéd 39). Timto zptisobem
v&k miZeme zapsat pouze derivace pojmenované funkce, nikoliv samotného
vyrazu. Napiiklad druhd derivace funkce g(x)=3x"2 se napiSe g''(x), z&pis
(3x"2)"" desmysl nema.

Vice o pogitani derivaci najdeme v ndpoveds programu (Pfikazy z Nabidky -
Okno Algebra — Kalkul).

15.2. Teéna grafu funkce

Zapisu rovnice tecny grafu funkce, uzitim funkce TANGENT nebo pomoci derivace, se
vénuji piiklady 13.9 a 13.10 na stranach 68 az 70. Zde si pripomeneme ten druhy
zpasob, ktery je nazorngjSi a vyZaduje porozuméni vyznamu derivace funkce.
Zaroven si ukéZzeme, jak se dad pomoci posuvniku animovat pohyb tecny podél grafu
funkce.

4x
X2 +1
Napiste rovnici tecny grafu této funkce nejprve v obecném bodé X = a, potom

Piiklad 15.1: Sestrojte graf funkce f(x), ktera je dana predpisem f @y =

v konkrétnich bodech X = % a x =1. Prislusné teény zobrazte.
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ReZeni:
4.x
f(x) :=
#1: 2
x + 1

Rovnici te¢ny zapiSeme jako na papite:
#2: y = f'(a)-(x - a) + f(a)
Zadame konkrétni hodnotu parametru a:
#3: a:= —

Potom zvyraznime vyraz #2 aprovedeme jeho zékladni zjednoduSeni. Dostaneme
rovnici tecny:

32.-(14-x + 27)

#4: y =
625
Po Upravé (Zjednodusit —» Roznasobit...):
448.x 864
#5: y = _— —
625 625

Vyrazy #1 a #5 zobrazimev 2D-grafickém okng:

w=d 1 f(x"2+1) ' y
Y48 . X f625 4864625
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Jak bylo receno vySe, posuvnik nam umoziuje provést animaci pohybu tecny podél
grafu. Tak mizeme napriklad zkoumat souvislost mezi prabé¢hem derivace funkce
azménami sklonu tecny jejiho grafu.

Budeme zobrazovat rovnici tecny #2 s parametrem a. Abychom mohli tento
parametr ovladat posuvnikem, musime ho zbavit hodnoty. PouZijeme préazdny
pritazovaci piikaz:

#6: a =

Potom vloZime do 2D-grafického okna posuvnik pro ovladani hodnoty parametru a.
Nakonec vyraz #2 zvyraznime, v nabidce 2D-grafického okna potvrdime volbu
MozZnosti - Zjednodu$it pred vykreslenim a vyraz (rovnici tesny) #2
znazornime.

Pri manipulaci s posuvnikem se te¢na pohybuje podél grafu funkce. Na nasledujicim
obrazku je zachycena situace pro a =- 0.70:

-l

Soubor Ulpravy Vot Mastaveni Mosnosti Okno Napoveda

DEEE 8|40l £ 5] Do et e

i
dax
) =
#1 2
®x + 1
#2
3
#3 ai= —
4
32,0
#4
448.
#5 E—
625
D y=aajrxnzeld y
7 y=448.% /6254864625
. 2 ;
ek 1, 1 N stfed: 0, 0 ke 1 1

[i$
]

_E

X

-+
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15.3. Uziti derivace

Priklad 15.2: Pri jaké hodnoté zakladu a > 0 je exponencidlni funkce a* rovna
své derivaci?

Reseni:
X
#1: f(x) = a

#2: ' (x)

Funkci i jeji derivaci miZzeme zobrazit souc¢asng, uzitim jednoho posuvniku pro
parametr a. MiZzeme to udélat tak, Ze pii vlozeném posuvniku zobrazime v 2D
grafickém okné vyrazy #1 a#2. Pri pohybu posuvniku se pak méni oba grafy. Dalsi
moznogti je zapsat vyrazy do matice 2x1, tj. z ptikazového fadku odedat na
pracovni plochu vyraz [f(x);f’(x)] (pozor na stiednik, jinak mizeme stejnou
matici zadat také vyrazem [[f(x) 1, [f’ (x) 1] ), azobrazit je ngjednou.

[ fOO ]
()

#3:

Pro spravné zobrazeni je tieba pri aktivnim 2D grafickém okné nastavit rezim
Moznosti —» Zjednodusit pfed vykreslenim. Pro dosazeni vétsi prehlednosti
doporucuji jesté rezZim MoZnosti —» Popsat nové grafy spolu snastavenim
automatického stiidani barev grafa.

ioix
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Po vykresleni grafa funkce f(x) a jeji derivace je nasim cilem manipulaci
s posuvnikem tyto grafy ztotoznit. V levém hornim rohu okna posuvniku potom
odecteme odpovidajici hodnotu parametru a. Pfi nastaveni poétu intervali v okné
Vlastnosti posuvniku tak, abychom vyuzili maximalni piesnosti Udaje posuvniku,
dostaneme hodnotu a = 2.72. Toto ¢islo dle ocekavani odpovida hodnoté Eulerova
cida

Po grafickém prizkumu miazZeme Ulohu vyieSit podetng. Pri vypodétu v symbolickém
rezimu je vysledkem Eulerovo ¢islo e.

#4: fx) -fF'"x) =0

X
#5: a (1 -LN@)=0

X
#6: SOLVE(a -(1 - LNCa)) = 0, a, Real)

#7: a=-e
#8: a = 2.718281828

h

. . - . . a-1
Eulerovo ¢islo mizeme ngjit také postupnou analyzou vztahu Ih|m b =1
® 0

Napiiklad uzitim funkce TABLE.

X
#1: f(x) = a

f(x + h) - f(x)
#2: df(x) := Tim

h-0 h
h
X a 1
#3: df(x) = 1lima | —— - —
h-0 U h h )
Vyraz #3 zjednoduSime na:
h
X a -1
#4: df(x) := Tim a -— —
h-0 h

Potom je zigjmé, Ze rovnice

#5: f(x) = df(x)
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h

.a . e
je spinéna pro takové a, pro které je Hgg =1. Kureeni jeho priblizné
hodnoty pouzijeme funkci TABLE. Tu pouZijeme tieba i opakovang, dokud
nedoséhneme vhodné presnosti vyjadieni a. Z tabulky, ktera je vysledkem
zjednodugeni nadedujiciho vyrazu #6, je zigimé, Ze a je priblizné rovno 2.72.

#6: TABLE| Tim
h-0 h

—, a, 2, 3, 0.01

2 0.6931471805 1
2.01 0.6981347220

2.71 0.9969486348
#7:

2.72 1.000631880

2.73 1.004301609

3 1.098612288 |

Vidime, Ze funkci TABLE mizeme vyuzit k nalezeni priblizného eSeni rovnice
prostym dosazovanim postupné se zpresiujicich odhadi. S timto vyuzitim funkce
TABLE se setkdme jesté v kapitole 15.3, vénované vySetiovani extrému funkce bez
pouziti derivace.

Priklad 15.3: Pro které hodnoty redlného parametru a >1 marovnice a* = x
jediné feSeni?
Regeni:
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Grafické FeSeni.

Redme Ulohu nejprve graficky. Tak, Ze zobrazime zvI&% levou a zvI&X pravou
stranu rovnice. K zobrazeni levé strany s parametrem a pouzijeme posuvnik. Jak je
patrné z nasledujiciho obrazku, snazime se pohybem posuvniku dosdhnout toho, aby
mély oba grafy pravé jeden spolecny bod. V okné posuvniku pak najdeme
odpovidajici pribliznou hodnotu a, a = 1.44.

icid

Soubor Upravy Wodt Wastaveri Mofnosd Okno Wapovéda
== =R e R I T g O R PO S S L O B I O
BH 2D-graf 1:1 _lolx|

X
1 1 2 3 4
E KFifek: 0.9762609 , 0.96 ‘Na stied: 1.5, 1.5 Mefitka: 1: 1
[v=2=%x%x
I
Pocetni reseni.

Rovnici upravime do homogenniho tvaru a definujeme odpovidajici funkci f(x).
Hledame tedy hodnotu parametru a, pro kterou ma funkce £ (x) jediny nulovy bod.

X
#2: f(x) =a -x

Opét muzeme vyuzit posuvnik a sjeho pomoci prozkoumat zavidost pribéhu
funkce f(x) na hodnotéch parametru a. Pokud jsme neprovedli predchozi grafické
reSeni, zjistime tak také, zda ma Uloha smyd. Z grafu na néasledujicim obrazku je
patrné, Ze Uloha feSeni mé a cesta k nému vede pies minimum funkce f(x) .
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¥
3 y=a“x-x
2
\ “
-1 1 2 I & 9

-1

Stejnou informaci dostaneme i z piedpisi funkce a jeji druhé derivace. Funkce je
spojita a konvexni naR. Mé&-li mit jeden nulovy bod, musi tento bod odpovidat bodu
dotyku grafu funkce s osou x, tj. minimu funkce.

#3: f'(x) = a -LN(a) -1

X 2
#4: f''"(x) = a -LN(a)

Hledame tedy bod, v némz je prvni derivace funkce f(x) rovna nule. ReSenim je
vyraz #6 S promeénnou a.

X
#5: SOLVE(a -LN(a) - 1, x, Real)

LN(LNCa))
#6: X = —

Tento vyraz dosadime do piedpisu funkce £ (x) misto promé&nné x:
LNCLNG)) )

LN(a)

(
#9: SUBSTLf(x), X, -

LNCLN(a)) 1
#10: +
LN(Ca) LN(Ca)

Vysedny vyraz poloZime roven nule afeSime jako rovnici s nezndmou a:

#11: SOLVE

[ LN(LNCa)) 1 ]
+ , a, Real
U LNCa) LN(a) )
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-1
#12: e
a=-ova=0va=ze

1
Vysedkem, ktery néds zajima a tudiz feSenim Ulohy je €®. Pokud tento vyraz
v zépisu feSeni zvyraznime a stiskneme tlatitko aproximace [=], dostaneme
pribliznou hodnotu a:

#13: 1.444667861
Vidime, Ze vysledek grafického feSeni dobie odpovida této hodnotg.

Pomamka:
Nesmime se nechat zmést tim, Ze v Derive maji smysl i logaritmy z nekladnych
¢isel, z komplexnich ¢isel a dokonce i z nevlastnich hodnot (+¥). Vyzkousejte:

LN(0) = —w, LN(») = o, LN(-4) = 2-LN(2) + m-i(,
me i

LN(3-i) = LNC3) + ——.
2

1_ 3
Piklad 15.4: VySetrete priibeh funkce dané predpisem f (x) ==
X
ReSeni:
3
1 - x
f(x) = ———

2
X

y={ 1k 30 %72

+




Prvni a druh& derivace:

3
X + 2
f'x) = - ———

3
X
6

f''(x) = —
4
X

Limity v krajnich bodech defini¢niho oboru:

Tim f(X) - ®

X->—00

Tim f(x) = —o

X -0

Tim  f(x)
x-0—

1
8

Tim f(x)
x-0+

1
8

Tim f(X) - ®
x-0

Asymptota:
TANGENT(F(x), X, ) = —x

TANGENT(F(X), X, -®) = —-Xx

v T4 lretiemsenz

-4
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Stacionarni body:
SOLVE(F'(x), x, Real)

1/3
X =-2

Abychom mohli se stacionarnimi body dale manipulovat, pouzijeme misto funkce
SOLVE funkci SOLUTIONS, jejimz vystupem je vektor feSeni. Tento vektor uloZzime
do proménné SB:

SB := SOLUTIONS(f'(x), x, Real)

SB := [ - 21/3]

Potom podeziely bod snadno dosadime do druhé derivace:

2/3
3.2

f'"'(SB) = ————
1 2

f'"(SB ) = 2.381101577
1

Ze znaménka druhé derivace je ziejmé, Ze v podezielém bodg je lokalni minimum.
Hodnotu funkce v tomto bodg zjistime dosazenim:

1/3
3.2
f(SB ) =
1 2
f(SB ) = 1.889881574

1
Konvexnost, konkavnost:
SOLVE(F'"(x) > 0, x)

true
SOLVE(F'"(x) < 0, x)

false

Druha derivace je vcelém definicnim oboru kladng, funkce je tedy v kazdém
z intervalt defini¢niho oboru konvexni.
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V nadedujicim piikladu uvidime, jak si Derive poradi sbodem, v némz je funkce
spojita, ale derivace v ném neexistuje.

Piiklad 15.5: VySetiete derivaci funkce f(X) = 1i +x2+2x-1

*x-1

v bodé x = 1.
Regeni:
x :€ Real
15 2

f(x) := — - +X +2-x-1

1+ |x - 1]

2 3 2
(4-x - 19)-SIGN(x - 1) + 2-(x —-x + 2)
f'(x) =
2
(x - 1] + D

Prvni derivace v bodg x = 1:

f'(1) = £15 + 4

Z definice derivace pomoci limity uréime postupné derivaci zprava a zleva v bodg 1.
Pripomenme si, Ze limitu funkce f(x) vbodé a zprava (zleva) ur¢ime pomoci
funkce LIM(f(x),x,a,p), kde péty parametr p mé hodnotu libovolného kladného
(zéporného) ¢ida, napt. 1 (-1).

fOx) - f(D
1im — = -11
x->1+ x -1

fox) - £
1im -— =19
x->1— x -1

Potom je vyznam zépisu ' (1) = +15 + 4 zigjmy.
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Srovnejme jeste graf funkce f(x) ajegji derivace:

zU

15.4. VySetieni extr ému bez uZziti derivace

Program Derive nam nabizi prostiedky, které mizeme vyuzit k pribliznému urceni
extrému funkce bez uziti derivace. Konkrétné s uk&Zeme pouziti reZimu Trasovat

grafy afunkce TABLE.

Priklad 15.6: Z lepenky tvaru obdélniku o stranach a, b (a>b) se maji v rozich
vyfiznout étverce o strang velikosti x tak, aby vznikla sit’ bez horni podstavy pro
kvadr s maximalnim objemem. @) Uréete velikost x strany &tverce. b) Dokazte, ze
pro x plati vztah x< (a+b)/6. ¢) Redte pro a= 15 cm, b=8 cm.

(Ivan BuSek: Reené maturitni Glohy z matematiky, SPN Praha, 1985)

ReZeni:
#1: V(x) = (a -2-x)-(b - 2-x)-x

#3: a =15
#4: b :=8
#5: V(x) = 2.x-(x = 4)-(2-x - 15)

Nejprve pouzijeme k vySetreni extrému funkce V(X) rezim Trasovat grafy, ktery
aktivujeme tlatitkem &/ (stejnym tlagitkem ho i deaktivujeme). Ukazatel mysi se
zmeéni naétverecek prichyceny nagrafu, jak je patrné z nadedujiciho obrazku.
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8 2D-graf 1:1 Trasovani vyrazu #5 P[] 5
B L e

5 -4 -3 -2 -1 T %2 3 5 6 778 9 1C

—104
[ ek 165625, 50.73752 Hastfed: 25, 0

Soufadnice siedu ¢tverecku jsou zobrazeny v levém dolnim rohu grafického okna
MiZeme s nim hybat pomoci Sipkovych kldves nebo mysi. K ziskani vétsiho detailu,
atedy i presnéjSiho urceni extrému, vyuzijeme tlacitko [ (Nastavit rozsah).

Funkce TABLE umoZziiuje vytvéiet tabulky libovolného poctu hodnot dané funkce na
vybraném intervalu. Vyuziti je ztgjmé. V prvni tabulce vyhledame extrémni hodnoty
funkce V(x), stanovime intervaly, vnichZ se urcité vyskytuji a vytvorime nové
tabulky na téchto intervalech. Tento proces opakujeme, dokud nejsme spokojeni
s presnosti uréeni polohy extrému.

#6: TABLE(V(x), x, 1, 3, 0.2)

1 78
1.2 84.672
1.4 88.816
1.6 90.624
1.8 90.288
#7: 2 88
2.2 83.952

2.4 78.336
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#8:

#9:

#10:

#11:

#12:

#13:

TABLE(V(x), x, 1.4, 1.8,

0.05)
1.4

1.45

1.6

1.65

1.75

1.8

TABLE (V(x), x, 1.6, 1.7, 0.01)

TABLE (V(x), x, 1.66, 1.

1.68
1.69
1.7

68, 0.0

[ 1.66

1.665
1.67

1.675

105

71.344 |
63.168

54

88.816
89.4795
90
90.3805
90.624
90.7335
90.712

90.5625

90.288 |

90.739584
90.74045199
90.736128
90.726636
90.712
05)
90.739584
90.7406685
90.74045199
90.7389375

90.736128

|




#14: TABLE (V(x), x, 1.66, 1.67, 0.001)

[ 1.66  90.739584 ]

#15: 1.665 90.7406685

1.666 90.74072918
1.667 90.74073785
1.668 90.74069452

1.669 90.74059923

[ 1.67 90.74045199 |

#16: TABLE (V(x), x, 1.666, 1.668, 0.0005)

1.666 90.74072918
1.6665 90.74074001
#17: 1.667 90.74073785

1.6675 90.74072268

1.668 90.74069452 |

Potom miizeme své vysledky porovnat s vypoctem:

2
#18: V'(x) = 4.-(3-x - 23-x + 30)

2
#19: SOLVE(4-(3-x - 23-x + 30), x, Real)

#20: X=—VX=256

#21: V''"(x) = 4-(6-x - 23)
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16. Integral

K vypodtu integrdlu, neurcitého i urcitého, pouzijeme bud grafické rozhrani
(tlagitko [J] nebo posloupnost piikazti Kalkul — Integral...) a nebo funkci INT
(syntaxe viz Napovéda). Kromé této funkce je v Derive definovana fada dalSich,
které umoziuji napiiklad vypocet integrdlu konkrétni metodou nebo grafické
znazornéni obrazci, jejichz obsahy pocitdme urcitym integralem. Samostatnou
skupinu potom tvoii aplikacni funkce zaloZzené na integrdnim poctu. Jmenujme
napiiklad funkce VOLUME_OF_REVOLUTION nebo AREA_OF_REVOLUTION pro vypocet
objemu, respektive obsahu plochy rotaéniho télesa. | kdyz zde budou nekteré funkce
zminény, pro ziskani uplného prehledu doporucuji étendri prostudovat napovédu.

16.1. Neur ¢ity integrél

Pfi vypoctu neurcitého integralu vyuzivame nékolika metod. Volba konkrétni
metody je dana podobou integrovaného vyrazu. Malo zkuSenému jedinci ¢asto ¢ini
potize jiz tento vybér metody. Mohlo by tedy byt zajimavé zjistit, jak , premysli
program Derive. To ndm ¢astecng odhali rezim Zobrazit krok ((]).

Pfiklad 16.1: Vypoctete Cpin(x) cos(x)dx.

Regeni:
Zadame vyraz, ktery chceme integrovat:
#1: SIN(x)-COS(x)

vyzna&ime ho a stiskneme tlagitko [ [, vyplnime Gdaje v dialogovém okné a
potvrdime tlacitkem (OK). Objevi se zvyraznény zapis integralu:

#2:  [(SIN(x)-COS(x), x, ©)

Potom uz jenom matkéme tlacitko [>] a sledujeme jednotlivé kroky feSeni. Koncime
az tehdy, kdyz se vydedek zatne opakovat.

J(FX), x, & = [ F(x) dx + ¢

#3: [ SIN(x)-COS(x) dx + ¢
n+ 1

I n F(x)

F(x) -F'(x) dx —» —— —

n+1
2
SIN(x)
#4: —_+ C
2
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Vedle funkce INT jsou v Derive k dispozici specidlni funkce pro pocitani integralu
metodou per partes (INT_PARTS) ametodou substitu¢ni (INT_SUBST).

16.2. Ur¢ity integral

Jak bylo fe¢eno v Gvodu kapitoly, Derive disponuje funkcemi nejenom pro vypocet
integralu, ale i pro znazornéni ploch, jejichz obsahy se uzitim urgitého integralu
pocitaji. Pro priklad zde uvedeme funkce P1otInt aAreaBetweenCurves.

Priklad 16.2: Uréete obsah obrazce, ohraniceného grafem funkce
h:y=x- x’J/x aosoux.
Regeni:

2
#1: h(x) = x = x -X

Nakreslime graf funkce (viz Obr. 28). Potom ur¢ime jeji nulové body. Pro Gcely
jejich dalSiho pouziti jako mezi urgitého integrdlu je vyhodnéjsi vyuzit k jejich
vypodtu funkci SOLUTIONS. Ta dovoluje ulozit feSeni prislusné rovnice do vektoru
N, najehoz slozky se miizeme odkazovat pomoci dolnich indext (operétor y nebo
SUB).

#2: N := SOLUTIONSCh(x), x)
#3: N := [0, 1]
Slozky N1, Ny2 vektoru feSeni pouzijeme jako meze uréitého integralu. K jeho
zadani pouzijeme bud’ grafické rozhrani (Kalkul — Integral...) nebo na prikazovy
fadek zapiSeme funkci INT(h(x) ,x,Ny1,Ny2):

Ny 2
#4: ) h(x) dx

Nyl
Z&kladnim zjednodusenim #4 dostaneme vysedek:

3

#5: -
14

Funkce PTotInt ma stejné parametry jako odpovidajici funkce INT. Lze ji zadat
jenom pies prikazovy radek ve tvaru PlotInt (h(x),x,Ny1,N12):

PlotIntCh(x), x, N, N )
#6: 1 2

Chceme-li vyraz #6 rovnou zobrazit, musime nejprve aktivovat volbu 2D
grafického okna: Moznosti —» Zjednodusit pfed vykreslenim
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2
Obr. 28: Funkce PlotInt(x - x -4x, x, 0, 1)

Priklad 16.3: Urcete obsah obrazce ohrani¢eného grafy funkci
f:y=¢€" g:y=€"apfimkou x =1. Nadrtnéte obrézek.

ReSeni:

#1: f(x) = EXP(x)
#2: g(x) = EXP(-x)
#3: x =1

Z hrani¢nich kiivek staci zobrazit jenom #3. Grafy funkci £(x), g(x) jsou soucasti
zobrazeni nasledujici funkce AreaBetweenCurves.

#4:  AreaBetweenCurves(f(x), g(x), x, 0, 1)

Opét plati, Ze chceme-li vyraz #4 rovnou zobrazit, musime nejprve aktivovat volbu
2D grafického okna: Moznosti —» Zjednodusit pfed vykreslenim. Vysledek
vidime na nasledujicim obrazku 29.

Do balicku funkci PlotInt a AreaBetweenCurves patii jeSt¢ podobné funkce
AreaUnderCurves a AreaOverCurves.Kazda znich se da pouzit riznymi
zpasoby. Pro dalSi informace doporucuji prostudovat piislusnou kapitolu ndpovedy
(Obsah Napovédy (Contents) — Knihovna funkci - Grafické funkce -
Zobrazeni oblasti grafll a urcitych integrald).
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Obr. 29: Funkce AreaBetweenCurves(f(x),g(x),x,0,1)

Priklad 16.4: Urcete objem télesa vytvoreného rotaci rovinného obrazce
ohraniceného grafy funkci f :y=x*, g:y=1- X* kolem osy x.

ReSeni:
#1: f(x) = x
2
#2: g(x) =1 - x
Uréime x-ové souradnice praseciki kiivek:
#3: P := SOLUTIONS(f(x) = g(x), x)
J2 J2

#4: P:

2 2

Pokud nam nevyhovuje poradi, mizeme slozky vektoru usporadat funkci SORT.
Vznikne tak novy vektor R, jehoz slozky pouzijeme jako meze integralu.

#5: R := SORT(P)
Ry2

f 2 2
#6: n-(g(x) - f(x) ) dx
R11
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Objem télesa je

#7: _

K zobrazeni tvoriciho obrazce télesa vyuzijeme funkci AreaBetweenCurves:

AreaBetweenCurves(g(x), f(x), x, R , R, y)
#8: 1 2

Samotné rotacni téleso zobrazime pochopitelné v 3D grafickém okné. PouZijeme
k tomu parametrickou reprezentaci dvou rotac¢nich ploch, které tvoii jeho plast.
Kazdéa z t&chto ploch vznikne rotaci grafu jedné z funkci £ (x), g(x) kolem osy x.

#9:  [s, g(s)-C0OS(t), g(s)-SIN(D)]
#10: [s, f(s).-COS(t), f(s)-SIN(t)]

Abychom dostali skute¢né jenom zkoumané téleso, musime nastavit meze
parametru s (ktery plni roli x-ové souradnice). Proto k zobrazeni vyrazi #9,
#10 v 3D grafickém okn& pouzijeme misto tlatitka [L] radgji posloupnost
piikazii Vlozit —» Graf... z nabidky tohoto grafického okna. Tak se nam totiz
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otevie dialogové okno ,, Parametry grafu”, v némz vyplnime potrebné hodnoty:

%]
Minimurn  aximum Poiet panel
s |SORTEVZ ERIEE J20
[8 I-p\ Ipi IZU
Welikost bodu I 'l

V dialogu, ktery naseduje, miZzeme, ale nemusime, zménit i barevné vlastnosti
grafu. Po dokon¢eni procedury dostaneme vySetiované téleso.

Obr. 30: Rotaéni téleso — feSeni Prikladu 16.4

112



16.3. Integr & ni soudty. Bali¢ek funkci ,, I ntegraly.mth*

Diky programovacimu jazyku Derive (viz kapitola 10) mazeme vestavéné funkce
programu obohatit o funkce vlastnoru¢né naprogramované a tim program co nejvice
prizpasobit naSim zaméram. Takové funkce nam umozni soustredit silu programu
i zakovu pozornost rovnou na probiranou skutecnost. VeSkeré pomocné vypocty,
jejichz provéadéni by pro dany vzdélavaci Ucel nebylo efektivni, jsou skryté. V této
kapitole si predstavime balicek takovychto funkci, které byly vytvoieny na podporu
vykladu definice urgitého integrédlu pomoci dolniho a horniho integrédlniho souctu.

Balicek, kterému budeme tikat ,, Integraly”, je tvoren ¢tyimi funkcemi pro zobrazeni
avypocet dolniho, resp. horniho integralniho souctu:

Do1niS_G(f,a,b,n), DolniS(f,a,b,n),
HorniS_G(f,a,b,n), HorniS(f,a,b,n),

kde f je predpis funkce, a, b piedstavuji dolni a horni mez a n je poget intervali
prisusného deleni. Definice funkci uloZzime do balicku funkci, ktery pojmenujeme
Integraly.mth (kompletni kéd je uveden v prilohach). Nyni mazeme graficky
i po¢etné demonstrovat vyznam dolnich a hornich integrdlnich souéti pro vypocet
urcitého integrélu spojité funkce.

Uvazujme napiiklad ur¢ity integral od dvou do deseti funkcem(x) := LOG(x). Plati

10
[ mx) dx = 13.63955656.
2

Po natteni balicku funkci Integraly.mth mizeme zatit zkoumat, jak se méni
hodnoty dolniho a horniho integralniho souctu s rostoucim poctem intervalt déleni
ajak souvisgji s vySe uvedenou hodnotou odpovidajiciho urcitého integralu.

Na nasdledujicich obrézcich vidime vysledky zobrazeni funkci

Do1niS_G(m(x),2,10,4), HorniS_G(m(x),2,10,4),
Do1niS_G(m(x),2,10,8), HorniS_G(m(x),2,10,8)

v 2D-grafickém okné spolu s vypoéty hodnot odpovidajicich souéti.

Pro spravnou ¢innost grafickych funkci je treba nastavit tyto volby 2D grafického
okna:

Moznosti - Zjednodusit pfed vykreslenim

Moznosti » Zobrazeni —» Barva - vypnout automatickou zménu barvy
MozZnosti —» Zobrazeni -» Body - Spojovat Ano
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DolniS(m(x),2,10,4) = 11.90128510, HorniS(m(x),2,10,4) = 15.12016093

DolniS(m(x),2,10,8) = 12.80182748, HorniS(m(x),2,10,8) = 14.41126539

JiZz z téchto dvou ukazek je patrné, Ze pri postupném zjemrovani déleni intervalu se
hodnoty dolniho a horniho souétu priblizuji, kazdy ze své strany, k hodnoté
vypocitané.

Pomamka: Kompletni kéd funkci definovanych v balicku Integraly.mth je
uveden v prilohach
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17. Rovnice a nerovnice

Znastroji Derive se pii feSeni rovnic kromé vestavénych funkci (SOLVE,
SOLUTIONS, NSOLVE, NSOLUTIONS), které jsou uréeny pro symbolické
i numerické teSeni, dobie uplatni zejména grafické funkce programu amoZznost
provadét jednotlivé Gpravy rovnice krok za krokem

17.1. Upravy rovnic

Derive umoziuje provédét Upravy rovnic krok za krokem, tak, jak postupujeme pri
pocitani na papiie ¢i tabuli. Velice jednoduse miZeme provadét rizné pocetni
operace sobéma stranami rovnice souc¢asné a neugtdle sledovat vliv téchto Uprav na
dil¢i rovnice, od zadani az po vysledek. Pomoci piikazu pro substituci mizeme
potom snadno vykonat zkousku.

Piiklad 17.1; Redte rovnici 2x + 5= 27

Regeni:
#1: 2x + 5 = 27

Jak bylo feceno vySe, program Derive umoziuje provadét Gpravy rovnic primo na
pracovni ploSe.

Chceme-li naptiklad od obou stran vySe uvedené rovnice odecist 5, napiSeme na
piikazovy fadek jednoduse #1-5 (tj. na rovnici se odkazujeme prostiednictvim
proménné #1) nebo rovnici zkopirujeme do zavorek pomoci F4 a odecteme od ni
onu patku.

Na néasledujicim fadku okna Algebra potom dostaneme (t€z Obr. 30):

#2: (2x + 5 =27) -5

Po zjednoduseni pitkazem Zjednodu$it - Zakladni zjednoduseni (=]
dostaneme vysledek

#3: 2x = 22
V dalSich Upravach pokracujeme ve stejném duchu (Obr. 30). Pocetni vysledek

potom muzeme konfrontovat sgrafickym feSenim rovnice. To dostaneme tak, ze
zobrazime zvl&X’ levou azvla¥t’ pravou stranu rovnice (Obr. 30, grafické okno).
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Obr. 30: Upravy rovnice agrafick

17.2. Symbolické a grafické i-eSeni rovnic.

R S
& i ot g
#2 2. 5=27)-5
e (2% + Bl
y=27
#3: 2:x = 22
2% 22
£l #4
#5 x =11
x
0 -30 -20 -10 10 20 30 4
-10
-20
-30
—40
[ wigzk: 10,9674, 27 [Nastied: 0, 0 [méftka: 10 10

Program Derive umoziuje jednoduse a rychle kombinovat symbolické, numerické

agrafické reSeni rovnic.

Piiklad 17.2: V R fe&terovnici

2% =

N~

Reseni:

Odedeme rovnici do okna Algebra a nechédme ji zvyraznénu

2 1
#1:  JQ@Ix] - x) = —
2

V 2D grafickém okn& zobrazime zvl&¥’ levou a zvlas’ pravou stranu rovnice.
K odhadu feSeni pouzijeme rezim Trasovat grafy, ktery aktivujeme (i deaktivujeme)

stisknutim tlagitka [%]. Grafické feSen

Z obrazku také hned vidime, Ze zajimavou Ulohou by bylo feSeni prisluin
parametrické rovnice \/2|X- x* =a sredlnym parametrem a.

i rovnice vidime na nasledujicim obrazku.
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2D-graf 1:1 Trasovani v¥razu #1 =]

i

-2 il St -0.5 0.5 il 1.5 Fi

V&mbolické feSeni provedeme jiz zndmym zptasobem pomoci posloupnosti prikazi
Resit -» Vyraz...

V prislugném dialogovém okng ,ReSit vyraz* (Obr. 6) vybereme pro symbolické
reSeni metodu Algebraickou aobor realnych ¢isel.

Chceme-li znédt vysledek i ve formé desetinného cisla (viz #4), zvyraznime na

pracovni ploSe vysedek symbolického feSeni #3 a <stiskneme tlagitko
(Aproximovat).

2 1
#2: SOLVE[J(2-|X| - X)) = —, X, Rea1]
L 2 )

#3: x=- ——-1lvx=1- —VX=—-1vx=—+1

#4: x = -0.1339745962 v x = 0.1339745962 v x = -1.866025403 v x =

1.866025403
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17.3. Numerické feSeni rovnice

PRIKLAD 17.3: Redte v R rovnici x* = 0.75%7.

ReSeni:

Rovnici tedime nejprve pifmo, pomoci posloupnosti Resit - Vyraz...

Vydedkem je jenom jedno feSeni x = 3/4, které je ale ziejmé jiz pti letmém pohledu
narovnici (Obr.31, tadky #2, #3). Otézkou je, zda je to jediné feSeni dané rovnice.
Odpovéd nam pomiize najit grafické feSeni rovnice. Postup zname z predchoziho
prikladu. Vysledek vidime na Obr.31. Ted’ uz tedy vime, Ze Uloha méaieSeni dve.

-ioix
Soubor Upravy Wit Privodce Ziednodufic Reft kalkul Mo¥nosti Okno Mapowdds
DEEE & RBX BfmE| =% &% lna [ ZI|+X% &
—oix
I — A
4 ® 0.75
#1 x =075
® .75
#2 SOLVE(x = 0.75 , %, Real)
Akgty
3
#3 ¥ = —
4
X 0.7
#4 NSOLVE(x = 0.75 . %, 0, 0.5)
1
#5
0.5

[Zjedn(Resit(#1,%)) 3 o.0205

Obr. 31: NumerickéieSeni rovnice

V zhledem k povaze rovnice (transcendentni) je zigjmé, Ze ono druhé ieSeni Ize urgit
pouze priblizng, numericky. Abychom numerickou metodou dostali viechna feSeni
rovnice, je vétSinou nutné programu v dialogovém okng , ReSit vyraz"

Resit vyraz #1 x|

FBiedit proménng Metoda fedeni Definicni obor Fegeni Hranice fesen

' Algebraicky © Komplesri Sisla Hori: 0.5
& Numericky " Pedlna tisla
' Dbgje & Hranice ot o

0K | Redit I Starmio |

zadat pro kazdy koien hranice intervalu, v némz ma byt hledan (pti feSeni prikladu
dle Obr. 31 jsme pouzili hranice 0 a0.5). Pro urceni vSech téchto intervali je idedlni
pouzit grafickeé ieSeni rovnice.

DalSim piikladem feSeni rovnice kombinaci grafické a numerické metody je Priklad
13.5 uvedeny na strané 63.



17.4. Goniometrickérovnice

Goniometrické rovnice miaZeme fesit v radianech nebo ve stupnich. Je tieba védst,
Ze Derive ,neumi“ zapsat nekonetné mnoho feSeni rovnice. Vzdy vypiSe pouze
nékolik kofent zokoli pocétku. Proto je dobré vysledky piikazu SOLVE
(SOLUTIONS) vzdy konzultovat s grafem a se svym Usudkem.

L L L 1
PRIKLAD 17.4: ReSte v R rovnici SH’](X+%) = 3

ReSeni:

Predpokladame originalni nastaveni programu, pri kterém je zvolena reprezentace
Uhla v radianech, tj. nakarté MozZnosti —» Nastaveni... » Zjednodu$eni je v poli
Jednotka Ghlu uvedeno , Radian” . ReSeni provadime pomoaci posloupnosti pikazi
Resit - Vyraz... grafického rozhrani programu.

m 1
#1: SIN| X + — | = —
2

g 1
#2: SOLVE|SIN|x + — | = —, x, Real
2) 2 )

5.m m m
#3: X= ——VX=—=——VX=  —
3 3

w

ReSeni stgjné rovnice ve stupnich:

Pokud nechceme ménit nastaveni jednotky Uhlu na vy3e uvedené kartg, staci pouzit
symbol stupné ° (nebo slovo DEG), ktery napiSeme stisknutim prislusného tlacitka
na panelu matematickych symboli. Jinak uvidime, Ze je pak jedno, zda napiSeme
fazové posunuti pomoci stupiitt nebo radiani.

1. moznost
/g 1
#4: SIN| x° + — | = —
\ 2 ) 2
( ( m) 1 )
#5: SOLVELSIN[X° + __J = —, x, Rea'IJ
2 2
#6: x =300 v x=-60vx =260
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2. moznost

1
#7: SIN(x® + 90°) = —
2
( 1 B
#8: SOLVELSIN(X° +90°) = —, Xx, Rea1J
2
#9: x =300 v x=-60vx =260

Jak uvidime v nasledujicim prikladé, nékdy je tieba programu pomoci sUpravou
rovnice.

Piiklad 17.5: Re&tev R rovnici cos3x +2cosx =0.

Regeni:

#1: COS(3:x) + 2-COS(x) =0

Primé ieSeni prikazem SOLVE neprinese vysledek:

#2: SOLVE(COS(3-x) + 2-CO0S(x) = 0, x, Real)

#3: C0S(3-x) + 2-COS(x) = 0

Pomtizeme tedy programu nastavenim vhodného sméru Uprav goniometrickych
vzorca:
Moznosti » Nastaveni.. » Zjednodu$eni - Trigonometrickd - Expand

#4: Trigonometry := Expand

Rovnici poté jesté podrobime zakladnimu zjednoduSeni ([=)).
3

#5: 4.C0S(x) - COS(x) =0

Nyni ji bez probléma vyreSime:

3
#6: SOLVE(4.-C0S(x) - COS(x) = 0, x, Real)

#7:
5.m 4.1 2-m 2.1 m

X = — vV X = vV X = — — VXX ——VX=—- —V
3 3 3 3 3
m 3.m m m

X = — V X = VX =Z—=—VX = —
3 2 2 2
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17.5. Iraciondlni rovnice

Doporuéeni z predchozi ¢asti textu, konfrontovat vysledky feSeni rovnic prikazem
SOLVE sieSenim grafickym a svlastnim Gsudkem, plati nejenom pro goniometrické
rovnice. V nadedujicich prikladech s ukaZzeme, Ze je tieba byt obezietny i v pripadé
iraciondnich alogaritmickych rovnic.

Piiklad 17.6: Redtev Rrovnici vX- 2 =+/2x- 3

Regeni:

#1:  J(x - 2) = J(2-x - 3)

#2:  SOLVE(/(x - 2) = J(2-x - 3), x, Real)
#3: x =1

Vysledek x = 1 ale prece nepatti do definigniho oboru rovnice! Ze rovnice nema
v oboru redlnych ¢isel Zadné feSeni je patrnéi z jejiho grafického feSeni:

-1

Vysledek zkousky dosazenim (Zjednodusit — Substituce proménné...) odhali
pricinu této zdanlivé chyby:

#4: J@A -2) = J2-1-3)

1
~

#5: L

Derive totiz feSi vSechny rovnice v oboru komplexnich ¢isel. BohuZel, bez ohledu na
nastaveny defini¢ni obor proménné (Privodce — Defini¢ni obor promé&nné...).
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17.6. Logaritmickérovnice

Pripomenime, co jiz zaznélo v kapitole 11.3, vénované logaritmickym vyrazam.
Vyrazy LOG(x) a LN(x) shodn¢ reprezentuji ptirozeny logaritmus. Dekadicky
logaritmus musime zapsat vyrazem LOG(x,10). Pro feSeni rovnic je zasadni
informaci, Ze logaritmus je v Derive definovan v komplexnimu oboru a mé smys
i pro zaporné hodnoty argumentu. V nésledujici Gloze vidime, co to miZe zpasobit.

Piiklad 17.7: Re&ev R rovnici: log(x +4) +log(x- 2) =log(x+3)

Regeni:
#1: LOG(x + 4) + LOG(x - 2) = LOG(x + 3)

#2: SOLVE(LOG(x + 4) + LOG(x - 2) = LOG(x + 3), x, Real)

3./5 1 3./5 1
#3: X=- —m - — VX = — - —
2 2 2 2

#4: x = -3.854101966 v x = 2.854101966

Prvni feSeni evidentné nepatii do defini¢niho oboru rovnice.

Grafické reSeni ukazuje, Ze rovnice mé jediné realné redeni:

. },zLoV
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18. Soustavy linearnich rovnic

18.1. P¥imé reseni

Piimym feSenim zde rozumime teSeni s pouzitim funkce SOLVE nebo SOLUTIONS.
K provedeni funkce SOLVE pouzijeme bud’ rozhrani programu (potom piikaz

nemusime znat), nebo ho rovnou napiSeme do piikazového radku. V piipadé funkce
SOLUTIONS pripada v ivahu jenom druhda moznost, prikazovy radek.

18.1.1. Soustava sjedinym ieSeni

Priklad 18.1: Redte v R soustavu linedrnich rovnic |
x+3y+2z2=5
2x+y+z=2
X+y+5z=-7

ReSeni:

Posloupnost pifkazi  Resit — Soustavu rovnic... vede k , formul&i“, do

kterého rovnice zapiSeme (pokud je jiz mame na pracovni plose, tak je
piekopirujeme nebo preneseme pomoci F3). Potom stiskneme tlagitko Resit.

Algebraické teSeni miZzeme snadno a rychle doplnit obrazkem. Staci postupné
zvyrazinovat rovnice, které se objevi na pracovni plose jako parametry prikazu
SOLVE (viz #1), a dive popsanym zpisobem je zobrazovat v 3D grafickém okné.

#1: SOLVE([x + 3.y +z =5, 2X+y +z2=2, X+Yy + 5.z=-7],
[x, y, zDD

#2: [x=1Ay=2nAn2z=-2]

Obr. 32: Grafické feSeni, soustavy rovnig. Y
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Upravy grafu

Jak vidime na obrézku 32, grafické znazornéni feSeni soustavy by potiebovalo jedté
doladit. Prasecnice rovin jsou zubaté a nékomu by mohla vadit i viditelna sitova
struktura ploch. Sit’ snadno skryjeme, zubaté priiseénice miZzeme zjemnit, idednimi
ptimkami ale nikdy nebudou.

Pii zméné parametrd jiZ existujici plochy tuto plochu nejprve oznatime kliknutim
mysi (sit' plochy zbgld), potom vyvoldme posloupnost piikaztt 3D grafického okna
Upravy - Graf... (stejného efektu dosdhneme uzitim pravého tlagitkamysi).
Objevi se toto dialogové okno:

Grafické vlastnosti ¥yrazu #1 x|

Parametry grafu | Barva graful

inirmurm M awimurm Potet paneli
iy |-5 |5 40
v |5 B [40

Welikost Bodus I - l

0k I Stormo I Népovédal

Pokud chceme dogtat hladsi plochy a zjemnit jejich prasecnice, zvySime na karté
Parametry grafu pocty panelt, které uréuji hustotu sité plochy. Bohuzel, pri
zvySovani poctu paneltt se neprijemné prodluzuje doba zobrazovani plochy. Na
kart¢ Barva grafu potom mizZeme kromé nastaveni barvy grafu také vypnout
zobrazeni sité plochy.

Pro okamZité nastaveni parametri grafu hned pti jeho zobrazovéni pouzijeme
posloupnost prikazii Vlozit — Graf, jak je uvedeno v kapitole 9.2.

Funkce SOLUTIONS

Pokud chceme sieSenim soustavy dale manipulovat, je vyhodngjsi pouzit funkci
SOLUTIONS. Ta sice neni ,o3etrena’ grafickym rozhranim, ale jeji syntaxe je
totoznd sfunkci SOLVE. Nejsnadngjsi je tedy vyraz #1 prenést na vstupni tadek
pomoci klavesy F3 aslovo SOLVE prepsat na SOLUTIONS:

SOLUTIONS([x + 3.y + z =5, 2.X +y +z2 =2, x+Yy + 5.z =-7],
[x, y, zD

Tento vyraz potom odeSeme na pracovni plochu, kde provedeme jeho zakladni

zjednodugeni. Vysledkem je vektor feSeni, k jehoz slozkdm se dostaneme pomoci
dolniho indexu (operédtor y nebo SUB).
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18.1.2. Soustava, ktera nema reSeni

Pokud nema soustava rovnic reSeni, vysledkem funkce SOLVE (SOLUTIONS) jsou
prézdné zavorky [ ] (viz vyraz #2 v ieSeni nasledujiciho prikladu).

Piiklad 18.2: Re&te v R soustavu lineédrnich rovnic:

X+3y+2z=5
2x+y+z=2
X-2y=-7
Reeni:
#1:

SOLVE([x + 3:y + z =5, 2.x +y +z =2, x-2.y=-7], [x,y, zD

#2: []

18.1.3. Soustava s nekoneéné mnoha reSenimi

Piiklad 18.3: Re&te v R soustavu lineédrnich rovnic:
x+3y+z=5
2X+y+z=2

-5y-2z=-8
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ReZeni:
Porovnejme dva zptsoby ieSeni této soustavy:

1. ReSime vzhledem ke vem tiem neznamym x, y, z.

#1: SOLVE([x + 3.y +z =5, 2.Xx+y +z=2, -5y -z =-8],
[x, y, zD

2.z 1 z 8

#2: X+ — = — AY + — = —
5 5 5 5

2. Redime vzhledem k vybranym , zakladnim* neznamym x, y.

#3:
SOLVE([x + 3.y + z =5, 2.Xx +y +z=2, -5.y —z=-8], [x, y])
1- 2.z 8 -z
#4: X = — — Ay = ———
5 5

Zéapis #4 odpovida, na rozdil od vysledku #2, obvyklému zpisobu zapisu feSeni
takovéto soustavy.

Zaveér

Jak uvidime jesté v piikladu 18.5, pii feSeni soustavy rovnic, ktera ma nekonecné
mnoho feSeni, je vhodngjsi druhy z vySe uvedenych zptaisobii pouZiti prikazu SOLVE.
Ten spocivad vtom, Ze v piikazu uvadime jako neznamé pouze tzv. z&kladni
neznameé dané soustavy.

18.2. UZiti matic p¥i FeSeni soustav linedr nich rovnic

Budeme pouzivat tyto funkce Derive: APPEND_COLUMNS, FORCEO, PIVOT, RANK,
SUBRACT_ELEMENTS, SWAP_ELEMENTS, ROW_REDUCE, MINOR, DET.

Frobeniova podminka.
Ovéieni feSitelnosti soustavy. Prevadime rozSirenou matici soustavy na Gaussiv
tvar. Zji& ujeme hodnost matice soustavy a rozsitené matice soustavy.

Piiklad 18.4: Redte v R soustavu linedrnich rovnic <1

x+3y+2z2=5
2x+y+z=2
X+y+5z=-7
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ReSeni:
K dané soustavé musime sami vytvorit matici soustavy:

13 1
#5: A=]2 1 1
L1 1 5]

avektor pravych stran:

[ 5]
#6: B::l 2‘
-7

Vytvorime rozsitenou matici soustavy:
#7:  Aroz := APPEND_COLUMNS(A, B)
[1 3 1 51

#8: Aroz = | 2

=
=
N

115—7]

aovetime splnéni Frobeniovy podminky:

#9: RANK(A) = 3
#10: RANK(Aroz) = 3
Eliminace

Soustavu miZzeme feSit primo, pomoci funkce ROW_REDUCE, kter4 odpovida
provedeni Gaussovy-Jordanovy eliminace. Vydedny tvar matice se nazyva ,row
echelon form*.

[1 0 0 1]
#11: ROW_REDUCE(A, B) = I 0 10 2 |
0 0 1 -2 J
ReZeni soustavy dostaneme v poslednim sloupci této matice, tj. x= 1,y = 2, z= -2,
Program Derive nam nabizi i funkce, sjejichz pomoci mazeme eliminaci rozsitené
matice provadét postupng, krok za krokem, stejné jako na papite. Jedna se o funkce

PIVOT, FORCEO, SWAP_ELEMENTS a SUBTRACT_ELEMENTS. Jgjich presny vyznam
azpasob pouZziti zde nebudeme objasiiovat, v3e potiebné najde ctendr v napoveds.
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#12: Arozl := PIVOT(Aroz, 1, 1)

#13: Arozl = 0 -5 -1 -8

[ 1 3 1 5 ]

0 -5 -1 -8
#14:(Aroz2 := PIVOT(Arozl, 2, 2)) = Aroz2 :=
22 44
o0 0 — - —
L 5 5

Uzti inver zni matice
V pripadé regularni soustavy mizeme k rychlému feSeni pouzit inverzni matici
k matici soustavy A.

#15: A -B = | 2 |
L

Dostavametak jiz znaméieSeni x=1,y=2,z=-2.

Cramerovo pravidlo

Pri odkazovani na ¢asti matice (prvky, fadky, sloupce) vyuzijeme klicova slova
SUB, SUB SUB (presngji feceno, s nimi aternativni symboly y, 1), ktera uvadgji
dolni indexy maticové proménné. Ocenit mazeme i funkci MINOR pro vytvoreni
submatice. Detailni informace o téchto i dalSich nastrojich pro préaci smaticemi
najde ¢tendi v ndpovedeé. Zde si jenom pro usnadnéni pochopeni nasledujicich radki
feknéme, Ze vyrazem Ay [2, 3] rozumime matici, ktera je tvorena jenom 2. a 3.
sloupcem matice A, vyrazem Ay [1] pak matici (sloupcovy vektor) tvorenou pouze
prvnim sloupcem matice A.

#16: Al := APPEND_COLUMNS(B, Ayi[2, 31
#17: A2 := APPEND_COLUMNS(Ay1([1]1, B, Au1[3D

#18: A3 := APPEND_COLUMNS(A1.[1, 2], B)

[ 5 3 1
#19: Al = l 2 11 J
-7 1 5
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1 5 1
#20: A2 = 2 2 1
1 -7 5
[ 1 3 5
#21: A3 = 2 1 2
1 1 -7
DET(AL)
#22: Xz ————— | =x:=1
L DET(A) J
( DET(A2)
#23: ly = ———J = -2
DET(A)
( DET(A3) )
#24: z = — | =z = =2

DETCA) J

18.3. Soustava s nekoneéné mnoha resenimi

Priklad 18.5: Rozhodnéte o feSitelnosti dané soustavy linearnich rovnic. Pokud
reSeni existuje, urcete ho.
X +2% - X +3%, =1
- 3% - 6%, +5%,- 10x, =-1
2% +4x,+5x, =4
X +2X, + X3+ 2%, =3.

ReSeni:

PEimym teSenim zjistime, Ze soustava ma nekone¢né mnoho feSeni. Vysedek vk
neni ve tvaru, obvyklém pro zapis nekone¢né mnoha reSeni.

#1: InputMode := Word

#2: SOLVE([x1 + 2-x2 - x3 + 3-x4 =1, - 3.x1 - 6-x2 + 5-x3 - 10-x4
=-1, 2:x1 + 4-x2 + 5-x4 =4, x1 + 2-x2 + x3 + 2-x4 = 3], [x1, x2,
x3, x41)

5.x4 x4 1
—:zsz——_:ll
2 2

r
#3: lxl + 2.X2 +
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Abychom zjigtili, které nezndmé Ize volit libovolng (nezékladni nezndmé) a které ne
(zékladni neznamé), prevedeme rozsitenou matici soustavy do Gaussova tvaru:

1 2 -1 3
-3 -6 5 -10
#4: A =
2 4 0 5
1 2 1 2 J
1
-1
#5: B :=
4
; |

K matici soustavy A ptipojime sloupec pravych stran B piikazem APPEND_COLUMNS

#6: Ar := APPEND_COLUMNS(A, B)

#7: Ar ==

Gaussovu eliminaci provedeme postupnou aplikaci funkce PIVOT

#8: Arl := PIVOT(Ar, 1, 1)

#9: Arl :=

#10: Ar2

PIVOT(Arl, 2, 3)
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[1 2 -1 3 1]
| 00 2 -1 2
#11: Ar2 :=
00 0 00
00 0 00

Nyni jiZ je ziejmé, které proménné volit jako (z&kladni) nezndmé (x1, x3) a které
nechat jako parametry (nezékladni neznamé) (x2, x4).

#12: SOLVE([x1 + 2-x2 — x3 + 3:x4 =1, — 3-x1 - 6-x2 + 5-x3 -
10.x4 = -1, 2-x1 + 4.x2 + 5:-x4 = 4, x1 + 2-x2 + x3 + 2.x4 = 3],
[x1, x3D)

4.x2 + 5.-x4 - 4

#13: x1 = -

2

Podobné jako piikaz PIVOT miZeme k eliminaci matice pouzit i piikez FORCEO
(syntaxe FORCEO(A,i,j,p)), kterym vSak vynulujeme vZdy pouze jeden prvek
(prvek aij) pomoci vybraného fadku (p).

K ziskani kompletnich informaci o ieSeni soustav rovnic doporucuji prostudovat y
nasledujici partie Napovédy programu: /

Naforméatovano: Derive

Menu Char Char, Pismo: 10 b.,
neni Tucné

Naforméatovano: Derive
Menu Char Char, Pismo: 10 b.

| Témata napovédy - Uzivatelské balitky, matematickych funkef, "
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Menu Char Char, Pismo: 10 b.,
neni Tucné

Naforméatovano: Derive
Menu Char Char, Pismo: 10 b.,
neni Tucné

Naformatovano: Pismo:
(vychozi) Arial, 11 b., neni
Tucné




19. Nerovnice a soustavy nerovnic

Pti feSeni nerovnic ocenime snadnou dostupnost grafického znazornéni.

Piiklad 19.1: Redte posetns i graficky nerovnici x? +x- 2£0.

Reeni:
2
#1l: x +x-2<20
Resime piimo, uZitim posloupnosti pifkaza Re&it — Vyraz... nebo zapisem
odpovidajiciho vyrazu s funkci SOLVE na prikazovy radek:

2
#2: SOLVE(x + x - 2 < 0, x, Real)

#3: -2 <x<1

V 2D grafickém okné zobrazime levou stranu nerovnice (parabola) spolu s jejim
feSenim netéadku #3 (pas):

Nerovnici miZzeme také nejprve upravit (viz kapitola 17.1)
2
#4: (X +x-2<0) -x+2

#5: X <2 -X
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apotom tesit graficky:

Ptipadné mazeme levou stranu nerovnice rozlozit:

#6: x-1D-x+2)<0

Piiklad 19.2: V R iedte nerovnici |x- 3> 1.ReSeni graficky znazomete.

ReSeni:
#1: Ix - 3] >1
#2:  SOLVE(|x - 3| > 1, x, Real)

#3: X <2VX>4

Zobrazime vyraz #1
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jednoduché, Ohraniceni: Pole:
(stinované jednoduché,
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e N . .. __ -1 Naformatovano: Radkovani:
Priklad 19.3: Redte graficky nerovnici [x +2 <1 N jednoduché, Ohranideni: Pole:

— (stinované jednoduché,
ReSeni: Automaticka, 1 b. 3itka &ary)
V tomto pripadé zobrazime kazdou stranu nerovnice zvlat’:

Elperive 6 =10i x|
- Soubor Upravy Wlodit Nastaver! MoSnosti Okno Mépovéda
D ES | B X |4~ R ] ek L e
- - - 4 ™/
¥
3
®
4 -3 -2 -1 1 2 3 <
BH wiek: 1, 1 Mastied: 0, 0 [méfitka: 11 1
]J v = 2= 2%
A - { Naforméatovano: Pismo: 11
Priklad 19.4: Redte graficky soustavu nerovnic: “1 \‘{ Naformatovano: zarovnani
N na stred, Radkovani:
x*+y£3 . _
Naformatovano: Réadkovani:
y- x30 jednoduché, Ohraniceni: Pole:
S—— (stinované jednoduché,

Reseni: - . ) . ) ) i Automaticka, 1 b. 3ifka cary)

Soustavu zapiSeme tak, Ze nerovnice spojime logickou spojkou AND, cely takto

vznikly vyraz zvyraznime a zobrazime.

2
#1: X +y<3Ay-x>0
®
-4 2 4
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20. Geometrie

V této kapitole si ukdZzeme moznosti uziti Derive k podpore vyuky geometrie,
predevSim analytické metody zkoumani geometrickych vztaha. PFi vyuce geometrie
ocenime na Derive jednoduchy prechod od algebraické formule kjejimu grafu,
moznos dynamizace grafické reprezentace Ulohy uzitim posuvniku, srozumitelného
zépisu vyrazi, ktery se jenom malo liSi od zapisu v ucebnicich a moznost
programovat vlastni funkce uzitim jednoduchého programovaciho jazyka. Je ziejmé,
Ze pii pocitatové podpoie vyuky geometrie pouZijeme piedevSim dynamické
geometrické programy (DGS - Dynamic Geometry Software) jako naptiklad Cabri
nebo Cinderella. Ma tedy program typu CAS (CAS — computer algebra system),
napiiklad Derive, v geometrii vibec n¢jaké uplatnéni? Urgits. Diky Uzkému
propojeni mezi symbolickymi formulemi a odpovidajicimi geometrickymi objekty
muZe slouZit tfeba jako nastroj vizualizace analytické metody popisu geometrickych
vztahii. Nebo, diky moZnosti provadét symbolické vypocty, jako néstroj umozaujici
provést dikazy rtznych geometrickych vlastnosti. Navic, pomoci posuvniku
mazZeme ziskat dynamickou reprezentaci zkoumanych geometrickych vlastnosti
avztaha.

20.1. Reprezentace geometrickych objekti

Uvedeme zde jenom zékladni skutecnosti. Vycerpavajici piehled moznosti
programu najdeme v Népoveéds. Konkrétni priklady a postupy vénované geometrii
jsou uvedeny v knize [10], ktera je dodavana s programem Derive.

=
soubor Opravy Wiodt Privodes Ziedrodust Fest Kalku Mofnosti Okno Mépovéda

DEEE % 2R X |F0wlE =8 QW nd fZI|+5% &

o =

x*24(y-2y"2=4 2 2
#: x +(y-2) =4

#2 [3.COS(t), 2.SIN(t)]
#3. y=-2x+3
|| #a [3, 2]
-3 1
#5 |: }
-1 -3
«|| #8:  useckaca, B) = [A, B]

&

[3.COS{t),2 SIN(t)]

|| #7 usecka([-3, -41, [1, -11)

#8

#1000 kruznice([2, -2], 1)

=3 -~ = 1
X124 x4y 244 y=-7 > 2
#11 ¥ o—dxty +4y=z 7

y=-2ex43
—4

Uz ivatel [

” v =¥ r gX Ikruzrﬂ(e(S‘ = x = SN2 + (y - 5202 = 2

Obr. 33: Geometrické objekty
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Pripomenme si, Ze Derive pracuje se tiemi typy oken. Pro symbolické a numerické
vypo&ty a psani programi vyuziva okno Algebra, pro dvourozmérné grafy okno 2D-
graf (Obr. 33) a pro téirozmérné grafy okno 3D-graf. Jednou z vyhod Derive je, ze
zadani geometrického Utvaru je minimalné zatizeno syntaktickymi pravidly
programu a zhruba odpovida béznému zapisu na papiie.

P¥imku, kruznici, kiivku

zadame jednodude rovnici nebo parametricky (viz Obr. 33, vyrazy #1,#2,#3).
Chceme-li obrazek, toto zadani zvyraznime a zobrazime v 2D(3D) grafickém okné
(tvorbe graft je vénovana kapitola 9, Tvorba grafu). Je tieba mit na paméti, Ze pro
pfimé znédzornéni parametrického vyrazu je vétSinou nutné aktivovat volbu
Moznosti —» Zjednodusit pfed vykreslenim z nabidky 2D(3D) grafického okna.

Bod
zadame vektorem souiadnic (Obr. 33, #4) azase obvyklym zpiisobem zobrazime.

Usetku

zadavame matici typu (2,2) jejimiz radkovymi vektory jsou soufadnice krajnich
bodii Usecky. Napt. matici/Usecku na fadku #5, Obr. 33 jsme na piikazovy radek
zadali ve tvaru [[-3,1],[-1,-3]1]. Pred vykreslenim piislusné Gsecky nesmime
zapomenout na volbu (pti aktivnim okn& 2D grafu): MoZnosti —» Zobrazeni... »
Body — Spojovat - Ano, jinak se nam zobrazi jenom krajni body Usecky. Pokud
je graficky objekt spojen srovnici, mizeme ho v 2D grafickém okné touto rovnici
popsat uzitim volby: MoZnosti —» Popsat nové grafy

Jiz v kapitole 10 (Programovani) bylo naznateno, Ze analytickd geometrie poskytuje
Siroké pole pisobnosti pro tvorbu vlastnich funkci. Na Obr. 33 vidime definice
funkci usecka(A,B) akruznice(S,r) pro snazsi kredeni téchto Utvari. V definici
funkce kruznice se objevuji dolni indexy u proménné S pro rozliSeni prvni a druhé
souiadnice stiedu. K zapisu dolnich indext na prikazovém fadku pouZijeme Sipku |
z panelu matematickych symboltt nebo slovo SUB. Abychom dostali rovnici
kruznice, musime ptikaz po odeddni na plochu zjednodusit (z&kladnim
| zjednodugenim [=)).
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Zakladni geometrické Gtvary - SHRNUTIT

=
1

[2, 3]
L:= [2, -3, 4]

Parametrické vyjadreni:
#1: A = [2,3]

#2: B = [-1,4]

#3: A+ t-(B-A)

#1: A = [0,2]

#2: B = [6,-1]

#3: [A, B] (Body - Spojovat)

Stfedova rovnice:
#1 S := [m,n]

#2: r =
2 2
#3: x-S) + &y -5)
1 2

Algebraicka rovnice:
2 2

#1: x - 4.x.y -y +4.x+1=0

Bod

vice bod{ najednou:

#4:

PFimka

H

Obecna rovnice:

#1:

Useéka

3:.x -2y +1=0

Kruznice (elipsa)
Parametrické vyjadreni:

r

#1:

#2:

#3:

a:=3
b:=5
[a-COS(t), b-SIN(t)]

Trojuhelnik (n-uhelnik)

#1: A = [0,2] #1: A = [0,2,5]
POLYGON_FILL([A,B,C])

#2: B = [6,-1] #2: B = [6,-1,-2]
#3: C = [-4,3] #3: C = [-4,3,1]
#4: [A, B, C, A] #4: [A, B, C, A]

Rovina
Parametrické vyjadreni: Obecna rovnice:
#1: A :=[1,2,-1] #1: x - 2.y +5.-z-1=0
#2: u = [1,0,2]
#3: v :=[0,2,3]
#4: A + t-u + s.v
Koule Kuzelova plocha Vélcova plocha
SPHERE(r, u, t) CONE (alpha, theta,z) CYLINDER(r,theta,z)
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Priklad 20.1: Je dan trojuhelnik ABC; A=[3,-1], B=[15], C=[-4,-2].
Vypoctéte obvod a obsah trojuhelnika ABC.

Reeni:

#1: A:=[3, -1]
#2: B :=[1, 5]
#3: C:=[-4, -2]

Abychom mohli trojuhelnik nakreslit, zapiSeme jeho vrcholy do vektoru. Pred
zobrazenim nezapomeneme aktivovat volbu MoZnosti - Zobrazeni... » Body -
Spojovat —» Ano

#4: [A, B, C, Al

K popisu grafu pouzijeme piikaz 2D grafického okna Vlozit - Poznamka... ("%).

Nastavime rezim ,, Case sensitive”’ pro rozliSovani mezi velkymi amalymi pismeny,
aby zapis odpovidal zvyklostem:

#5: CaseMode := Sensitive
#6: a:= |C - B
#7: b= |C - Al

#8: c:= |B - Al
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Obvod:

#9: O=a+b+c

#10: 0 =74 + 2.J10 + 5.2
#11: 0 = 21.99794839
Obsah
a) UZitim Heronova vzorce:

0
#12: s = —

2

#13: S = J(s-(s - a)-(s — b)-(s - )
#14: S = 22

b) UZitim vzorce pro dvé strany avnittni Uhel jimi sevieny.
Uhel ziskame feSenim nadedujici rovnice:

[(B - AY-(C- M

#15: COS(o) =
|IB - Al-|C - A]
[(B - A)-(C - A
#16: SOLVE|COS(x) = , o, Real
|IB - Al-|C - A]
2 2 3. 2
#17: o = ACOT| —— | v o« = ATAN| — | + v o = - ACOT| ——
C11 ) (11) 2 (11 )

Z nabidnutych feeni (#17) vybereme jednu hodnotu a ptifadime ji proménné o

( 2)
#18: o := ACOTL—J
11
Potom definujeme hodnotu proménné obsahu S1  prislusnym vzorcem
1
#19: S1 := —.b-c-SIN(x)
2

azakladnim zjednoduSenim zjistime jeji hodnotu:
#20: S1 = 22
K zobrazeni trojuhelnika mazeme pouZzit i funkci POLYGON_FILL :

#21: POLYGON_FILL([A, B, CI)
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20.2. Tvor ba vlastnich uzivatelskych funkci

Programovéni funkci v Derive se podrobné vénuje samostatné kapitola knihy (kap.
10). Zde jenom na nékolika piikladech pripomeneme, Ze pravé v geometrii se da
moznogs vytvéieni vlastnich funkci dobie vyuzit. Pokud s predem vytvorime
specidlni funkce pro dil¢i akce a objekty, napiiklad funkci OsaUhlu, nejsme pii
feSeni dozitgjSich problémi, napriklad pii uréovani stiedu kruznice vepsané
trojuhelniku, obtéZovani zapisem dlouhého kédu a mizeme se soustiedit na jadro
problému. Na nadedujicich strankach si predstavime balicek takovych
»~pomocnych* geometrickych funkci.

20.2.1. Vzdalenost mimobézek

Priklad 20.2: Napi&e v Derive funkci pro vypocet vzdalenosti dvou mimobézek p,
g, z nichz kazda je ur¢ena bodem a smérovym vektorem; p: A=[10,]],

U=(-4,21;q:B=[21-1], V=(-31-1).

Regeni:

Funkci nazveme VM, bude mit syntaxi VM(A,u,B,v) apro jei definici vyuzijeme

vzorec

® r,r

ABXU " V)

VM(A,u,B,v) = TT ,
u’ v
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kde VM je vzdalenost dvou mimobgzek, z nichz jedna je dana bodem A a smérovym
vektorem U, zatimco druha je dana bodem B a smérovym vektorem V.

Nez budeme funkci definovat, miZeme (neni to nutné) deklarovat pouzité proménné
A, B, u, v jako vektory:

Privodce - Definiéni obor promé&nné... -

napiseme jméno promenné a puntikem vyznacime Defini¢ni obor: Vektory — OK
Toto opakujeme pro vSechny &tyii proménné.

Pro zépis absolutni hodnoty redlného ¢ida (v citateli zlomku) i normy vektoru (ve
jmenovateli) pouzijeme funkci ABS( ) nebo jako zavorky svislou dvojéarku |
z klavesnice (1x1).

Na piikazovém fadku definujeme funkci VM takto:
VM(A, u, B, v) := ABS((A - B)-CROSS(u, v))/ABS(CROSS(u, v))

ReZeni v okné Algebra:

#1: A= [1, 0, 1]

#2: u:=[-4, 2, 1]
#3: B:=1[2, 1, -1]
#4: v = [-3, 1, -1]

| (A = B) x CROSSCu, V)|
#5: VM(A, u, B, v) :=

|CROSSCu, V)|
2./682
#6: VM(A, u, B, v) = —
31
#7: VM(CA, u, B, v) = 1.684847078

20.2.2. Bali¢ek funkci , Geometrie"

Priklad 20.3: Je dén trojuhelnik ABC svymi vrcholy. Urete stied kruznice vepsané
trojuhelniku a spolu s touto kruznici ho zobrazte; A=[-3,-3], B=[4,-2], C=[0,3]

ReSeni:

Budeme postupovat stejné jako pii konstrukénim teSeni. Stied kruznice vepsané je
uréen prasecikem os vnitinich Uhla trojuhelnika. Uréime tedy nejprve rovnice os
dvou vnittnich dhla, potom najdeme jejich prisecik a jeho vzdalenost od jedné ze
stran trojuhelnika. Nakonec kruZnici sestrojime.
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#1: A= [-3, -3]
#2: B == [4, -2]

#3: C

o, 31
#4:  [A, B, C, Al

Vyraz #4 zobrazime v 2D grafickém okné pii aktivni volbé Moznosti —
Zobrazeni... - Body - Spojovat - ANO. Dostaneme tak trojuhelnik ABC
(Oznageni vrcholt priddame pomoci Vlozit - Poznamka... nebo tlagitka’8)):

+
Osy vnitinich Uhla trojuhelnika zadame parametricky. Jako smérovy vektor osy Uhlu
pouzijeme soucet jednotkovych smerovych vektorii jeho ramen (viz obrazek na
strang 29, feSeni piikladu 10.2).

Osy oA, 0B, oC vnitinich thli pti vrcholech A, B, C:

( B - A C-A )
#5: oA = A + k- +

L |B - A IC - Al J

( A - B C-B )
#6: oB:=B + 1. +

L |A - B] |c - B8] J

(A -C B -C )
#7: oC:=C+ m. +

L |A - ] B -] )

Aktivujeme volbu 2D grafického okna MozZnosti — Zjednodusit pred
vykreslenim a zobrazenim vyrazi #5, #6, #7 prikreslime do trojuhelniku ABC
osy vnitinich Ghla (viz nésledujici obrézek).
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Pro uréeni stiedu kruznice feSime nésledujici rovnice s nezndmymi k, |, m (staci reSit
jenom jednu z nich, kdyZ vime, Ze v3echny tii osy maji spolecny jeden bod):

#8: oA = oB
#9: oA = oC

#10: R1 := SOLVE(oA = oB, [k, 1], Real)

45./410 125./41 150-./5 575-42
#11: R1 == k = - + + Al =
338 169 169 338
115../410 50-.41 1025-/5 615-,/2
+ - +
1014 169 507 338

#12: R2 := SOLVE(oA = oC, [k, m], Real)

45./410 125./41 150-./5 575-42
#13: R2 = k = - + + AMm=
338 169 169 338
15./410 115./41 369..,5 10252
+ + -
169 338 338 338

Stied kruznice vepsané dostaneme tak, Ze hodnotu jednoho z parametri k, |
dosadime (uZijeme tieba tlagitko fug) do piislusné parametrické rovnice:

3

#14: S = oA

[ (5 7-J2) (25 2Y 1
#15: S = [k- — 4 -3, k|]— + — | -3
5 10 5 10
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#16:

—_
5 10

[W45-J410 125./41 150.5 575.42 J { J5 7.2 ]
. _| -3,
338 169 169 338

45./410 125./41 150-5 5752 ] 2.5 J2 ] 3]

338 169 169 338 JU 5 10 J 1

— 0
|
+

#17: S = [0.3777273533, -0.5654718672]

Zobrazenim #17 priddme do obrazku prasecik os vnittnich thla S;

ReZeni Ulohy zavrime uréenim rovnice azobrazenim kruZnice vepsané trojuhelniku
ABC. Potiebujeme znat jeji polomér, tj. vzdalenost stiedu S od jedné ze stran DABC.

Patu kolmice spusténé z bodu S na stranu AB oznatime P:
#18: P:= A+ t-(B - A)

Potom musi platit podminka

#19: (S-P)-(B-A =0

Jgjiim feSenim ur¢ime t a po jeho substituci do parametrického vyjadieni P
dostaneme souiadnice paty P:
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#20: SOLVE((S - P)-(B - A) = 0, t, Real)

4226120173069
#21: t s ———
8102653125300
4226120173069
#22: P = A+ — (B - A)
8102653125300
5274881835583 20081839202831
#23: P = , -
8102653125300 8102653125300

Polomér R kruznice vepsané je potom roven vzdalenosti bodu S,P.
#24: R :=|S - P|

15500016810281-./2
#25: R

11343714375420

2 2 2
#26: (x-S) +(y-S) =R
1 2
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Pridejme k feSeni predchozi Ulohy jeste feSeni analogické Ulohy na kruznici opsanou
(to ¢tendr jiz spiehledem zvladne) a obé feSeni rozéleime na dilci kroky.
Dostaneme seznam akci, které se zigimé vyskytuji vieSeni fady jinych uloh
z geometrie. Pokud se nam nechce je porad opisovat, vyplati se tyto akce definovat
jako samostatné funkce programu Derive. Takto vznikly nadedujici funkce, ulozené
v bali¢ku ,, Geometrie.mth®.

1. Kolmice z bodu B ke p/imce, kterda ma smérovy vektor n:
KolmiceVBode(n, B) :=n-(B - [x, y]) =0
2. Sr/ed Usecky AB:

A+ B

StredUs(A, B) = ———
2

3. Osa Usecky AB:

OsaUs(A, B) := KolmiceVBode(B - A, StredUs(A, B))

4, Osa thlu AVB:
OsaUhlu(A, V, B, t, r, s) :=
Prog
r:= (A - V)/ABS(A - V)
s = (B - V)/ABS(B - V)
W:iIZ=r+s
V + t-w

5. Vzdalenost bodu B od primky p. Hodnotou parametru p je obecna rovnice této
primky:

VzdBp(A, g, p, m, n, q) :=
Prog
p := LHS(g) - RHS(g)
m := POLY_COEFF(p, x, 1)
n := POLY_COEFF(p, vy, 1)
q := POLY_COEFF(POLY_COEFF(p, x, 0), y, 0)
ABS(m-Ail + n-A2 + q)/J(m*2 + n"2)

6. Obecnd rovnice primky AB:

ObRovP(A, B) := DET | 1 2
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7. Rovnice kruznice opsané trojuhelniku ABC:

KrOpsana(A, B, Q) :=

Prog
SA :
sB :
sC:

OsaUs(B, CO)
OsaUs(A, O
OsaUs(A, B)

S := (SOLUTIONS(sA = sB, [x, yDi1
ro := ABS(S - A)
(x = SyD™2 + (y = Sy2)*2 -r0*2 =0

8. Rovnice kruznice vepsané trojuhelniku ABC:

KrVepsana(A, B, Q) :=

Prog
uA
uB
uC
pU

OsaUh1u(B, A, O
OsaUhTu(A, B, O
OsaUhTu(A, C, B)
(SOLUTIONS(SUBST(uA, t, k) = SUBST(uB, t, 1), [k, 11)):1

U := SUBST(uA, t, pUil)
rV := VzdBp(U, ObRovP(A, B))
(x = W2 + (y = n2)*2 -rv*2 =0

9. S7ed kruznice opsané trojuhelniku ABC:

StredKrOps(A, B, Q) :=

Prog
SA :
sB :
sC:

OsaUs(B, O)
OsaUs(A, O
OsaUs(A, B)

S := (SOLUTIONS(sA = sB, [x, yD)il

10. Stred kruzni ce vepsané trojuhelniku ABC:

StredKrVeps(A, B, C) :=

Prog
UA :
uB :
uC :
pU :

OsaUh1u(B, A, O
OsaUhTu(A, B, O
OsaUhTu(A, C, B)
(SOLUTIONS(SUBST(uA, t, K) = SUBST(uB, t, L), [K, L])i1

U := SUBST(uA, t, pUil)
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20.3. Priklady uziti Derive ve vyuce geometrie

20.3.1. Néstroj zkoumani a motivace

Casto probiha proces vyugovani a udeni se tak, Ze se 7k nejprve vhodng seznami
sngjakym jevem nebo vlastnosti a teprve potom, patii¢né zmotivovan, hleda jejich
podstatu. V téchto pocétesnich fézich muzeme pouzit Derive jako nastroj typu
LCernd skifinka“, tj. dostaneme feSeni, aniz by zak veédél ,jak" to program dela
Takovym zpiisobem miZeme Derive pouzit tieba pri zkoumani mnozin bodi dané
vlastnosti. Nejprve program nechame piislusnou mnozinu najit a zobrazit, potom
teprve hledame zptisob, jak bychom to udélali sami.

Priklad 20.4: Apolloniova kruznice

Jsou dany dva pevné body A, B. Urcete mnozinu (tj. vySetiete jeji tvar a rovnici)
vSech bodi P takovych, které spliwuji rovnost |PA|=3|PB|, kde |PA| a |PB| jsou
vzdalenosti bodu P od bodu A a od bodu B, v tomto poradi.

Regeni:

#1: A == [0, 0]

#2: B = [4, 0]

#3: P = [x, y]

#4: |P - Al = 3-|P - B|

V 2D grafickém okné zobrazime body A, B (tj. vyrazy #1, #2; nasavime velkou
velikost bodii pomoci Moznosti —» Zobrazeni...) spolu srovnici #4. RychlejSimu
vykreseni mnoziny feSeni #4 napomiZe aktivace reZimu Moznosti » Zjednodusit
pred vykreslenim.

2
¥

-1 1 2

-1

Z vysledku je patrné, Ze hledanou mnozinou bodi je kruznice. Chceme-li ukazat
cestu jejiho vzniku, pouzijeme posuvnik. Kazdy bod vySetiované mnoziny mizeme
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chépat jako prasegik dvou kruznic, jejichZz poloméry jsou v poméru 3:1. Rovnice
téchto dvou kruznic zapiSeme ve vektorovém tvaru:

#5: |P - Al = 3.k
#6: |P - B] = k

Do 2D grafického okna vlozime posuvnik pro parametr k, aktivujeme volbu
MozZnosti - Zjednodu$it pred vykreslenim a vyrazy #5, #6 zobrazime.
Vydedkem jsou dvé kruznice, jegjichz priseciky je vytvarena nami vySetfovana
(Apolloniova) kruznice.

LIl

o

V ,genealogickém” zpasobu feSeni miZeme pokrasovat vypodtem a vizualizaci
onéch priasecika. Pri feSeni prislusné soustavy rovnic #5, #6 pomiZeme programu
odstranénim odmocnin tak, Ze obé strany téchto rovnic umocnime na druhou. Na
prikazovy fadek tedy napiSeme vyraz ,,#5%2 and #6”2” aodeSleme (@):

2 2
#7: (P -A]l =3k A (P -B| = k)

2 2 2 2 2 2
#8: x -8x+y =k -16Ax +y =9k

Potom z prikazového fadku odeSleme vyraz ,,SOLUTIONS(#8, [x,y1)*:

2 2 2 2 2 2
#9: SOLUTIONS(x - 8x+y =k -16 AXx +y =9k, [x, yD

Vydedkem zjednoduSeni #9 je matice parametrickych vyjadreni prasecika:
2 4 2
k +2 J=k +5k -4

#10:

2 4 2
Lk +2 -J(-k +5k -4 1
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Vysedkem jejiho zobrazeni v 2D grafickém okné jsou dva body — prasegiky, které
spolu s kruznicemi #5, #6 reaguji na pohyb posuvniku.

ReZeni predchoziho prikladu miZe ve zvidavém jedinci stimulovat otézku ,Co se
stane, kdyz zménime tu podminku?* Naptiklad, kdyz misto |AP| = k|BP| uvazujeme
|AP|-[BP] =k, |AP| + [BP| =k, |AP| - IBP] = k atd.
Derive nabizi okamzitou odpovéd ve formé obrazku vysledné krivky (Obr. 34)
spolu s nastroji pro jejich dalsi vyzkum.

Soubor Upravy Wiodit Nastaveni MoZnosti Okno Mapovdda

DR & BX |+

e ks

Algcbra | DefmceRuzelesecseadh
R —————————S——
o #:  FL=[-3, 0
#2. F2=1(3, 0]
4 . #3: A=[x, vl
#:  |A-Fl]l + |A-F2| =8
#: ||A-F1 - |a-F2]] =4
2 #6: |A-Fl|:|a-F2| =10
|a - F1]
¥ =
m . |a - F2]
6 — 2 6 aD +bD +c
L/ b
#8&.  VedBp(D, a, b, <) =
2>
a +b
- ¥ )
#9. |
[ Krizek: 1.354839 , 4.030303 [Nnastied: 0, 0 |mgiitka: 2: 2
“ v =2z 2|
Obr. 34 Kiivky v roving
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Priklad 20.5: Definice kuzelosetky uzitim Fidici pFimky a ohniska

Kuzelosetka mize byt definovana jako mnozina bodi P v roving skonstantnim
pomérem vzdalenosti od daného bodu F (ohnisko) a od dané primky d (Fidici
piimka, directrix). Hodnota tohoto poméru, kterou znagime vétSinou e anazyvame ji
numerickou vystiednosti kuzelosecky, uréuje typ kuzelosecky. Pro O0<e<1
dostdvéme elipsu, pro e =1 parabolu apro e >1 hyperbolu.

Ilireﬁgml pouzijeme funkci VzdBp z balicku Geometrie.mth (str. 146). Proto tento
balicek nahrajeme do paméti:

#1: LOAD(C:\Derive\Derive_Packages\Geometrie.mth)

Vhodng zvolime rovnici tidici primky a soutadnice ohniska:

#2: d=x+2=0

#3: F == [0, 0]

Proménny bod ktivky pojmenujeme P, abychom se vyhnuli ptipadné kolizi malého a
velkého x:

#4: P = [x, y]
Pomér vzdalenosti P od F ad je potom roven numerické vystirednosti:

[
#5:

— = e
VzdBp (P, d)

Nejedna se o preklep, misto e jsme skutecné nuceni pouzit jiny symbol, napt. e. Je to
kvali posuvniku, kterym budeme pii zobrazeni vySe uvedeného vztahu ovlédat
hodnoty této proménné. Pri pouziti pismen fecké abecedy se posuvnik chova
nekorektné.

Vlozime tedy do 2D-grafického okna posuvnik pro ovladani hodnot e avyraz #5
zobrazime. Pro rizné hodnoty e dostaneme odpovidajici kuzelosecky:

15~

o o

T5 S m— 5 [ L R
10 10 10

{—’_\ N « " .
L5-10 -5 5 10 15 20 29 05-10-5 5 10 15 20 29 05-10 -5 5 10 15 20 2§
P -1 - - - P 19 - - T - P

O<ex<1 e=1 e>1

o




MoZnosti symbolické manipulace svyrazy nam dovoluji odvodit i algebraickou
rovnici kuzelosetky s parametrem e.

#6: B

Rovnici preneseme uzitim klavesy (F4) na piikazovy radek arozsitime vyrazem
|x + 2]:

( 2 2 )
[J(x +y) J
#7: — =el||x + 2|

|x + 2|

2 2
#8: Jix +y ) =ex+ 2|

Opét pouzijeme (F4) a obg strany rovnice tentokrat umocnime na druhou:

2 2 2
#9: Wx +y) = e-|x + 2|)

2 2 2 2
#10: X +y =z=e -(x +2)

2 2 2 2
#11: x +y —-e - x+2) =0

Nakonec roznasobime vzhledem k proménnym X, y:

2 2 2 2 2
#12: x (e -1) +4.e :x -y +4.e =0

20.3.2. Nazor na pomiicka

| v analytické geometrii je pro vétSinu lidi dilezita nazornd predstava. Zvlasteé pak
pii budovani zakladi této metody. Nékdy neni pro ucitele jednoduché vytvorit tu
spravnou predstavu u vSech Zaku ve t¥idé. Nepomohla by v tu chvili , po¢itatova
simulace” zkoumaného jevu?
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Priklad 20.4: Vzdalenost mimobéZzek

Ur¢ete vzdalenost dvou mimobgznych primek p, g. Kazda z piimek je zadana bodem
asmerovym vektorem: p=[A U], q=[B,v]; A=[6,1,10], B=[10,-1,-2],
U=@12-1,v=(-7,23).

ReSeni:

Stejny priklad, akorét s jinym primkami jsme jiz feSili (Pt. 20.2). Pojdme se ted’
pokusit vhodnym znézornénim objasnit pouzitou formuli.

#1: A:=1[6, 1, 10]

#2: B

[10, -1, -2]
#3: u:=[1, 2, -1]
#4: v = [-7, 2, 3]
#5: P:=A+ s-u

#6: Q=B+ t-v

#7: [P, Q]

NaSim prvnim cilem je zobrazit v 3D-grafickém okné dané mimobézky spolu
s body, které se po nich budou pohybovat pomoci dvou posuvniki pro parametry sa
t. Body budou stale spojeny prickou. Pfi zobrazovani je tieba dodrZet néasledujici
postup:

1. Aktivujeme volbu 3D-grafického okna MozZnosti — Zjednodusit pred
vykreslenim

2. Zobrazime vyrazy #5, #6. Tak dostaneme ty primky.

3. Do 3D-grafického okna vlozime posuvniky pro ovladani parametr s, t a
zobrazime vyraz #7. Tak dostaneme pricku, kterd bude prostiednictvim
posuvnika pohybliva

4. Zobrazime znovu vyrazy #5, #6. Tentokrdt se zobrazi jako krajni body
pricky. Zobrazeni provedeme pomoci posloupnosti piikazi 3D grafického
okna Vlozit - Graf.. a nastavime nejvétSi velikost boda, pripadné
zménime jejich barvu.
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Pokracujeme nalezenim pricky, kterd je kolma k obéma mimobézkam. Jeji smér je
dan vektorem W:

#8: Wi uXxVv

Potom je tato piickauréenabody PT p, QI q, které spliuji vektorovou rovnici:
#9: Q-P=r.w

Rovnici #9 zjednoduSime

#10:
[-s -7t +4, - 25 + 2t -2, s+ 3.t -12] = [8-r, 4-r, 16-r]

apoté vyieSime vzhledem k nezndmymrr, s, t:
#11:

SOLVE([-s - 7.t + 4, — 2:s + 2:t - 2, s + 3-t - 12] =
[8-r, 4.r, 16-r],[r, s, t], Real)

1
#12: r=—-—As=1at=1
2

Dosazenim prislusnych vysledkt z #12 do P (za s dosadime 1) ado Q (zat
dosadime 1) dostaneme krajni body PO, QO hledané kolmé pricky.

#13: PO = P

Vyraz #13 nejprve zjednodusime ((=]):

#14: PO :=[s + 6, 2-5s + 1, 10 - s]
Potom do #14 dosadime (uzitim tlatitka pug) za s hodnotu 1.

#15: PO == [7, 3, 9]

Analogicky postupujeme v piipadé QO:

#16: Q0 := Q
#17: Q0 :=[10 - 7-t, 2-t -1, 3-t - 2]
#18: Q0 == [3, 1, 1]

#19: [P0, Q0]
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Pricku POQO nakreslime nadedujicim postupem:
1. Zobrazime #19. Tak dostaneme onu nejkratSi pricku.
2. Pomoci posloupnosti piikazl Vlozit - Graf... zobrazime #15 a#18. Tak
dostaneme krajni body pricky.

Vydedek vidime na Obr. 35. Potom uz je snadné pomoci posuvniki manipulovat
s prickou PQ a porovnanim s POQO ukazat, Ze pricka kolma k obéma mimobézkam
je skute¢né nejkratsi.

V zdalenost mimobéZek je tedy rovna vzdalenogti bodi PO, QO:

#20: |Q0 - PO| = 2-421

Coz odpovida pramétu libovolné pricky (tedy i AB) do sméru kolmého na obg
mimob&zky:

|(B - A-(ux V|

#21: =2.J21
Ju x v]|
e

~ Soubor Upravy Wit Nastaveni MnZnosti Okno Hapowsda

DEMS BX |[LF ~88b 44 -1 1|0

I [=TES | 2 algebra 1 G:\Derive,...\RESENI~11,39_MI
--zo0 #3 PO=P
#14 PO = [
#15
#16: Q0 =0Q
#17 Qo [10
#18&

#19: [P0, Q0]

.

#20

(R

Ma stfed: 0, 0, 0 [pélka: 50+ 50+ 50

Obr. 35: Vzdalenost mimobezek
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Komu negaci vizudlni prizkum, ten maze pokracovat Upravou vztahu |Q-P| pro
délku obecné pricky danych mimobézek aieSit odpovidajici Ulohu na extrém funkce
dvou proménnych, jak je naznateno na nasledujicich fadcich.

#22: F(s, t) = |Q - P|

2 2
#23: F(s, t) = J2-J(3-s + 6.5-(t — 2) + 31.-t - 68-t + 82)
(d d B
#24: SOLVEL—— F(s, t) =0 A — F(s, t) =0, [s, t]J
ds dt
#25: s=1Aat=1

H'l'
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-25

Obr. 36: Graf funkce F(st)
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Priklad 20.6: Urcete praimét bodu A=[3,4,4] doroviny r :Xx+2y+z=0.

ReSeni:
#1: A:=[3, 4, 4]

#2: X+ 2y +z=0

Z rovnice #2 ur¢ime smérovy vektor kolmice vedené k roving z bodu A. Je to
normalovy vektor roviny:

#3: n:=[1, 2, 1]

ZapiSeme parametrické vyjadieni této kolmice:

#4: P:=A+ t-n

#5: P:x=[t+3, 2.t + 4, t + 4]

Znézornéni v 3D grafickém okné provedeme nasledujicim zpisobem:

1. Zobrazime rovnici roviny (vyraz #2).

2. Zobrazime bod A (#1). PouZijeme Vlozit —» Graf... , nastavime velikost
abarvu bodu.

3. Zobrazime vyraz #5. Tak dostaneme kolmici z bodu A narovinu. Pozor,
pouzijeme opét Vlozit —» Graf... apohlidame si, aby nakarté Barva grafu bylo
nastaveno Sit - Zapnuto. Jinak primku neuvidime!

4. Do 3D grafického okna vlozime posuvnik pro parametr t aznovu zobrazime
vyraz #5. Tak dostaneme bod, ktery je posuvnikem pohyblivy podél té kolmice.

Potom uz maZeme posuvnikem pohybovat bodem podél kolmice a zkoumat, pro
jakou hodnotu t splyne srovinou. Z obrézku 37. je patrné, Ze se takto dostaneme
k hodnoté t = - 2.5. Vysledek vyzkumu nakonec konfrontujeme s vypoctem:

P +2.P +P =0
#6: 1 2 3

#7: 6:t +15 =0

#8: SOLVE(6-t + 15 = 0, t, Real)

5
#9: t = - —
2

1 3
#10: P=]—, -1, —
2 2
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* soubor Opravy Wlodt Nastaveni Modnosti Okno Wapovéda
DSHE X || ~o0@bda——1 1 |xx|w
CEETIT W= algebrar

t =-2.50 |
0 o= (3.4 4]
200 .—J— 2.00 A e 4, 4]
#2: X+ 2w+ z=10

i ¥
#3: n=[1, 2, 1]

#4 Pz A+ t.n

#5: Pi=[t+ 3 2:t+4, t+4]

z

L

oy

[ Mastred:0, 0,0 Deélka: 10 10: 10

Obr. 37: Pramét bodu do roviny

20.3.4. Diikaz geometrické vlastnosti

MoZnost symbolické manipulace svyrazy nam dovoluje provadét v Derive dilkazy
nekterych geometrickych vlastnosti. Slivko , nékterych® znamena takovych, jejichz
slozitost nepresdhne moznosti programu nebo pocitace.

Priklad 20.7: Dokazte, Ze osy stran trojuhelnika se protingji v jednom bodg.

ReSent:

Trojuhelnik vhodné umistime vzhledem k souiadnicové soustavé:

#1: A= [0, 0]

#2: B := [k, 0]

#3: C:=1[1, m]

V dal§im postupu vyuZzijeme k uréeni obecné rovnice osy strany trojuhelniku funkci
OsaUs zbalicku ,, Geometriemth, ktery byl predstaven v podkapitole 20.2.2 (str.
146). Balicek tedy nahrajeme do paméti:

#4: LOAD(G: \Derive\Derive_Packages\Geometrie.mth)
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Potom definujeme uzitim funkce OsaUs rovnice os v&ech tii stran:
#5: oA := OsaUs(B, O)

#6: oB := OsaUs(A, O

#7: oC := OsaUs(A, B)

Postupné ur¢ime souradnice spolecného bodu dvojice os 0A, oB:

#8: SOLVE(oA A oB, [x, yD)

2 2
k kel =1 -m
#9: X= —AYy=- —————
2 2.m
a souradnice spolecného bodu dvojice os 0A, oC:
#10: SOLVE(oA A oC, [x, yD)
2 2
k kel =1 -m
#11: X= —AYy=- —————
2 2.m

Vidime, Ze oba body mai stejné souradnice. VSechny tti osy oA, oB a oC
maj{ tedy spolecny prisecik. Tim je diikaz proveden.

Po dosazeni konkrétnich hodnot za parametry k, |, m snadno zobrazime trojihelnik

ABC (st&ti zobrazit vyraz [A,B,C,A] pfi rezimu spojovani bodu, viz feSeni Prikladu
20.3) spolu s osami jeho stran (staci zobrazit vyrazy #5, #6, #7):

V
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Priklad 20.8: Simsonova p¥imka

Je dén trojuhelnik ABC. Uvazujme libovolny bod P roviny trojuhelnika, jehoz kolmé
priméty na prodiouzené strany daného trojlhelnika BC, CA a AB oznatime po radé
Fa, Fb a Fc. Dokazte, Ze body Fa, Fb a Fc lezi na piimce (jsou kolinearni) pravé
tehdy, kdyz bod P lezi na kruznici opsané trojuhelniku ABC. Takova piimka potom
existuje ke kazdému bodu P opsané kruznice a nazyva se Simsonova piimka bodu P.

ReSeni:

Bodim A, B, C, P prifadime obecné soutadnice:

#1:

#2:

#3:

#4:

A

B :

C:

P =

[0, 0]
[k, 0]
[1, m]

[r, s]

Do paméti nahrajeme balicek ,, Geometrie* (viz str. 146):

#5:

Uzitim funkci z tohoto balicku uréime obecné rovnice piimek, v nichz lezi strany

LOAD(G: \Derive\Derive_Packages\Geometrie.mth)

trojuhelnika ABC spolu s kolmicemi nané spusténymi z bodu P.

#6:

#7:

#8:

#9:

#10:

#11:

#12:

#13:

#14:

#15:

#16:

#17:

a:

pa

pb

pc

ObRovP(B, C)
ax=mx+y-(k =1
ObRovP(A, O)
b:=mx-T.y
ObRovP(A, B)
c=ky=0
KolmiceVBode(C - B, P)

pa = x-(k = 1) = m-y — ker

KolmiceVBode(A - C, P)

pb == T-x + mey — 1.r

KolmiceVBode(B - A, P)

pc = k-(x = r)
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Spocitdme soutadnice pat Fa, Fb a Fc. PouZijeme funkci SOLUTIONS, jejimz
vysledkem je vektor ieSeni. V tomto konkrétnim piipadé tedy vektor, jehoz jedinou
slozkou je vektor souradnic prislusné paty. Abychom se vyhnuli dvojitym zavorkam,
pouzijeme nafunkci SOLUTIONS operator ;1 (nebo SUB 1), kterym ukéZzeme na ten
vnitini vektor souradnic.

Fa := (SOLUTIONS([a, pal, [x, y1))
1

#18:
[ 2
k -r + k-(m-(m = s) = 2-1T-r) + 1-(1-r + m-s)
#19: Fa := ,
l 2 2 2
k =2keT+1 +m
2
m(k —k-(l +r)+1-r+m-s)
2 2 2
k - 2:keT+1 +m
Fb := (SOLUTIONS([b, pbl, [x, y1))
#20: 1
1-(T+r + m-s) m-Cl-r + m.s)
Fb := ,
#21: l 2 2 2 2 J
T +m T +m
Fc := (SOLUTIONS([c, pcl, [x, y1))
#22: 1
#23: Fc = [r, 0]

Tt body lezi v primce, jestliZe libovolné dva jimi uréené vektory jsou zavislé:
#24: Fb - Fa = i-(Fc - Fa)
Pro naSe Gcely je lepSi zavislost vektora vyjédiit nasledujici rovnici:
#25: DET([Fb - Fa, Fc - Fa]) = 0
Po z&kladnim zjednoduseni
2 2 2 2

kem «(k-(Tes = mer) =1 s —=m-(m:s = r —-5s))

#26: - =0

2 2 2 2 2
(k =2k:T+1T +m).(1 +m)
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odstranéni jmenovatele
2 2 2
#27: k-(les = mer) =1 s =m-(mes —-r —-s)=0

aroznéasobeni dle proménnych r, s dostaneme ekvivalentni podminku pro soutradnice
bodu P

2 2 2 2
#28: m-r — kemer + mes + s-(k-1 -1 -=m) =0

Pokud v rovnici #28 nahradime proménné r, s proménnymi X, y, v tomto poradi,
dostaneme rovnici

2 2 2 2
#29: mx —kemx+my +y-(kel =1 =m)=0

Snadno se piesvédeime, Ze #29 je rovnice kruznice opsané trojuhelniku ABC. Stadi,
kdyz ji porovndme svysledkem #31 funkce KrOpsana(A, B, C) zbalicku
Geometrie. Naprvni pohled je ziejmé, Ze se jedna o identické rovnice.

#30: KrOpsana(A, B, O

2 2 2 2
mx - kemx+my +y.(kel =T -—m)
#31: =0
m

Nastroj ,, pasuvnik® ndm umoZziuje provést dynamické znazornéni dlohy.

Nejprve dosadime konkrétni hodnoty za parametry k, I, m:

#32: k=5
#33: 1 :=3
#34: m:= 6

Potom zobrazime trojuhelnik ABC spolu s opsanou kruznici (pti aktivnich volbéch
MozZnosti - Zobrazeni... » Body - Spojovat -» ANO, MoZnosti -
Zjednodusit pfed vykreslenim). Rovnici opsané kruznice dostaneme tak, Ze po
zadani hodnot k, I, m provedeme z&kladni zjednoduSeni vyrazu #28.

#35: [A, B, C, A]

2 2
#36: 6-r - 30.r + 6-.s - 30-s =0
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Abychom mohli pohybovat s bodem P podél opsané kruznice, vyjadiime jeho
souiadnici s jako funkci soutadnice r (nebo naopak):

2 2
#37: SOLVE(6.r - 30.r + 6-s - 30.s = 0, s, Real)
#38:
2 2
5 - J( 4-r +20-r + 25) J(= 4r +20-r +25) +5
S = vV S =
2 2

Jeden z vysledka preneseme klavesou F3 na prikazovy radek a prepiSeme do tvaru
pritazovaciho piikazu:

2
5+ J(- 4r +20-r + 25)
#39: s =

2

Potom vlozZime do 2D grafického okna posuvnik pro parametr r a zobrazime bod P,
kolmice pa, pb, pc, jejich paty Fa, Fb, Fc a jimi uréenou Simsonovu piimku. Pro
snazsi zobrazeni miizeme tyto objekty sdruzit do nasledujicich vektorii:

#40: [P, Fa, Fb, Fc]
#41: [pa, pb, pcl

#42: Fa + t-(Fc - Fb)
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loix]

Soubor Upravy WioBit Mastaveni Mofnosti Okno Mapovida
DSES| x|+ ~ L+ P31 |51 ]w
BB 2D-graf 1:1 =] <

ebra 1 SimsonLine.dfw

2 2
#37: SOLVE(S.r - 30.r + 6.5 - 30.5=0, s, |

2
s - -4 + 20er + 25)
#38: s = vs=
2

2
Ji-dur o+ 2000 + 25) + 5

2

2
S 4+ J- dir 4+ 20er + 25)
#39: s =

2
#40: [P, Fa, Fb, Fc]

#41: [pa, pb, pc]

#42:

Kiizek: 6708333, 6413793 Mastfed: 3, 3 [MEto: 1+ 1

Obr. 38: Simsonova pfimka

Priklad 20.9: Descartiav list

Je dan trojuhelnik ABC, na jehoz stranéch BC, CA a AB jsou dany postupné body D,
E aF tak, Ze kazdy z nich rozdéluje odpovidajici stranu na dvé ¢asti, jejichz délky
jsou v poméru t. Jinak feceno, plati nasledujici rovnost délicich poméri: t = (BCD)
= (CAE) = (ABF). Urgete mnozinu streda kruznic opsanych trojuhelnikim DEF pfi
proménném t.

Sﬁée;;ﬁe si pouze dynamickou konstrukci hledané mnoziny. Uplné ieeni,
s odvozenim rovnice odpovidajici kiivky, najde zgjemce v Prilohach.

#1: A := [0, 0]

#2: B := [k, 0]

#3: C:=1[1, m]

Body D, E, F definujeme parametricky:

#4: D:=B+ t-(C - B)
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#5: E

C+t-(A-0

#6: Fa=A+ t-(B-A

Abychom mohli feSeni Glohy zobrazit, musime zadat konkrétni hodnoty souradnic k,
|, mbodu B, C:

#7: k =2
#8: 1:=0
#9: m:= 2

V 2D grafickém okné pak nejprve zobrazime z&kladni trojuhelnik ABC:
#10: [A, B, C, Al

Potom do grafického okna vioZime posuvnik pro parametr t a zobrazime proménny
trojuhelnik DEF (aktivujeme volbu MoZnosti - Zjednodusit pred vykreslenim):

#11: [D, E, F, D]

Pro vypocet souradnic stiedu kruznice opsané trojuhelniku DEF pouZijeme funkci
StredKrOps z balicku Geometrie.mth (str. 146):

#12: LOAD(G:\Derive\Derive_Packages\Geometrie.mth)
#13: StredKrOps(D, E, F)

Obrazem nadedujiciho vyrazu #14, ktery je vysledkem zjednoduSeni #13, je bod —
stred kruZnice opsané DEF. ProtoZe jeho soufadnice zavisi nat, je pohyblivy spolu
s posuvnikem.

3 2 3 2
t -5t +4.t -1 t +2-t -3-t+1
#14: S = |- ,
2 2
3-t -3t +1 3.t -3t +1

Vyraz #14 muzZe byt chapan i jako parametrické vyjédieni trajektorie onoho stredu,
tj. parametrické vyjadieni hledané kiivky. Abychom ji snadno zobrazili, je vhodné
nahradit parametr t jinym pismenkem, napiiklad p (protoZze t je pod vlivem
posuvniku). Z vyrazu #14 vybereme vektor soufadnic (tedy ¢ast napravo od
pritazovaciho ptikazu) a provedeme subgtituci proménné t proménnou p. Dostaneme
vyraz #15, jehoz zobrazenim je hledané kiivka:
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#15:

vySetiovaného rovnoramenného trojuhelniku je mnozinou stied kruznic opsanych
trojuhelniku DEF ktivka zvand Descartiv list (Folium of Descartes). Dukaz
odvozenim rovnice kiivky je podén v priloze.

Obr. 39: Descartayv list

Piiklad 20.10: Strofoida 1

Uvazujme svazek kruznic jejichz spole¢nou tecnou je osa x a spolecnym bodem
dotyku je pocétek. Zvolime-li na ose x bod A = [a,0] a vedeme-li jim praméry ke
vS&em kruznicim svazku, potom krajni body téchto primért jsou body kiivky, kterou
nazyvame strofoida.

Naformatovano: Pfiklad,

Radkovani: jednoduché,
Ohraniéeni: Pole: (stinované
jednoduché, Automaticka, 1 b.

| Sitka Cary)

ReZeni:

Ulohu budeme tesit dynamicky, s vyuZitim posuvniku. Parametrem k bude y-ova
souradnice sttedu kruznice svazku (k je tedy zaroven i polomér této kruznice).
Rovnici ve stiedovém tvaru definujeme kruznici svazku:
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2 2 2
#1: x +(y-k) =k

Zadame konkrétni soutadnice bodu A:

#2: A

[10, 0]
#3: S := [0, k]

Pimku definujici svymi praseciky s kruznici body strofoidy, které je uréena bodem
A asttedem Skruznice zadame parametricky:

#4: P:=A+ t-(5S-A)

Potom praseciky ur¢ime dosazenim souradnic P;, P, ztohoto parametrického
vyjédreni do rovnice kruznice ajejim feSenim vzhledem k nezndmé t:

2 2 2
#5: P + (P -k) =k
1 2

2 2 2 2
#6: k -(t - 1) +100-(t -1) =k

Pouzijeme piikaz SOLUTIONS afeSeni oznacime tt, aby nedoSlo k ptipadné kolizi
s obecnym parametrem t:

2 2 2 2
#7: tt := SOLUTIONS(Ck -(t - 1) + 100-(t -1) =k , t, Real)

2 2
[ Jkk +100) + k Jk +100) - k ]
#8: tt = ,

2 2
J(k + 100) Jk + 100)

Vysledné hodnoty parametru tt1, 112 dosadime do parametrického vyjadieni
primky #4 adostaneme tak priseciky B1 aB2:

Bl := A+ tt -(S - A)
#9: 1

#10: Bl :=

2
[ 10-k k-(J(k + 100) + k) l
l_ 2 2
Jk + 100) Jk + 100)

B2 = A+ tt -(S - A)
#11: 2
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[ 2 1
| 10-k keJ(k + 100) - k) |
#12: B2 := ,
[ o : ]
Jk + 100) Jk + 100)
Trajektorii  téchto praseciki  pfi  proménném parametru k, tedy onu

strofoidu, dostaneme zobrazenim nasledujici matice #15, ktera vznikne z vektoru
#13 zadménou proménné k, kterd je pod vlivem posuvniku, jinym, dosud
nepouzitym, pismenkem, napt. u.

#13: [B1, B2]
2
10-k ke(Jk + 100) + k)
B 2 2
Jk  + 100) Jk + 100)
#14:
2
10-k ke(J(k + 100) - k)
2 2
Jk + 100) Jk + 100)
2
10-u u-(JCu + 100) + u)
B 2 2
Ju + 100) JCu + 100)
#15:
2
10-u u-(JCu + 100) - u)
2 2
J + 100) JCu + 100)

Dynamicky obrazek dostaneme takto:

Otevieme 2D grafické okno, vloZzime do ného posuvnik pro proménnou ka
potvrdime volby MozZnosti —» Zjednodusit pred vykreslenim a Moznosti —
Zobrazeni... - Body - Velikost - Velka. Poté v okné zobrazime kruznici #1,
body A, S (#2, #3), primku #4 a prasetiky B1, B2. VSechny tyto objekty (s vyjimkou
bodu A) jsou pohyblivé spolu spohybem posuvniku. Kiivku strofoidu, jakozto
trajektorii bod B1, B2, dostaneme zobrazenim vyrazu #15. Pfi pohybu posuvniku
opisuji praseciky kruznice a piimky skutecné tuto kiivku. Vysledna dynamicka
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konstrukce kiivky v 2D grafickém okné je zachycena na nadedujicim obrazku 40.

REE
k|
0o | ————————— — 10m

Obr. 40: Dynamické konstukce strofoidy

20.4. Polar ni souradnice

Moznost zobrazovat grafy v polarnich souradnicich jsme vyuzili jiz pti zkoumani
spird na strané 85. V této ¢asti si uvedeme dalSi dva priklady vyuziti téchto
souradnic. Nejprve pokratujeme vySetrovanim strofoidy, poté se budeme zabyvat
dalsi kiivkou, zvanou kardioida.

Priklad 20.11: Na zékladé zadani prikladu 20.10 se pokuste odvodit rovnici
strofoidy v polarnich souradnicich a poté tuto rovnici zobrazte.

Reeni:
Z obrazku 41, ktery odpovida zadani predchoziho prikladu 20.10, je ziejma platnost
ocC ocC
téchto dvou vztahii: cosf = [oc : oc4___a ,kde r =|OBz|, k =|S0]|
k \/az K2
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k
/a2+_k2'
P¥i bliz&im priizkumu obrézku 41 déle zjistime, Ze |1 OSBZ = 2f . Potom ale
k

, €oZ je hledana rovnice strofoidy v polé&rnich soutadnicich (r,f).

a A=[0,a]. Jegjich zjednoduenim pak dostanemerovnost r cosf =a

miZeme psét, Ze =cos2f . Predchozi rovnost tak 1ze vyjédfit ve tvaru

r=a43)
COS;j

Obr. 41: Odvozeni rovnice strofoidy v polarnich soutadnicich

Nyni je nasim cilem zobrazit odvozenou rovnici v polérnich soutadnicich.
COS(2-¢)
CoSs(e)

Pred zobrazenim #1 nezapomeneme pii aktivnim 2D grafickém okné nastavit
soustavu polérnich souiadnic: Nastaveni — Soufadnicovy systém... — Polarni
Aby ktivka nebyla zobrazena zkresené (s rozdilnym vertikalnim a horizontalnim

métitkem), provedeme: Nastaveni — Pomér stran... - Obnovit - OK - { Naformatovéno: Derive
Menu Char Char, Pismo:

Pokud nechceme zadat konkrétni hodnotu parametru a (zajima nés, jak ovliviuje g‘(’)yf)ho\z,'z)olfe;%i"yv Roman,

podobu grafu), viozime do grafického okna posuvnik pro hodnoty této proménné.
Potom vyraz zvyraznime a stiskneme tlacitko [8]. Program sam identifikuje vyraz #1
jako parametricky, proto se pred zobrazenim grafu ptd na rozsah hodnot jeho
parametru. Po vyplnéni dostaneme dynamicky graf kiivky zndmé z obrazku 40.
Pomamka:
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Pti zapisu vyrazu v poléarnich souradnicich mizeme pro oznageni téchto souradnic - ‘ Naformatovano: Pismo: 11 J
77777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777 ) b., neni Tuéné

pouzit dvajici (r,a) apod.

Naformatovano: Pismo: 11
b., neni Tuéné

Priklad 20.12: Necht P je pevny bod na kruznici K. UvaZzujme mnoZinu vSech*| - /'\llaiorrg’é‘ts\lé’n?: _Zarovr;at ;19
kruhi D, jejichZ stred lezf na K ahraniéni kruznice prochézi bodem P. Jaky je tvar D rarient oot (vt
plochy, kterou vSechny tyto disky pokryvaji? Jinak feceno, jaké je jgjich obalka. jednoduché, Automaticka, 1 b.
ReSeni: | 3ifka Eary)

Pro reprezentaci problému zvolime polarni soufadnice. Rovnice kruznice v obecné
poloze mav polérnich souradnicich tvar

r®- 2rr,cos@ - a,)+r; - R* =0, 1

kde (ry,a,) jsou souradnice stredu kruznice a R je jeji polomer (je to vlastng

kosinova véta pro trojuhelnik sloZzeny z uvedenych prvki). Pokud pro kruznici K
zvolime polohu, ve které bod P splyva s polem soustavy souiadnic a pro souradnice

p

stredu plati r,¢ =R" =%,a§ :E’ jeif rovnice je oproti uvedenému obecnému
tvaru zna¢né jednodusSi a vypada takto

r“ =sinaX.
To je ale, dle zadani, rovnice mnoZziny poloh stiedi vech kruhii D;, jejichz obalku
hleddme. ProtoZe jejich hranice prochézeji bodem P (pdlem), pro polomér kazdého z

nichplati R, =r, =r" =sina *. Po dosazeni do rovnice (1) dostaneme
r-2sina® cosa - a®)=0. )

Po dosazeni konkrétni hodnoty za o do (2) tak dostaneme rovnici hranicni
kruznice jednoho z uvazovanych kruhi D;. Ulohu vyreSime graficky tak, Ze do
jedné soustavy souiadnic zobrazime dostate¢né mnoZzstvi téchto kruznic.

Vyuzijeme piikaz VECTOR(f(k),k,d,h,krok) ktery je obdobou cyklu FOR
znamého z vétSiny programovacich jazykt. Piikaz postupné dosazuje do vyrazu
f(k) zaproménnou k hodnoty od d do h s krokem krok (parametr krok muze byt
ve tvaru zlomku, mize byt i zaporny a kdyZz ho neuvedeme, pouzije se implicitni
hodnota 1). Vysedky dosazeni (¢iselné hodnoty, vyrazy apod.) se ukladaji jako
slozky do vektoru, jehoz dimenze je tedy rovna poctu dosazeni. Pokud jsou slozkami
onoho vektoru predpisy funkci (coz je nas pripad), mizeme vSechny tyto funkce
najednou zobrazit obvyklym zpasobem, pokud predtim cely vektor zvyraznime.
Jenom jednu sloZku (funkci) zobrazime poté, co z celého vektoru zvyraznime praveé
jenom ji.

Postup reSeni:
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1) Do okna Algebra vlozime ptikaz

VECTOR(r=2sin(k)cos(a-k), k, -m, m, 1/10)
2) Prikaz zjednodusime ([=] , Zjednodusit - Zakladni zjednoduseni...)
3) Na nasledujicim radku se objevi vektor rovnic jednotlivych kruznic. Nechame ho
zvyraznény a zobrazime ho v 2D grafickém okné v polarnich soufadnicich.
Vamneme s, Ze v okné pro zadani parametri grafu se objevilavolba Aplikovat
parametry na zbytek grafl:

V¥ iaplikova: paramety na zbytek raf
OF. I Storno

Volbu zatrhneme. Tak zabrénime tomu, Ze se toto okno zobrazi pro kazdou kruznici
pYES

Vydedek vidime na Obr. 42. Hrani¢ni kiivkou zkoumané plochy je kiivka zvana
kardioida (srdcovka).

A= i
FE— -0

b Kizek: 1414214 07853362 |Nastrsdi 0, 0 [mitko: 1+ 1

Obr. 42: Kardioidg <~~~ 7 Naformatovano: zarovnani ‘
~ na stfed, Radkovani:

\‘( Naformatovéano: Pismo: 11 J
b.

21. Teorie ¢isdl
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21.1. Ciselné soustavy

Pro prevod zapisu ¢isla do jiné ¢iselné soustavy nebo primo pro pocitani v jiné
¢iselné soustavé vyuzijeme dialogové okno prikazu MoZnosti —» Nastaveni... —
Vstup (Obr. 43), konkrétné volbu Ciselna soustava, kterd ndm umozni nastavit
zaklad ¢iselné soustavy, v niz je reprezentovano vkladané ¢islo. Program nam piimo
nabizi ¢tyti zéklady (2...Binary, 8...Octal, 10...Decimal, 16...Hexadecimal), ae
jinak je mozné do prislusného bilého policka vepsat libovolné ¢islo (zéklad) od 2 do
36. Pro oznaceni ¢idic vétSich nez 10 se pouzije odpovidajici pismeno abecedy.
Chceme-li psét ¢islice samostatng, piSeme pied pismena nulu, napi. OA pro deset,
OC pro dvanact. Analogicky, pro nastaveni reprezentace ¢iselné hodnoty vystupu,

= 1
Vetup | Zisdnodugen | vistup | Vetup | Zisdnoduseni Wistup |
Rezim pro jména proménnich Welikost pismen [ Zobrazeni Eisla
' Pfsmeno " Rozliovat Zspis [Ratonal =] Cigie: [0 =
1 Slova & Nerzlisovat
Soustava:
Dvokava
e Dsmickovs
(e Zobrazeni virazu Desithava
Sestnéctkovs
: % Norméini Potad premanngch 75,2
C Zhuitens  Znamérko pro nasober: 5
Qbrovit_| brovi_|
Obrovitviz | 0k | stomo | Wapovsds | Obrovit vie | 0k | stoma | Napoveds |

- | Naformatovano: Pismo: 11

"1 Naformatovano: Pismo: 11
b., vzorek: Zadny
(Automaticka)

- ( Naforméatovano:

Obr. 43, 44; Nastaveni vstupnich avystupnich podminek B Pismo: 11
}\:\\'\\ ‘{ Naforméatovano: Pismo: 11
\\ \T Naformatovano: Pismo: 11

' | b., neni Tuéné

A \ Naformatovano: Pismo: 11

Piklad 21.1 : Prevedte &islo 2748 z desitkové soustavy do soustavy o zékladu 32. | - { b., neni Tuéné

Reseni: " Naformatovano: Pismo: 11

Na vstupu nastavime desitkovou soustavu a na vystupu soustavu o zakladu 32: " Naformatovano: Radkovani:

MozZnosti » Nastaveni... - Vstup - Ciselna soustava - Decimal, jednoduché, Ohraniceni: Pole:

MozZnosti » Nastaveni... -» Vystup -» Soustava » 32 S::;O(‘:’:r';‘“; jednoduché, 1 b.

Na piikazovy f&dek piSeme ¢islo

2748,

ale na pracovni ploSe se po jeho odeslani (Enter nebo[v]) objevi odpovidajici zapis
v soustavé o zakladu 32:

2LS

J N N N

Priklad 21.2: Ve dvojkové soustavé proved'te vypocty 10010 + 111, 10010*111,*|

10010/111

(stinované jednoduché, 1 b.

sifka cary)
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ReSeni:

MozZnosti » Nastaveni... - Vstup - Ciselna soustava — Binary,
MozZnosti -» Nastaveni... -» Vystup -» Soustava -» Binary

#1: InputBase := Binary

#2: OutputBase := Binary

#3: 10010 + 111 = 11001
#4: 10010.-111 = 1111110
10010 10010
#5: =
111 111
10010
#6: ———— =10.10010010
111

Vyjédieni vysledku desetinnym ¢islem na tadku #6 dostaneme zvyraznénim pravé
strany rovnosti #5 a stisknutim tlacitka pro aproximaci vybraného vyrazu.
K pivodnimu nastaveni programu se nejrychleji vrétime volbou

MoZnosti » Nastaveni... - Obnovit vSe.

Priklad 21.3: Né&ktera ¢isla zobrazena na displeji kalkulacky davaji smyd i kdyz se
na n¢ divame obraceng, tj. kdyz kalkulacku oto¢ime ,,nohama vzhiru“. Napiiklad
z ¢isla 1995 se stane 5661. Paté ¢islo, které je citelné i nohama vzhiru je 8 a
patnacté ¢ido stouto vlastnosti je 21, které se otocenim zméni na 12. Urcete
milionté ¢islo, které je ¢itelné i nohama vzhiru.

ReSeni:

Myslenka feSeni je zaloZena na predpokladu, Ze ¢islice, které jsou ¢itelné i ,,nohama
vzharu* (tj. 1, 2, 5, 6, 8, 9, 0) predstavuji Uplnou sadu ¢islic ¢iselné soustavy
o zé&kladu 7; 0=0, 1=1, 2=2, 3=5, 4=6, 5=8, 6=9. Potom je naSim Ukolem jenom
nalezeni zapisu ¢isla 1000000 vtéto soustavé. Nastavime-li vystup hodnot v
programu Derive v sedmi¢kové soustavé (tj, do policka na prislusné karté napiSeme
¢ido 7), staci napsat na prikazovy radek ¢islo 1000000 apo odeslani se v okné
Algebra objevi jeho z&pis v soustavé sedmickové.

Pomamka: Nenechme se splést vystupem piikazu nastaveni zakladu (viz fadek #1
nize). Vystup je prece v sedmickoveé soustave.

#1: OutputBase := 10
#2: 11333311

Zapis hledaného ¢isla na radku #2 jeste vyZzaduje naleZitou interpretaci vzhledem
k ,,naSim“ symbolam (j. 1, 2, 5, 6, 8, 9, 0) pro ¢idice v sedmickové soustavé. Cislici
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1 v z&pisu ¢isla odpovida opét 1, ale ¢islici 3 v sedmickové soustavé jsme pridélili
symbol 5. ReSenim Glohy je tedy &islo 11555511.

21.2. Funkceteorie ¢isel

21.2.1. Rozklad na prvodinitele

Priklad 21.4: Proved'te rozklad ¢isla4956 na prvoginitele. 1

Regeni:

Pouzijeme ptikaz

Zjednodusit - Rozlozit na Cinitele... (zakterym je skryta funkce FACTOR).

V prislusném dialogovém okné miazeme zvolit typ rozkladu. Prvociselny rozklad ale
dostaneme pro jakykoliv z uvedenych typt.

#1: 4956
#2: FACTOR(4956, Number)

2
#3: 2 .3.7.59

Nebo muZeme nastavit rezim ,, Zobrazit kroky*
#1: DisplaySteps := true

#2: 4956

#3: FACTOR(4956, Number)

If n™p divides m,

p m
m->n .——
p
n
2
#4: FACTOR(2 -1239)
If n divides m,
m
m-— n.—
n
2
#5: FACTOR(2 -3-413)

If n divides m,

m
m-—-—> ne—
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2
#6: FACTOR(2 -3-.7-59)

If n is fully factored,

FACTOR(n) — n

21.2.2. Nejvétd spolesny délitel

Vime, Ze Derive m& mnoho funkci, které nejsou , pokryty” grafickym rozhranim.
Presto mohou byt pro nas uzitecné. V souvislosti s teorii ¢isel stoji za zminku
napiiklad funkce:

GCD(n1,n2,..,nn) ... nejvetsi spolecny délitel (the greatest common divisor),
LCM(n1,n2,..,nn) ... negimensi spolecny nasobek (the least common multiple),
PRIME?(n) ... test prvocisla,

NEXT_PRIME(n) (PREVIOUS_PRIME(n)) ... nasedujici (pfedchozi) prvogislo.
MOD(m,n) ... nezdporny zbytek pfi celo¢iselném déleni m/n, tj. kongruence m
modulo n.

Kompletni informace o vSech funkcich ziskdme v ndpoveéds programu (Napovéda
- Témata napoveédy - Vestavéné funkce a konstanty - Funkce teorie
cisel).

Dal§i vhodné funkce najdeme v balicku NUMBER.MTH (Napovéda — Témata
napovédy - UZivatelské balicky matematickych funkci).

754x + 221y = D(754,221)

Priklad 21.5: Najdete takova cela cida x, y, pro ktera plati 91

ReSeni:
Kromé vySe zminéné funkce GCD pouzijeme pifkaz SOLVE (Resit - Vyraz) apiikaz
VECTOR(f(n),n,d,h,k). Postup feSeni i vysledek vidime na Obr. 45.

Pozndmka: Misto funkce VECTOR by moznd byla vhodngjsi funkce TABLE.
Vyzkousgjte.
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=10l
[E]soubor Upravy Vielit Priwodee Ziednoduft Kedit Kalkul Monosti Okno Mépovida =|8lx|
DEE&E $B2@X FwmiE =~ Q% |ma [ TIT 4+ % &
#1.  75dsx + 22L-y = GCD(7%4, 221) -l
#2 SOLVE(754.% + 221.y = GCD(754, 221), [x, y], Real)
#3 58x + L7y =1
#4 SOLVE(5&:x + 17.y = 1, y, Real)
1 - 58
#5 y =
17
#6
&1 &3 755 639 s&l 523 465 407 349 291 233 175 117 59 1
Tl et T Ty e T e T v v
57 115 173 231 347 405 463 521 579 637 695
E T T T C T T T T T T
753 811 869
IFTRET R T]
[Uzivatel =
” v = 2 @ 2 % |vector(( - 58-x)/17 x,-15,15)

Obr. 45: Nejvétsi spolecny délitel GCD.

AT T E . AT A e ) e e T, <

\‘:{ Naformatovano: Pismo: 11 J

21.2.3. Celogiselné déleni

| Piklad 21.6: Urcete koncové trojeisli sisla 200727 .

ReZeni:
Koncové troj¢isli je rovno zbytku pfti déleni daného ¢isla ¢islem 1000.
Z prikazového fadku tedy odeSleme vyraz MOD (2007200742007, 1000) =

2007
2007
Mop\ 2007

#1:
, 1000) = 343

Koncové trojcisli je 343.

v M T P 33 144 .
Piiklad 21.7: Rozhodnéte o délitelnosti vyrazu 13" +14" gislem 11.

Reseni:
#1: 13
11

14

14

(
Mool13
»: {

—— ——
1
[e]

MOoD\14 , 11

1
w

Po secteni zbytka dostdvame 11. Odpovéd’ tedy zni, Ze dany vyraz je délitelny 11.

177

- ( Naformatovano: Pismo: 11 J

Naformatovano: Pismo: 11
b., neni Tuéné




21.3. Diofanticka rovnice

Pocitacovy program muize zakim pomoci dotdhnout do konce feSeni Ulohy, jejiz
zadani je snadno pochopitelné, matematické vyjadireni nepresahuje ramec uciva, ale
Upravy vedouci kteSeni jsou natolik komplikované nebo specidlni, Ze neni nijak
prinosné snimi vSechny Zaky zatéZovat. Jak ukazuje nasledujici priklad, program
v takovém pripadé rozhodné nemusi hrét roli n&jaké erné skiinky, do niz stréime
zadani a vypadne spravné ieSeni. Naopak, postup ieSeni takovéto lohy se zapisem
Vv programu stane zigjmy anijak obtizny.

Priklad 21.6: Chytali spolu ¢tyti poctivi rybéti. Skoncili za tmy, Ulovek nepogitali
asli spat. V noci jeden vstal, rozpogital chycené ryby na ¢tyti stejné dily, jednaryba
mu zbyla atak ji hodil do mote. Vzal si svou &tvrtinu Glovku a odeSel. Totéz udslal
po chvili druhy rybar, potom tieti a étvrty. Kazdy z nich s mydel, Ze vstal prvni
aostatni jeste spi. Jaky je ngjmensi pocet ryb, které rybati ulovili?

ReSeni:

Hledany nejmensi pocet ryb oznatime proménnou r. Podily jednotlivych rybaia
potom proménnymi X, Y, z, V.

Pomoci pritazovacich piikazii popiSeme zmitiovana étyii no¢ni ckleni:

r-1
#1: X 1= ——
4
3.x -1
#2: y = —
4
3.y -1
#3: Z = —
4
3.2z -1
#4: V oz —
4

Zjednodusimev (v= (@))

27-r = 175
#5: vV ————
256
Lepsi je vyjadiit r:
27-r — 175
#6: SOLVE|vV = ——— , r, Real
L 256 )
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L Vycistime' proménnév, r:

#7: Vo=
#8: ro:=
256.v + 175
#9: r=e ———
27

PouZijeme piitazovaci prikaz k definici r jako proménné:

256.v + 175

A vypiSeme tabulku prvnich padeséti hodnot r:

#11: TABLE(r, v, 1, 50)

431
1 @ @—
27
229
2
9
6575
25 ———
#12: 27
26 253
7087
27 —
27
e EEPRRE
50 ——
9

Prvni celociselna hodnota r = 253 odpovida hodnoté v = 26. Nejmensi pocet
ulovenych ryb je tedy 253.
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22. Kombinatorika

K dispozici jsou ndm mimo jiné tyto funkce:

PERM(m, n) ... pocet variaci n-tétridy z m prvka

PERM(n, n) = n!.

COMB(m, n) ... pocet kombinaci n-tétifdy z m prvki (kombinagni ¢islo)
RANDOM(n) ... generator ndhodnych ¢isel

Priklad 22.1: Zobrazte prvnich 5 t&dka Pascalovatrojuhelniku

Reeni:

Na prikazovy rédek napiSeme a na pracovni plochu odeSleme vyraz:
VECTOR(VECTOR(COMB(m, n), n, 0, 5), m, 0, 5)

#1:  VECTOR(VECTOR(COMB(m, n), n, 0, 5), m, 0, 5)

Po zjednodueni #1 dostaneme:

#2:
1 3 3 1 0 0
1 4 6 4 1 0
1 5 10 10 5 1

. . (n+2)! n
Piiklad 22.2: Restev N rovnici ( ) =2 +3.
nl (n-2)!
Reseni:

Resime piimo (tj. na#1 pouZijeme Res&it - Vyraz...):

(n + 2)! 2-n!
#1: = + 31
n! (n - 2)!
(n + 2)! 2.n!
#2: SOLVE = + 3!, n, Real
n! (n - 2)!
#3: n=4vn=1




Nebo feSime postupnymi Upravami obou stran rovnice:

(n + 2)! 2-n!
#4: = + 3!
n! (n - 2)!
Provedeme zakladni zjednoduseni:
2
#5: (n+1-(n+2)=2-(n -=n+ 3)
Roznéasobime:
2 2
#6: n +3-n=2-n -2:n+ 4
Prevedeme v& na jednu stranu
2 2 2
#7: (n +3:n=2n -2:n+4) -n - 3-n
2
#8: 0=n -5.n+4
arozlozime na soucin kotenovych ¢initelt:
#9: 0=(-1-(nh -4

ReZenim jsou hodnoty n = 1, n = 4.
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23. Komplexni ¢ida

Komplexni ¢isla mizeme v Derive zapisovat v algebraickém tvarua + b-i a, jak
je vidét z nadedujici ukazky, bézné snimi pocitat. K dispozici jsou téz funkce pro
rozbor komplexnich ¢isel a manipulaci s nimi, napt. ABS, RE, IM, CONJ atd. Protoze
vSe potiebné najde zdjemce v Ndpovéde programu, zaméiime se v této kapitole
jenom na sezndmeni s moznostmi grafického znézornéni komplexnich ¢isel.

Z&kladni potetni operace s komplexnimi &idy v algebraickém tvaru:

#1: (B +4-0)-(6-1) =22+ 21-0
3 + 4.0 14 270
#2: — =+ —
6 - (L 37 37
#3: B +4:0) + (6-1) =9+ 3.0
#4: [3 +4.i] =5
#5: CONJ(3 + 4-1) =3 - 4.-L

Pripominam, Ze symbol ¢ imagindrni jednotky nelze zaméiovat sbémym
pismenem 1. Tento symbol bud ziskame vyb&rem zpanelu matematickych
symbolt, nebo ho napiSeme pomoci kombinace klaves Ctrl + i, piipadné dvojici
znaku #i.

V Derive neni funkce pro znazornéni komplexniho ¢isla v Gaussové roving. V téo
kapitole si piedvedeme bali¢ek funkci, ktery by mohl tento nedostatek feSit.

Pro spravné fungovani uvedenych procedur je tieba provést tato nastaveni 2D
grafického okna:

Moznosti —» Zobrazeni -» Body - Spojovat ANO

Moznosti - Zjednodusit pfed vykreslenim

Doporucuji jeste vypnout rezim automatického stridani barev grafa:

MoZnosti - Zobrazeni - Barva — Automaticky ménit barvu novych graft
NE

Procedury pro znazornéni komplexnich ¢isel:
1. KC(2) ... znazornéni komplexniho ¢ida z jako Usecky v Gaussové roving.
0 0 ]

[
#1: KC(2) ==
[ RE(z) 1IM(2) J
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2. KC_r(2) ... znazorneéni komplexniho ¢islaz pomoci jeho privodice r v Gaussové
roving (Rozdil oproti pfedchozimu zndzornéni tseckou je v tom, Ze pravodic je
zakongen Sipkou.).

0 0
#1:KC_r(z) := [[ ], [[RE(Z), IM(2)]1, [RE(2), IM(2)] +
LL RECZ) 1M(2) |

1 [ J2 J2 J2 J2 ]]
— |- —RE(®) + —-IM(2), - —-RE(2) - — - IM(2) ||,

4.IZI 2 2 2 2
[ 1 [ f2
[[RE(Z), IM(2)], [RE(2), IM(2)] + — -l— ——.RE(2) -
4-|z| 2
J2 J2 J2 11
——IM(2), + —-RE(2) - ——-IM(Z)J“
2 2 2
&
5
4
z2
-8 -H -4 -2 2 4 6 8
—4
-5
-8

3. Komp10dmGraf_r(r, n), KomplOdmGraf(r, n) ... zndzornéni jednoho reSeni
nebo vektoru vice feSeni r binomické rovnice, tj. znazornéni komplexni odmocniny
z daného ¢isla Parametr r je vektor feSeni rovnice, ktery je vysledkem pouZiti
funkce SOLUTIONS.
a) Uzitim pravodica
Komp1l0dmGraf_r(r, n) :=
Prog

#1: n := DIM(r)
VECTOR(KC_r(ryk), k, 1, n)
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Piiklad uZti:

8
#1: Res := SOLUTIONS(x -1 = 0, x)
#2: Res :=
J2 J2-i J2
[1, -1, i, -i, — + - — - —
2 2 2
J2 J2-i
2 2

#3: Komp1l0dmGraf_r(Res)

Vyraz #3 zobrazime v 2D grafickém okng:

b) Jako Usetky v Gaussové roving

Komp10dmGraf(r, n) :=
Prog
#1: n := DIM(r)
VECTOR(KC(ryk), k, 1, n)

-1
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24. Finanéni funkce

Priklad 24.1: V bance jsme dostali pijcku 100 000 K¢, kterou budeme splacet
mesiénimi splatkami pri ro¢ni nominalni Grokové miie 8 % s mesi¢nim Urokovanim
(SloZen& urokova mira pro jedno urokovaci obdobi, kterym je mésic, tak ¢ini jednu
dvanéctinu ro¢ni urokové miry).

a) Kolik mesict budeme pijcku splécet pri vys (mésiéni) splatky 2000 Ké?

b) Pajcku potrebujeme splatit do tii let. Jaka musi byt vySe mésicni splatky?

Regeni:

Vyuzijeme finan¢ni funkce NPER a PMT. Informace o presném vyznamu a syntaxi
téchto a jest&¢ nekolika dalSich funkci finanéni matematiky najde zgjemce
V N&povede.

a) Jako parametry funkce NPER zadame postupné urokovou miru pro jedno
Urokovaci obdobi, vySi splatky (splatka se od vkladu odliSuje zapornym
znaménkem) a vysi pajcky:

1
#1: PocetSplatek := NPER(——-0.08, -2000, 100000]
(12 )
3

=)

(2)
#2: PocetSplatek := — —
( 151 )
%)

150
#3: PocetSplatek := 61.02227425

Pijéku budeme splécet 61 mésici.

b) Jako parametry funkce PMT zadadme postupné Urokovou miru pro jedno Grokovaci
obdobi, pocet obdobi avysi pajcky:

1 B
#4: VyseSplatky := PMT[—-0.0S, 3.12, 1000OOJ
12
#6: VyseSplatky := -3133.636546

VySe mési¢ni spléatky (splédtka se od vkladu odliSuje zdpornym znaménkem) musi
¢init 3134 K¢.
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25. Logické operace

Pripomenime stru¢ng, Ze v Derive Ize upravovat logické ¢i mnoZinové vyrazy.
V pripadé logickych vyrazi — slozenych vyrokt, muzeme programu zadat,
prostiednictvim jeho funkce TRUTH_TABLE, vytvoreni tabulky pravdivostnich
hodnot téchto vyroka.

Piklad 25.1: Zjednoduste logicky vyraz: (AUB) U(AU@B)

ReSeni:
#1: (@aab)v(@aa=-bh
Provedeme zékladni zjednoduSeni #1:

#2: a

Pifklad 25.2: Rozhodnéte, zda je logicky vyraz (AU@A) UB tautologii nebo
kontradikci.

ReSeni:

#1: TRUTH_TABLE(a, b, (a v = a) v b)

Po zé&kladnim zjednodueni ([=]) vyrazu #1 dostaneme tabulku pravdivostnich
hodnot daného sloZzeného vyroku:

a b (av-a)vhb]
true  true true
#2: true false true
false true true
| false false true

ProtoZze je podle tabulky vyrok vzdy pravdivy (tj. ma na vSech jejich radcich
hodnotu true), jedna se o tautologii.
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26. Fraktaly

Bé&zné nastaveni kredeni 2-D grafi, v némz se pro kazdy nasledujici graf pouzije
jind barva, spolu s piikezy ITERATE a VECTOR nam dovoluje pomérné jednoduse
zobrazit nekteré fraktalni jevy v Gaussové roviné komplexnich ¢isel. Samozigjmg,
nemizZzeme cekat zazraky. Velice rychle narazime na meze téchto moznosti.
Uvedené piiklady rozhodné nijak nezastini specialni programy, které najdeme na
internetu nebo si je napiSeme sami. MuZeme je v3ak brat jako impuls pro pochopeni
apiipadné dal§i zkoumani krasného svéta fraktalt.

26.1. ITERATE, ITERATES
Hodnotou funkce ITERATE(F(x),x,p,n) je vysledek n opakovéani pritazeni £(x)
- x (tj. do vyrazu f(x) dosazuji za x opét vyraz £(x)) s pocatecni hodnotou x =

p. Posloupnost v3ech n+1 postupnych vysledki (i s po¢étecni hodnotou) tohoto
pritazeni (tedy iteraci funkce f(x)) dostaneme funkci ITERATES(f(x),x,p,n).

Nékolik priklada pouziti funkci ITERATE, ITERATES :

#1: ITERATE(L + x, X, a, 5) = a + 5

#2:

ITERATES(I + x, x, a, 5) =[a, a+ 1, a+2, a+3, a+4, a+5]
1 1 1 1

#3: ITERATES| -—, x, a, 5| =]a, —, a, —, a, —
X a a a

#4: ITERATES(x-i, X, i, 5) = [i, -1, —i, 1, i, -1]

26.2. VECTOR

Prikaz VECTOR(f(k),k,d,h,krok) je obdobou cyklu FOR znamého z vétSiny
programovacich jazykt. Prikaz postupné dosazuje do vyrazu f(k) za proménnou k
hodnoty od d do h skrokem krok (parametr krok muze byt ve tvaru zlomku, maze
byt i zaporny a kdyZ ho neuvedeme, pouZije se implicitni hodnota 1). Vysledky
dosazeni (¢iselné hodnoty, vyrazy apod.) se ukladaji jako slozky do vektoru, jehoz
dimenze je tedy rovna poctu dosazeni.
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Nékolik prikladii pouZziti funkce VECTOR:

1 1 1 1 l]
VECTOR[——, n, 1, 10, 2] = [1, —_— e — —
#1: 2 L 9 25 49 81 |
n
a
#2: f(x) = x + ——
x -1
#3: [ 1 2 3 ]
VECTOR(f(x), a, 1, 3) = + X, + X, + X
l x -1 x -1 x -1 1

26.3. Fraktélni jevy v roviné komplexnich ¢isel

Jevy popiSi jen na Urovni uvedenych piikladii. Uvazujme funkci komplexni
proménné f(z). Zvolme ngjaky bod z=x+yi komplexni roviny a provadsjme
iterace funkce f(2) s pocétecni hodnotou v tomto bodé. Zajima nés jak rychle se
vzdaluji hodnoty téchto iteraci od onoho vychoziho bodu. Zvolme urgity pocet
iteraci n (vzhledem k moznostem programu bude pomérné maly) a rozdéime body
komplexni roviny (piesngji, néjaké jeji ¢asti) do skupin (liSicich se obarvenim) podlie
toho, jak daleko se "dostanou" po tomto podtu iteraci od své vychozi polohy.
Vydedkem budou fraktdni obrazce v Gaussové roving. Pro iterace

funkce f (z) =z? + ¢, kde ¢ je komplexni parametr, dostavame tzv. Juliovy
mnozny. Pro konkrétni Juliovu mnoZinu je tak charakteristicka ur¢itd hodnota
parametru ¢, zatimco vychozi hodnota z=x+yi probihd ngjakou oblasti
komplexni roviny. Pokud vychozi bod iteraci nechdme pevny, tieba z=0, a uréitou
oblasti komplexni roviny nechame probihat naopak parametr c, dostaneme tzv.
Mandelbrotovu mnozinu. | jiné funkce komplexni proménné mohou pfinést

pozoruhodné vysledky. Zajimavé je napriklad zkoumani iteraci funkce
3

f(2) =2237:1. To je funkce, jejimiZ iteracemi ziskéme reeni rovnice z° - 1=0
2

tzv. Newtonovou iteraéni metodou. Je zajimavé dedovat, s jakou ochotou se body
roviny priblizuji k nékterému z korend této rovnice. Tato "ochota" je vyjédiena
hodnotou derivace iteracni funkce f (x). Spadové oblasti Gaussovy roviny
pridusgjici jednotlivym kofenim rovnice a navic rozdélené podle rychlosti
konvergence tak dostaneme zobrazenim oblasti roviny komplexnich ¢isel, liSicich se
hodnotou této derivace,
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Piiklad 26.1: Juliova mnozina. “

Zobrazte Juliovu mnoZinu pro ¢ =0.2 + 0.4i aoblast komplexni roviny se stiedem
v pocatku a polomérem 2.

- - 1 Naformatovano: Radkovani:

jednoduché, Ohraniceni: Pole:
(stinované jednoduché,
Automaticka, 1 b. 3ifka Cary)

1. Deklarujeme komplexni proménné z, k
#1: z € CompTlex
#2: k :€ Complex

2. Na piikazovy fadek zaddme a odeSleme vyraz (Pozor na spravny zapis i) :
VECTOR(ABS(ITERATE(k?2+0.2+0.40 ,k,x+yi,4)—x-yi)>m AND ABS(x+yi)<2,
m, 0, 3, 1/8)

#3:
2
VECTOR| |ITERATECk + 0.2 + (-0.4, k, x + Ly, 4) = x — L-y| >m A
L
1)
[x + i-y]l <2, m, 0, 3, —J
8

3. Vyraz zjednodusime (miaZeme volit i numericky vypocet, tj. aproximaci)

Vydedkem je vektor. Jeho slozkami jsou piedpisy relaci definujicich vzdy ty body

uvedené oblasti komplexni roviny, které se po <¢tyrech iteracich funkce
f(2) = 2% + ¢ dostaly od své vychozi polohy déle neZ je hodnota parametru m.

4. Vydedny vektor nechdme zvyraznény a obvyklym zpisobem zobrazime v 2D-

grafickém okné (doba vykreslovani mize byt ponékud delSi).

NEIE]
Soubor Uprawy Wlofit Privodce Ziednodufit Refit Kakul Mofnosti Okno Népovéds
DEEE 4 BBX | =% " QA%|nd [ TT|+%|&

B —oix

#1. 7z e Complex

#2. k= Complex

2
#3 VECTORUITERATEO( + 0.2+ 004ei, ko x +y-i 4 -

1
¥ -yl smalx+y-il <2 m o0 3, —J

#4 [:f by <4 A 390625.%  + 12500000% 45y + 1)

28 4 2

iy + 1250000 (375.y + 130wy +

Zedn(¥3) | o iG]

Obr. 46: Juliova mnozZina
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Piiklad 26.2: Newtonova iter aéni metoda N

Zobrazte oblasti pritazlivosti jednotlivych korenti v Gaussové roving komplexnich
&isel pri feSeni rovnice z° - 1=0 Newtonovou iterasni metodou.

- -1 Naformatovano: Radkovani:

jednoduché, Ohraniceni: Pole:
(stinované jednoduché,
Automatickd, 1 b. 3ifka Cary)

Posloupnost feSeni rovnice je dana rekurentnim vztahem X, = X, - )’ kde
9%X,
s . 2x,°+1
g(x) = x® - 1. Ten miazeme prepsat do tvaru X, = f(X,) =?- Nejprve
X

n
tedy definujeme tuto funkci (viz #3 naObr. 47).
Potom uzijeme funkci VECTOR, jgjiz hodnotou bude vektor vysdedki porovnani

hodnoty | f €Z)| spostupné se ménicimi hodnotami parametru m. Omezujeme se na

oblast vymezenou podminkou |z|< 3.
#4:

1
VECTOR[|f'(x +i-y)] <ma|x+ iyl <3, m 4.125, 0.125, - ——}
8

Slozkami vysledného vektoru jsou vlastné piedpisy relaci proménnych x, y. Pri
zobrazeni jim na obrazku odpovidaji oblasti vybarvené stejnou barvou (ne tak
docela, kdyZ je oblasti vice nez barev, posloupnost barev se zatne opakovat).
Oblasti téZe barvy vroviné tak odpovidaji bodim, které se korenim rovnice
priblizuji s priblizné stejnou ochotou.

[Bov-s NEIE]
Soubor Uprawvy Wodit Privodce Ziednoduft Reft Kakul Mofnosti Okno Npovéda
3 2D-graf 1:1 M [=[E3] | & Algebra 1 =10l x|

#1: k « Complex
#2: 2z e Complex

3
2z + 1

# f2) =

[Zjedn(¥a) | o F5TT

Obr. 47: Newtonova iteraéni metoda, z% - 1=0
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P¥ilohy

1. Bali¢ek funkci , Integraly.mth”

Balicek funkci pro vypocet a zndzornéni dolnich ahornich integrélnich soucta
spojitych a hladkych funkci. Pro spravnou ¢innost grafickych funkci je tieba
nastavit tyto parametry 2D grafického okna:

Moznosti - Zjednodusit pfed vykreslenim

Moznosti - Zobrazeni - Barva - vypnout automatickou zménu barvy
MozZnosti - Zobrazeni - Body - Spojovat Ano

1. Pomocné procedury pro vypocet nejmensi a nejvétsi hodnoty funkce naintervalu.
Predpoklada se, Ze funkce je naintervalu spojitd a ma derivaci v kazdém jeho
vnit¥nim bodé.

NejM(g, a, b, s :=[], d, h, n) ==
Prog
s := SOLUTIONS (d(g, x, 1) = 0 A a < x < b, x, Real)
d := SUBST(g, x, a)
#1: h := SUBST(g, x, b)

I'FS:[]
n := MIN(Cd, h)
n := MIN(d, h, s)

n

NejVv(g, a, b, s:=[], d, h, n) ==
Prog
= SOLUTIONS (9(g, x, 1) =0 A a < x < b, x, Real)
d := SUBST(g, x, a)
#2: h := SUBST(g, x, b)
I'FS:[]
n := MAX(d, h)
n := MAX(d, h, s)

2. Pomocné procedury pro vykreseni obdélnika

[0

1t
#3: ObdNejM(f, a, b) := POLYGON_FILL

| b NejM(f, a, b) |

L a NejM(f, a, b) |
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#4:

ObdNejV(f, a, b) := POLYGON_FILL

[

a 0

b 0

b NejVv(f, a, b)

a NejVv(f, a, b)

3. Funkce pro grafické znazornéni souétis (maji piiponu _G) apro jejich vypocet.
Parametry: f ... jméno funkce nebo jeji predpis, a... dolnimez, b ... horni mez, n ...
pocet dil¢ich intervala

rozdéleni int. (ab).

Ptiklad zadani: Do1niS_G(1n(x),3,5,8), HorniS(In(x),4,9,15)=

Poznamka: Zatim neni vyreSeno znaménko funkce, tj. naintervalu, kde je funkce
zaporna se dolni souéty méni v horni a naopak.

#5:

#6:

#7:

#8:

DolniS_G(f, a, b, n) := VECTOR[ObdNejM(f, a + —
L L

b -a
- (k
n

( (
HorniS_G(f, a, b, n) := VECTOR[ObdNejVLf, a+ —

b -a

n

. (k

Do1niS(fF,

b -a

n

HorniS(f,

b -a

n

. (k

+ 1)} k, 0, n - 1}

+ 1)], k, 0, n - 1}

b, n) := APPROX(

+ 1)]

b, n) == APPROX[

+ 1)}

b -

n

b -

n

b3

\ k=0

s

a)

)
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k=0

n-1

n-1

NejM(f, a +
L

Nejv{f, a +

b - a

n

b - a

n

b - a

n

b - a

n

-k, a +

k, a +

-k, a +

-k, a +



2. Descartuv list — kompletni FeSeni Prikladu 20.9

#1:

#2:

#3:

#4:

#5:

#6:

#7:

#8:

#9:

#10:

#11:

#12:

#13:

LOAD(C: \Derive\Derive_Packages\Geometrie.mth)

A :=[0, 0]
B := [k, 0]
C:=1[1, m]

Al =B + t-(C - B)
Bl:=C+ t-(A-0)

Cl=A+t-(B-A)

k=2
1T:=0
m:= 2
[A, B, C, A]

[Al, B1, C1, Al]

StredKrOps(Al, B1, C1)
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#14:
#15:
Hledame
#16: X
#17: vy

3 2 3 2
t -5t + 4.t t +2-t -3-t+1
S =
2 2
| 3.t - 3.t + 3.t -3-t+1
[ 3 2 3 2
u - 5-u + 4.u +2-u - 3.u+1
2 2
| 3.u - 3.u + 3.u -3.u+1
rovnici krivky
3 2
-5u +4.u-1
2
3.u -3.u+1
3 2
u +2.u -3.u+1
2
3.u - 3.u+1

Obé parametrické rovnice

S proménnou u:

#18: x

#19:

#20:

#21:

Prvni polynom:

#22:

nejprve prevedeme na polynomické

u-1

+

1

‘u + 4.u -1 ]

x-(3-

2

3.u X — 3:Uu-X + X + U

3

u +u -(3:x-5) +u-(4

-3.u+1

2

u —3-u+1) +u

2

Y
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3.u + 1)

‘u +4.u -1

‘u +4.u -1

3.x) +x -1




( 3 2
u +2-u -3.u+1

#23: y -

L 2

3.u - 3.u+1
2
#24: y-3-u - 3.u+1) -u
Druhy polynom:
3 2

#25: -u

3

- 2-u

2
«3-u - 3.u+ 1)

2
+ 3.u -1

+y+u -3y -2)+3.u-(1-y)-1

Pro eliminaci proménné u z obou rovnic pouzijeme metodu resultantl
(je mozno vyuzit i Grobnerovu bazi pomoci funkce GROEBNER_BASIS).

Konkrétné vyuzijeme determinant Sylvesterovy matice Syl obou
polynomi.
1 3.x -5 4 - 3.x x -1 0 0
0 1 3.x - 5 4 - 3.x x -1 0
0 0 1 3.x - 5 4 - 3.x x -1
#26:Sy1 :=
-1 3.y -2 -3y +3 y -1 0 0
0 -1 3.y -2 - 3.y +3 y -1 0
0 0 -1 3.y -2 -3y +3 y-11
3 2 3 2
#27: DET(Sy1) = x -3x +x(y+2)+y -3y +2.y -1
Determinant Sylvesterovy matice je polynomickou rovnici zkoumané
krivky
3 2 3 2
#28: X - 3x +x(y+2)+y -3y +2.y-1
Kfivka ma pravé jeden singularni bod [1,1].
3 2 3 2
#29: F(x, y) =x —-3x +x:(y+2)+y -3y +2.y-1
d )1 2
#30: —| F(x, y) =3:x —-6:x+Yy + 2
dx
d )1 2
#31: —_ F(x, y) = x + 3:y -6y + 2
dy



#32:
[ 3 2 3 2 2

SOLVE(Lx -3-x + x-(y +2) +y -3y +2-y -1, 3.x —6:X+Yy

2
+2, x+ 3y —-6-y+21 [x,yD

#33: [x =1 Ay =1]
Po vhodné transformaci souradnicového systému (nahradime x a y

vyrazy x+1 a y+1, v tomto poradi) dostaneme dobfe znamou rovnici
Descartesova Tistu:

#34: X + Xy +Yy

#35: x +xy+y =0
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