10 AXIOMATICKA VYSTAVBA GEOMETRIE

10 Axiomaticka vystavba geometrie

, Dikladnost matematiky spociva na definicich, axiomech, dikazech.“

Immanuel Kant

AXIOMATICKY SYSTEM (AXIOMY + ZAKLADNI POJMY)
!
(dedukce, definice)

4
VETY

Vyvoj pojmu axiom:

aziom (lat. postuldt) = poZadavek

Euklides (kolem r. 300 pr.n.l.):
axiomy = zfejmé a pravdivé vyroky jejichz pravdivost se opira o nasi zkuSenost.

Fukliduv aziom o rovnobézkach: ,,Dve primky v rovine, které protinaji jinou primku
této roviny a tvori s ni po jedné strané vnitini uhly, jejichZ soucet je mensi nez dva
prave uhly, se vZdy protinaji, a to po té strane primky, kde je soucet mensi.“

David Hilbert (1862 - 1943):

,VZdy musime byt schopni misto body, primky a roviny rikat stoly, Zidle a pullitry. “

— Princip duality (zdména pojmu v rdmci jednoho systému).
— Rizné modely abstraktni geometrie (rizné interpretace pojmu).
Naprt. Poincarého model nebo Beltramiho - Kleinuv model.

Pozadavky na soustavu axiomii:

1. Bezespornost - nelze odvodit zaroven V i =V.
2. Nezavislost - zadny axiom nemiuze byt logickym dusledkem ostatnich.
3. Uplnost - viechny modely z ni odvozené jsou vzajemné izomorfn,

tj. plati v nich stejné véty.

Soustava axiomu euklidovské geometrie
Neni jednoznacné urcena, tj. miize jich byt vice a mohou se lisit axiomy i jejich poctem.

Co je v jedné soustavé axiomem, mize byt v jiné soustavé vétou deduktivné odvozenou.

38
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10.1 Hilbertova soustava axiomu euklidovské geometrie

Axiomy

- incidence
usporadani
shodnosti
spojitosti
rovnobéznosti

10.1.1 Axiomy incidence I

I1: Dva rizné body maji spoleé¢nou jednu piimku.

I12: Piimka obsahuje aspon dva rtzné body.

13: Existuje aspon jedna trojice rtiznych bodu, které nepatii téze primce.

14: JestliZe tt¥i body nepat¥i jedné piimce, potom patfi jediné roviné.

I5: Jestlize dva rtzné body primky p lezi v roviné p, potom vSechny body
primky p lezi v p.

16: Jestlize pranik dvou rovin neni prazdny, obsahuje aspon dva navzajem
ruzné body.

I7: Existuje aspon jedna ¢tverice bodi, které nelezi v téZe roviné.

I18: Rovina obsahuje aspon jeden bod.

Definice: Tti body, které lezi na téze primce, nazyvame kolinearni.

UKOL: Uzitim axiomt I dokazte nasledujici véty:

Véta: Prinikem dvou riznijch rovin, které mayji spolecny aspon jeden bod, je primka.
(Reseni: 16 — I1 — I5)

Veta: Tri nekolinedarni body jsou navzdjem rizné.

(Reseni: A= B = C nebo A= B # C vede ke sporu)

Modely geometrie [I]:
(tj. modely geometrie zalozené pouze na axiomech incidence)

M1: Minimalni model

- CtyTi body,

4

- Sest piimek (protoZe existuje < ) = 6 neusporadanych dvojic ze ¢ty prvki),

2
4

3> = 4 neusporadanych trojic ze ¢tyt prvki).

- Ctyfi roviny (protoze existuje <

M2: Poincarého model

Je tvofen vnit¥fnimi body poloprostoru omezeného rovinou w. Rozlisujeme zde piimky a roviny
prvého a druhého druhu (viz Obr. 3). P¥imka prvého druhu je tvof¥ena vnitfnimi body polopfimky
kolmé na rovinu w, ptimka druhého druhu je tvorena vnitinimi body polokruznice kolmé k roviné
w a se stredem v roviné w. Rovina prvého druhu je tvorena vnitinimi body poloroviny kolmé na
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Piimka 1. druhu

Rovina 1. druhu

Bod

Rovina 2. druhu
Pfimka 2. druhu

Obrazek 3: Poincarého model

w a rovina druhého druhu potom odpovida vnitinim bodim polokoule se stfedem v w. Incidence
je euklidovska.

M3: Beltramiho - Kleiniv model

Tvoren vnitinimi body koule. P¥imku reprezentuji vnitini body tétivy koule a rovinu vnitini body
jejtho ,rovinného* fezu (viz Obr. 4). Incidence je euklidovska.

Obrazek 4: Beltramiho-Kleiniv model
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Modely M2,M3 nejsou modely euklidovské geometrie, nespliiuji axiom rovnobéznosti (viz Obr.
5,6). Vidime, 7e v obou pfipadech existuje vice nez jedna rovnobézka s p, tj. pfimka, kterd prochazi
bodem A a nema s danou ptimkou p zadny spoleény bod. Ptimky a, b jsou hrani¢ni piimky.

Obrazek 5: M2: axiom rovnobéZnosti

a
b
p A

Obrazek 6: M2: axiom rovnobéznosti

M4: Aritmeticky celoéiselny model planimetrie

- bod = usporadana dvojice celych ¢isel [z, y] € Z,

- primka = body splhujici rovnici ax + by + ¢ =10, a,b,c € Z.

Pozndmka: Stejné mizeme definovat model raciondlni (tj. [z,y] € @, ,a,b,c € Q) ¢ redlny (tj.
[z,y] € R, ,a,b,c € R).
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10.1.2 Axiomy usporadani U

Tykaji se vlastnosti ,bod lezi mezi jinymi dvéma®.

U1: Jestlize bod B lezi mezi body A, C, jsou A, B,C tfi riazné body na piimce
a plati téz, ze B lezi mezi body C, A.

U2: Jestlize A, B jsou dva navzajem rizné body, potom existuje na pfimce AB
aspon jeden bod C' takovy, Zze bod B leZi mezi body A, C.

U3: Ze tii riznych bodua A, B, C lezicich na té samé primce leZi nejvyse jeden
mezi ostatnimi dvéma.

U4: (Paschuv axiom) Jsou-li A, B,C t¥i nekolinedrni body a p¥imka p, ktera
témito body neprochazi, obsahuje jisty bod mezi body A,C, potom piimka p
obsahuje bod mezi A, B nebo mezi B, C.

UKOL: Uzitim axiomt I, U dokazte nasledujici véty:

Véeta: Mezi dvema ruznymi body lezi aspon jeden bod.
(Resent: 13 — U2 — U2 — U4)

Véeta: Na kazZdé primce existuje nekonecné mnoho bodui.

Geometrie [IU] se nazyva té7z geometrie polohy

Modely s kone¢nym poc¢tem prvki nemohou splhovat axiomy usporadani. Proc¢?
(Regeni: Podle I3, I'l existuje v takové geometrii vzdy aspoii jedna p¥imka, tj. podle U2 nekoneéné
mnoho bodi)

Modely [IU]:

Beltramiho - Kleinuv model
Usporadani plati ve smyslu euklidovském.

Poincarého model
Usporadani plati ve smyslu euklidovském.

Aritmeticky raciondlni model planimetrie
Proc¢ jiz nestaci aritmeticky celoc¢iselny model?

10.1.3 Axiomy shodnosti S

- metrické vlastnosti

- formuluji zakladni vlastnosti shodnosti tsecek
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S1: Je-li AB=CD, potom A+# B,C # D. Pro kazdé dva rtazné body A, B plati
AB = BA. (Shodnost se tykd pouze dvojic riznigjch bodi.)

S2: Necht AB je tsecka, C'D polopfimka. Potom existuje jediny bod E polo-
pfimky CD, pro ktery plati AB = CE. (Nandseni isecky na polopiimku.)

S3: Jestlize AB =CD a CD = EF, potom AB = EF. (Tranzitivnost shodnosti.)

S4: Jestlize bod C lezi mezi body A, B, bod C' mezi body A’, B’ a jestlize plati
AC = A'C'", BC = B'C', potom plati AB = A'B'. (Graficky soucet dvou isecek.)

S5: Necht jsou ABC, A’B'K dvé& trojice nekolinedrnich bodt a necht AB =
A'B’. Potom existuje jediny bod C' poloroviny A'B'K, pro ktery plati AC =
A'C', BC' = B'C'.(Preneseni trojihelnika k dané dsecce do dané poloroviny.)

S6: Necht jsou ABC, A'B'C" dvé trojice nekolinearnich bodt, pro které plati
AB = A'B',BC = B'C',CA = C'A'. Necht déle lezi bod P mezi body A, B a bod
P' mezi body A', B' tak, ze AP = A'P'. Potom CP = C'P'.

UKOL: Uzitim axiomt S dokazte, Ze shodnost se tyka neuspofadanych dvojic bodii.
(Reeni: S1: AB=CD,CD = DC, S3: AB = DC)

10.1.4 Axiomy pohybu S*

- axiomatickym pojmem je shodné zobrazeni (pfemisténi)

S*1: Lezi-li bod C mezi body A, B a jsou-li A, B',C' obrazy bodu v pfemisténi,
lezi bod C’ mezi body A, B'.

S*2: Jestlize je poloprimka v prfemisténi samodruzna, je kazdy jeji bod v tomto
premisténi samodruzZny.

S*3: Necht jsou ABC,A'KL dvé trojice nekolinearnich bodu. Existuje jediné
premisténi v roviné, které prevadi bod A do bodu A’, polopfimku AB do
polopiimky A'K’ a polorovinu ABC do poloroviny A'KL.

S*4: Jestlize jsou A, B dva riizné body, potom existuje aspon jedno pifemisténi,
které prevadi bod A do bodu B a bod B do bodu A.

S*5: Jestlize je /BAC duty uhel, potom existuje aspon jedno pifemisténi, které
prevadi polopfimku AB do polopfimky AC a polopfimku AC do polop¥imky
AB.

S*6: SloZenim dvou pFemisténi vznikne premisténi.
S*7: Identita je premisténi.

S*8: Inverzni zobrazeni k premisténi je prfemisténi.

S*6, 5*7,5*8 - vsechna premisténi tvori grupu

43

Véta: Abstraktni geometrie [IUS], [IUS*] jsou totozné, tj. skupiny axiomu S, S* jsou ekvivalentni.

Modely [TUS], [TUS"]:




10 AXIOMATICKA VYSTAVBA GEOMETRIE 44

Model planimetrie - zobrazeni inverzni ke stereografické projekci.

Aritmeticky model realny
Pro¢ jiz nestaci aritmeticky racionalni model?

Beltramiho - Kleinuv model

Usetka AB je shodna s CD pravé kdyz
' In (UVAB)| =|In(TWCD)|,

kde U, V, T, W jsou krajni body tse¢ek AB, CD, které, jak vime, do modelu jiz nepatii. Uvedenou
podminka shodnosti vychéazi z toho, Ze vyraz |In (UV AB)| je invariantem rovnosti

(UVAB) = (UVBA)™' = (VUAB)™"' = (VUBA).
10.1.5 Axiomy spojitosti A, C, D

Lze zmérit kazdou usecku?
Existuje ke kazdému ¢islu odpovidajici usecka ?

Archimeduv axiom

A: Jsou dany usecky AB,CD. Na polopfimku AB postupné nanasime uasecku
CD a dostaneme body P, P, ..., P,, P,,;. Potom existuje takové n € N, Ze bod
P,.1 nelezi uvniti AB.

Cantoruv axiom (axiom tplnosti)

‘ C: Pruanik posloupnosti tise¢ek do sebe zarazenych je neprazdny. ‘

Véta: Jestlize prinik posloupnosti tisecek do sebe zarazenych neobsahuje zadnou tisecku, je tento
prinik mnozinou s jednim bodem.
(Dokazeme sporem)

Véta: V geometrii [ITUSAC] je kazdé kladné ¢islo velikosti néjaké tsecky.

Axiomy A, C lze nahradit jedinym axiomem D:

Dedekindtiv axiom

D: Kazdy omezeny konvexni atvar na primce, ktery obsahuje aspon dva riizné
body, je tsecka (piipadné s vynechdnim jednoho nebo obou krajnich bodi).

Absolutni geometrie: [ITUSAC], [IUSD]

= spolecny zaklad euklidovské i neeuklidovské geometrie.
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10.1.6 Axiom rovnobeZnosti R

Definice 10.1 Soubeézky - dve primky v téZe rovine, které nemaji spolecny bod.

Jestlize prochazi danym bodem A jedina soubézka s danou primkou p, nazyvame ji rovnobézkou
s primkou p. Jestlize prochazeji danym bodem A aspon dvé soubézky s pifimkou p, potom

rovnobézkami s primkou p nazyvame ty dvé z nich, v nichz lezi ramena vrcholovych thla
vyplnénych ostatnimi soubézkami.

Nektere vety absolutni geometrie:

Véta: (Legendrova) Jsou-li ¢isla o, B,y velikosti vnitinich dhli trojihelniku ABC, plati a+ B+~ <
.

Veta: Jestlize je p libovolnd primka, A bod, ktery na ni nelezi, potom bodem A prochdzi aspon
jedna soubezka s primkou p.

Axiom rovnobéZnosti

R: Necht p je libovolna piimka, A libovolny bod, ktery na ni nelezi. Potom bodem
A prochazi nejvysSe jedna soubézka s primkou p.

Tento axiom je ekvivalentni s Euklidovym patym postulatem. Ten se jevi tak samoziejmy, ze byl
dlouho povazovan za pouhy dusledek predchozich ¢tyt postulati. Snahy o jeho odvozeni z téchto
postulati v8ak vedly vzdy jenom k jeho novym formulacim (nékteré viz nize). Dikazem toho, 7Ze
axiom rovnobéznosti je skuteénym axiomem a nikoliv diisledkem jinych axiomi, bylo az objeveni
existence geometrie [IUSDnonR] (Lobacevskij), kterd se ukédzala jako logicky bezespornd. R a
zaroven nonR nemuze byt totiz dusledkem axiomu IUSD, jsou tedy na nich nezavislé.

[TUSDR] = euklidovska geometrie

[ITUSDnonR| = hyperbolicka (Lobacevského) geometrie

Neékteré véty ekvivalentni s R:
1. Existuje aspon jeden euklidovsky trojuhelnik.

2. FExistuje duty uhel takovy, Ze kazZdy jeho wvnitini bod naleZi tusecce, jejiz krajni body leZi na
ramenech tohoto uhlu.

3. Pythagorova veta

4. Kazdée dve kolmice ke dvema riznobezkam jsou riznobézneé.
5. Soucet vnitrnich dhli ve ctyrihelniku je 2m.

6. Kazdému trojuhelniku lze opsat kruznici.

7. Euklidiv paty postuldt.

Pozndamka: Objeveni ekvivalence uvedenych vét s axiomem R je vysledkem snah o odvozeni R z
ostatnich axiomu.
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10.1.7 Lobacdevského geometrie [IUSDnonR|]

L: Existuji pfimka p a bod D, ktery na ni nelezi, takové, Ze alespon dvé rizné
primky jdouci bodem D neprotinaji primku p.

Soucet vnittnich thli v trojihelniku je mensi nez 7 :

a+fB+y<m.

Shoduji-li se dva trojuhelniky v thlech, jsou shodné.
Cim je mensi soucet thla trojihelnika, tim je vétsi jeho obsah.
Cim mensi je obsah trojthelnika, tim je soucet thla blizsi k 7.

Lobadevského formule:

tihel soubéznosti: o = T1(z)

lim (II(2)) = ~

x—0 2

V dostatecné malé ¢asti Lobacevského roviny lze uzivat euklidovské geometrie, aniz se dopustime
podstatnych chyb.

model: Beltramiho-Kleintiv model

Riemannova geometrie

= eliptickd geometrie
Soucet vnitinich thli v trojihelniku je vétsi nez m :

a+pB+y>T

Model: povrch koule
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