1 Pocatky geometrie

Slovo ,,geometrie” je feckého ptivodu, v originale yewuet prar, kde znamena
doslova ,méfeni Zemé" (geo- je ,Zemé", -metron pak ,méreni*). Odrazi
skutecnost, ze se geometrie zrodila v Mezopotamii a v Egypté jako uméni
vymeérovani poli a zakladl staveb a urcovani objemi rtiznych schranek na
obchodované zbozi.

Véta 1 (Pythagorova véta). V pravouhlém trojiuhelniku je obsah ctverce
sestrojeneho nad preponou roven souctu obsahi ctvercu sestrojenych
nad obéma odvésnami. (Pythagoras ze Samu, 5709-510 pr. n. l.)

?=a’+b?

Obréazek 1: Pythagorova véta (vlevo) a jeji ,dikaz beze slov* (vpravo)

PRIKLAD 1.1. Plati stejné tvrzeni o souctu obsaht i pro jin€ vzajemné
podobné utvary sestrojené nad preponou a odvésnami pravouhlého troj-
uhelniku? Napriklad pro piulkruhy nebo trojuhelniky?

PRIKLAD 1.2. Najdéte co nejvice trojic prirozenych cisel (serazenych
dle velikosti od nejmensiho ), které odpovidaji délkdm stran pravotuhlého
trojuhelniku.


https://en.wikipedia.org/wiki/Pythagoras
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Pythagorejské trojice; a = m? — n?,b = 2mn, c = m? + n.

Predchozi priklad mtizeme interpretovat tak, ze hledame feseni rovnice

224 y? = 2

s neznamymi x, y, z v oboru kladnjch celych ¢isel (prirozenych ¢isel 1,2 ... ).
Otazkou feseni této rovnice pro mocniny neznamych vyssi nez 2 se zabjva
Velkd Fermatova véta“ (Pierre de Fermat, 1607-1665)

Véta 2 (Velkd Fermatova véta). Rovnice x" + y" = 2" nemd Zdadnd

kladna celociselna reseni pro n vetsit nez 2.

Uplny ditkaz véty predlozil v roce 1995 [Andrew Wiles.

Ctvercova &isla
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https://en.wikipedia.org/wiki/Fermat%27s_Last_Theorem
https://en.wikipedia.org/wiki/Pierre_de_Fermat
https://en.wikipedia.org/wiki/Wiles%27s_proof_of_Fermat%27s_Last_Theorem

Geometrii v ptivodnim slova smyslu praktikovali tzv. napinact provazi,
kterl dokazali mérit tyto ¢tyri velikosti: délku, plosny obsah, objem a veli-
kost thlu [3].

Egypt

Obrazek 2: Egyptsti napinaci provazi na malbé z roku kolem 1400 pf. n. .
https://www.pinterest.co.uk/Jorgeariasrios/ancient-egypt-painting/

Vlastnost pravothlého trojihelniku, ktera je podstatou Pythagorovy véty,
znali jiz ve ve starovékém Egypté. Byla tam vyuzivana k vytyc¢ovani pravého
thlu v terénu. Naprtiklad pri stavbé Cheopsovy pyramidy nekdy kolem roku
2600 pt. n. 1.

Obrazek 3: Metoda vytyceni pravého uhlu pouzivana Egyptany (vlevo) a Mayi (vpravo)


https://www.pinterest.co.uk/Jorgeariasrios/ancient-egypt-painting/

Mezopotamie

Rovnéz v Mezopotamii byla vlastnost z Pythagorovy véty znama davno
pred tim, nez ji Pythagoras dokazal, jak doklada ,zakovska™ hlinéna ta-
bulka na Obr. M, na které je klinovym pismem a v Sedesatkové ciselné
soustavé zaznamenan vypocet délky thlopricky c¢tverce se stranou 30 jed-

notek.

Obréazek 4: Vipocet thlopiicky &tverce o strané 30, u = 30v/2; Mezopotamie, 19.-18. stol. pf. n. 1.,
http://ipch.yale.edu

Cina

Nejstarsi dochovany diikaz Pythagorovy véty vsak pochézi z Ciny.
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Obrazek 5: Nejstarsi ,ditikaz beze slov® Pythagorovy véty; Cina, mezi 1000 a 200 pf. n. 1.,
https://en.wikipedia.org/wiki/Zhoubi Suanjing



http://ipch.yale.edu/news/3d-print-ancient-history-one-most-famous-mathematical-texts-mesopotamia
https://en.wikipedia.org/wiki/Zhoubi_Suanjing

2 Recka geometrie

Egyptské matematické poznatky byly shromazdovany predevsim pomoci
metody pokus-omyl. Kritériem piijeti metody vypoctu bylo to, zda fun-
guje v uvazované situaci. Obecny dikaz nebyl vyzadovan. To se zménilo
s nastupem Tecké matematiky, jejiz predstavitelé pouzivanim deduktivni
metody polozili zaklady védecké zaklady matematiky:.

Thales z Miletu, 6247-5467 pr. n. 1.

Zabyval se praktickym vyuzitim geometrie, ale stal také u zrodu geometrie
jako védecké discipliny. P1i formulovani geometrickych vlastnosti uplatio-
val deduktivni metodu, své zavéry vyslovoval pro obecné ttvary a predkla-
dal jejich dtikazy.

PRIKLAD 2.1 (Vypocet vysky pyramidy). Thales z Milétu pry jako pruni
dokadzal vypocitat vysku Cheopsovy pyramidy v Eqypte. VyuZil pri tom
poznatek, Ze v jistou denni dobu je délka jeho stinu, kdyzZ stoji pobliz
pyramidy, rovna jeho vysce. Jak vysku pyramidy urcil?

o

Obrazek 6: Thales méri Cheopsovu pyramidu

Véta 3. Uhly pri zdkladné rovnoramenného trojihelniku jsou si rovny.


https://en.wikipedia.org/wiki/Thales_of_Miletus
https://cs.wikipedia.org/wiki/Chufuova_pyramida

Véta 4 (Thaletova véta). KazZdy obvodovy uhel nad primérem kruznice
je pravy.

Dikaz. Myslenka dikazu Thaletovy véty je dostatecné ilustrovana nasle-
dujicicm obrazkem [7 O

Obréazek 7: Dukaz Thaletovy véty, 2(a + ) = 180°

Eukleides, kolem r. 300 pr. n. I.

Svym dilem Zdklady (viz [4]), ve kterém usporadal dosavadni poznatky
z matematiky, polozil skutecné zaklady axiomatické vystavby geometrie
i celé matematiky.

L 7z nichZ 5 nazval postuldty? (po-

Celou geometrii odvodil ze 14 axiomt
stulaty mtzeme chapat jako formulace zakladnich tloh, které 1ze v roviné

konstruovat; Servit je nazjyval ,,Ukoly prvotné*), [9], [11].

Laziom — zakladni véta, poucka, zasada, kterd se pfijima a bez diikazu povazuje za pravdivou: log., mat. tvrzeni

deduktivni teorie ptijaté bez dukazu; Akademicky slovnik cizich slov, Academia, Praha, 2001
Zpostuldt — princip, pozadavek nebo tvrzeni uréité védecké teorie pfijaté bez ditkazu a tvoiici jeji vychodisko: log.
axiom; Akademicky slovnik cizich slov, Academia, Praha, 2001


https://en.wikipedia.org/wiki/Euclid

Eukleidovy postulaty:
1. Dva dané (rtzné) body spojit tiseckou.
2. Danou tsecku na jedné i druhé strané libovolné prodlouzit.

3. Vytvorit kruznici s danym stiedem a prochazejici danym bodem (rtiz-
nym od stiedu).

4. VSechny pravé thly jsou shodné.

5. Dvé primky v roving, které protinaji jinou primku této roviny a tvori
s ni po jedné strané vnitini thly, jejichzZ soucet je mensi dvou pravych,
se vzdy protinaji a to po té strané, kde je soucet mensi.

Poznamka. Konstrukce uskutecniované podle prvnich ti1 Eukleidovych
postulatil jsou znamé jako eukleidovské konstrukce, téz konstrukce kruzit-
kem a pravitkem (bez méritka) (Compass and straightedge constructions).

Ne kazdou geometrickou tlohu lze fesit pomoci téchto konstrukei, viz napi.
kvadratura kruhu, zdvojent krychle a trisekce uhlu.

Nemoznost vytesit tyto tii ulohy pouze uzitim kruzitka a pravitka byla
dokazana az v 19. stoleti, po vytvoreni nalezitého matematického aparatu.
Nemoznost eukleidovské konstrukece zdvojent krychle a trisekce whlu doka-
zal |[Pierre Wantzel v roce 1837. Nemoznost eukleidovské konstrukce kva-
dratury kruhu pak vyplynula z dikazu transcendentnosti ¢isla m, ktery
podal [Ferdinand von Lindemann v roce 1882.

Soustava axiomu eukleidovské geometrie predstavena v Zakladech neni vy-
tvorena prilis dlisledné a trpi nekterymi logickymi nedostatky. Napravu
ucinil az David Hilbert (1862 - 1943) na prelomu 19. a 20. stoleti. Svou
predstavu, ze v logicky dokonale vystaveném systému axiomu v podstaté
ztraci smysl ptivodni vyznam jednotlivych pouzitych pojmu, vyjadril zna-
mym vyrokem:

,VZdy musime byt schopni misto body, primky a roviny rikat
stoly, Zidle a pullitry.


https://en.wikipedia.org/wiki/Compass-and-straightedge_construction
https://en.wikipedia.org/wiki/Squaring_the_circle
https://en.wikipedia.org/wiki/Doubling_the_cube
https://en.wikipedia.org/wiki/Angle_trisection
https://en.wikipedia.org/wiki/Pierre_Wantzel
https://en.wikipedia.org/wiki/Ferdinand_von_Lindemann

Tim se otevira cesta k riznym modelim abstrakini geometrie, napr.
Poincareho model nebo [Beltramiho—Kleinuv model. K otdzce axiomi se
zanedlouho vratime v souvislosti s pfedstavenim tzv. neeukleidovskych ge-
ometrii.

Véta 5. Kdyz se v pravouhlém trojuhelniku vede od pravéeho uhlu na

zakladnu kolmice, trojuhelniky pri kolmici jsou podobny celéemu 1 na-
vzagem. (VIII., Kniha VI., viz [§] str. 88)

Toto tvrzeni vede k tzv. Eukleidovym vétam (o vysce a o odvésnach).

A B

Obrazek 8: Eukleidovy Zaklady, Kniha VI., Tvrzeni VIII.

Véta 6 (Euklidova véta o vysce a o odvésné). V kazdém pravouhlém
trojuhelniku ABC (p¥i oznaceni dle Obr.[8) plati v? = c,cp, a* = ccy,
v = ccp. ([10], str. 393)

Jako tvrzeni XLVII. v Knize 1. je uvedena Pythagorova véeta, jako nasle-
dujici tvrzeni je pak uvedena véta k ni obracena. Zde si uvedeme soucasné
formulace téchto vét prevzaté z [10], str. 393.

Véta 7 (Pythagorova véta). V' kaZdém pravouhlém trojuhelniku ABC
(p7i oznacend dle Obr. ) plati ¢* = a® + b*.

Véta 8 (véta obracend k Pythagorové vété). Jestlize v trojuhelniku ABC,
jehoZ strany maji délky a, b, c, kde ¢ > a,c > b, plati a® + b* = ¢, pak
tento trojuhelnik je pravouhly s pravym uhlem pri vrcholu C.
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https://en.wikipedia.org/wiki/Poincar%C3%A9_disk_model
https://en.wikipedia.org/wiki/Beltrami%E2%80%93Klein_model

Ne kazdy chapal nutnost pevné logické vystavby matematické teorie zalo-
zené na deduktivni metodé, kdy jsou z danych axiomti dokazovany i zdan-
livé samoziejmosti. Prikladem je trojuhelnikovda nerovnost, uvedena jako
tvrzeni XX. v Knize [. [3] v této podobé.

Veéta 9 (Trojihelnikova nerovnost (dle [3])). V kazdém trojihelniku kte-
rékoli dvé strany (souctem) jsou delsi neZ strana zbyjvajict.

Texty obou Ceskych prekladt Zdakladd, [4] i [3], prebiraji styl textt latin-
skych a feckych pochazejicich z 19. stoleti, které jim byly predlohou. Dnes
prislusné vlastnosti formulujeme jednoduseji. Vétu o trojihelnikové nerov-
nosti bychom potom vyslovili tieba takto.

Véta 10 (Trojthelnikova nerovnost). Soucet dvou stran libovolného troj-
uhelniku je vétsi nez strana zbyvajict.

Prezentace této vlastnosti trojuhelniku formou véty, kterou je tieba doka-
zat, se stala predmeétem kritiky ze strany Epikurejct. Ti tvrdili, Ze tuto
vlastnost zna prece kazdy osel (proto se ji nékdy rika ,osli véta®), kdyz je
znamé, ze ke kupce sena jde vzdy nejkratsi cestou, viz Obr. [9 a neni proto
nutné ji néjak zvlast dokazovat.

Obrazek 9: Trojihelnikova nerovnost — osli véta


https://en.wikipedia.org/wiki/Epicureanism

Uhly souhlasné, st¥idavé a piilehlé

Priklady téchto dvojic tihlt jsou na Obr. [I0: «, 8 — souhlasné, a, 6 — stii-
davé, a, v — prilehlé, vice viz [10], str. 377-378.

q

Obrazek 10: Uhly souhlasné («, ), stfidavé (a, §) a piilehlé (o, )

V Zakladech (presnéji v ¢eském prekladu [3]) pojednéava o téchto dvojicich
uhld pro dvé rovnobézné primky tvrzeni XXIX. v Knize I.

Véta 11. Usecka protinajic rovnobézky tvori stridavé uhly navzdjem
stejn€ a uhel vnéjsi vnitrnimu protéjsimu rovny (souhlasné thly) a
vnitrng na téZe strané dvéma pravym rovné (prilehlé ihly).

Shodu souhlasnych hld pro pricku rovnobézek vyuzil Eratosthenés z Kyreny
(2767-194 pf. n. 1.) ke zméTeni obvodu Zemé.
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Obrazek 11: Eratosthenovo méreni obvodu Zemé
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https://en.wikipedia.org/wiki/Eratosthenes

Nicolas Bourbaki

Pod jménem [Nicolas Bourbaki od roku 1934 s proménlivou intenzitou
pisobila/piisobi generacné se obménujici skupina prevazné francouzskych
matematiki. Jejich snaha o systemizaci dosavadnich poznatki z vybranych
oblasti matematiky pomoci pfisné formalniho jazyka a na zakladé mnozino-
vého aparatu, kterd je sama o sobé chvalyhodna, byla nevhodné vztahnuta
i na vyuku matematiky. Tato tendence se projevila prilisnou formalizaci
uciva jiz od nizsich roc¢nik zakladni skoly.
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https://en.wikipedia.org/wiki/Nicolas_Bourbaki

