4.5 Mnohotuhelniky

Obrazek 28: Tangram

Mnohouhelnik mtzeme charakterizovat jako ¢ast roviny ohrani¢enou uza-
vienou lomenou Carou (tj. Carou, ktera se sklada z na sebe navazujicich
tseCek). Jiz vime, Ze rozliSujeme konvezni a nekonverni mnohothelniky,

viz str. [I7.

Obrazek 29: Mnohotuhelnik, konkrétné konvexni 7-tthelnik

Mnohothelnik s n vrcholy nazyvame n—thelnik. Rozlisujeme u néj vrcholy
(viz Obr. 29, body A, B,C, D, E, F,G), strany (a,b,c,d, e, f,g), vnitini
a vnéjsi body (viz napt body H, I, v daném potadi), @hlopricky (viz napr.
h,i,7) a vnitrni thly (viz napt. a, ).
PRIKLAD 4.2. Kolik uhlopricek mad n—uhelnik? Vyreste nejprve pro
n = 5, potom hledejte obecny vztah.
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Poznamka. Nezapominejme na to, zZe pojmem mmnohotuhelnik rozumime
rovinny utvar, jehoz vrcholy (strany) lezi v jedné roviné. To samoziejmé
plati i pro specialni mnohothelniky, jako je ¢tverec, obdélnik, pravidelny
n—uhelnik apod. Pokud nelezi vsechny vrcholy n—thelniku v roviné, ho-
vorime o prostorovem n—uhelniku, viz Obr. 30

Obréazek 30: Prostorové ¢tyitihelniky tvoii zédklad systému zastieseni autobusového nadrazi v Ceskych
Budéjovicich (plochy, které je vypliuji se nazyvaji hyperbolické paraboloidy). (Fotografie byla porizena
s laskavym svolenim Sprdavy Mercury centra)

4.6 Trojuhelnik

Trojuhelnik je mnohothelnik se tfemi vrcholy. Patii do néj i vnitini body.
Definujeme ho tedy jako prinik tii polorovin, na Obr. B3I kde vidime
trojihelnik ABC', se jedna o poloroviny — ABC,— CAB,— BCA.
Vsimnéme si, Ze u trojihelniku, ne rozdil od obecného mnohothelniku na

Obrazek 31: Trojuhelnik ABC' a jeho vznik prinikem t¥i polorovin
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Obr. 29, znac¢ime strany podle protilehlého vrcholu.

Pokud neni trojuhelnik zdegenerovan do tisecky, jeho vrcholy nelezi v jedné
primce. O takovych bodech rikame, Ze jsou mekolinearni. Naopak, body
(nemusi byt ti, mtze jich byt vice) lezici v jedné piimce nazyvame koline-
arni body. Obdobné se setkdme s pojmem komplandrni, pro body lezici
v jedné roviné.

Trojthelnik je mezi obecnymi mnohothelniky unikatni tim, Ze je jedno-
znacné uren svymi stranami (zname jeho konstrukci podle véty SS).
Pro ostatni mnohotihelniky, pokud ovsem nepocitame specialni typy jako
je Ctverec, obdélnik, lichobéznik a pravidelny n-tthelnik, toto neplati, viz

Obr. 321

Obrazek 33: Soucet dvou stran trojuhelniku musi byt vétsi nez strana tieti (trojuhelnikovd nerovnost

Aby tfi tisecky mohly byt stranami trojuhelniku, musi spliovat trojuhel-
nikovou nerovnost, viz Obr. B3] Tato zakladni vlastnost trojuhelniku je
zminéna jako véta 10 na str. [

Podle délek stran trojihelniku rozlisujeme zvlastni typy trojahelniki, jako
jsou rovnostranné, rovnoramenné nebo pravouhlé (jestlize délky stran

1Véta sss patii mezi véty o shodnosti trojuhelnikd, ¥ika: Shoduji-li se dva trojuhelniky ve viech trech strandch, jsou
shodné. Dalsimi vétami o shodnosti trojihelnikt jsou: sus, usu a Ssu.
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trojuhelniku splnuji obracenou vétu k Pythagorové véte, viz véty [1 a [§ na
str. § je to trojtihelnik pravothly).

U libovolného trojuhelniku bychom méli umét rozeznat i sestrojit tyto
prvky (viz Obr.B4)): vysky (va, vp, ve), téZnice (t,, ty, to), 0sy stran (04, oy, 0),
0sy Uhli (04, 08, 04), ortocentrum (prusecik vysek) (O), tezisté (T'), kruz-
nice opsand (k,), kruznice vepsand (k,, vnitini uhly (o, 5, 7), vnéjsi uhly
(Oé/, /8/’ ,}// a a//’ /8//’ ,}///>'

Obrazek 34: Prvky trojihelniku ABC

Soucet velikosti vnitinich hlt trojuhelniku je 180°, tj. pro trojihelnik
ABC' na Obr. B4 plati

a+ [+~ =180°.
Jednoduchy vizualni dikaz tohoto tvrzeni, zalozeny na rovnostech dvo-
jice thld souhlasnych a dvojice thlii opacnych pro rovnobézné primky, viz
str. 20, je uveden na Obr. [35
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Obrazek 35: Soucet velikosti vnitinich thla trojuhelniku je 180°

Podle velikosti vnitinich thld rozlisujeme trojuhelniky ostrouhlé, pravo-
uhlé a tupouhlé, Klasifikace thlu viz str. [I8

PRIKLAD 4.3. Kolik ostrych, tupych ¢t pravych vnitrnich uhlid mize
mit trojuhelnik?

PRIKLAD 4.4. Jaky je vztah mezi vnéjsim uhlem trojuhelniku (napf.
o' na Obr.[34) a jemu protilehlymi vnitinimi uhly (pro vnéjsi uhel o
na Obr. [3]] to jsou uhly B a ~v)?

Usecku, jejiz krajni body jsou stfedy dvou stran trojahelnfku nazjvame
stredni pricka. V trojuhelniku lze sestrojit tii stiedni pricky, viz s, Sp, S
na Obr. 36l Plati pro né nasledujici véta.

Obrazek 36: Stiedni pricky s,, sp, s. trojihelniku ABC

26



Véta 12 (Stfedni pricky trojuhelniku). KaZdd stredni pricka trojihel-
niku je rovnobéznd s jednou z jeho stran (s miZ nemd spolecny bod) a
jegi délka je rovna polovine délky této strany.

PRIKLAD 4.5. Stredni pricky rozdéluji trojuhelnik (viz napr. AABC
na Obr. [36) na ctyri mensi trojuhelniky. Jaky je vztah téchto troju-
helniki mezi sebou a k AABC' ¢ Odpoved vam pomohou nalézt zndmé
vztahy mezi uhly souhlasnyma, resp. stridavymi. Pokuste se zjisténe
skutecnosti vyuzit k dukazu véty [12.

Eukleidovské konstrukce trojuhelniku

Uvazujeme-li tyto prvky trojiuhelniku: strany (a, b, ¢), vnitrni dhly (o, 3, 7),
vysky (Va, Up, Ve), t€Znice (tq, ty, tc), 0sy vnitrnich whld (04, 03, 0), polo-

mér kruznice opsané (r), polomer kruznice vepsané (p), existuje 150

moznosti, jak tfemi z nich trojihelnik ABC' zadat, napt. [a, b, c; [a, a, vg];

005 08, 04]; |, vy, ] apod. Pritom 98 z nich lze sestrojit eukleidovsky (uzi-

tim kruzitka a pravitka), zbylych 52 nikoliv. Pfehled feseni vsech 98 uloh

najde zajemce v publikaci [11]. Zkuste si nékterou z nich sestrojit, tieba tu

nasledujici, zadanou v piikladu 4.6l

PRIKLAD 4.6. Sestrojte trojuhelnik ABC, jsou-li dany jeho téZnice
tmtb?tc-

4.7 Ctyithelniky

Ctyrihelnik je mnohothelnik se ¢tyimi vrcholy. Déle se budeme zabyvat
pouze konvexnimi ¢tyftuhelniky, jako je ¢tyituhelnik ABCD na Obr. B1
Soucet velikosti vnitinich thli ¢tyrtuhelniku je 360°. Tj. pro ¢tyiuhelnik
ABCD na Obr. 31 plati

a+ B4+ 0 =360
PRIKLAD 4.7. Dokazte vyse uvedene turzent, Ze soucet velikosti vnitr-
nich uhli ctyruhelniku je 360°.
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Obrazek 37: Ctytuhelnik konvexni ABC'D a nekonvexni K LM N

Ctytihelniky, kterym lze opsat kruznici nazyvame tétivové ctyriuhelniky,
viz Obr. B8 Jejich unikatni vlastnosti je, Ze soucet protilehlych thla je
180°. Pokuste se tuto vlastnost dokazat.

Obrazek 38: Tétivovy ¢yruhelnik ABCD; o+~ = [+ 6 = 180°

Ctytihelnik, ktery je osové soumérny podle jedné z thlopiicek, nazyvame
deltoid. Je ziejmé, Zze ma thlopricky vzajemné kolmé a jeho strany jsou po
dvojicich shodné.

Dalsimi specialnimi typy ¢tytuhelniki jsou obdélnik (protéjsi strany shodné,
sousedni strany rtizné, vSechny thly pravé), ctverec (vSechny strany shodné
a sousedni vzdy vzajemné kolmé) a lichobéznik (dvé protilehlé strany rov-
nobézné, nazyvame je zakladny, zbyvajici dvé strany rtznobézné, nazy-
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vame je ramena). Pokud jsou ramena lichobéZniku shodné, nazyvame ho
rovnoramenny lichobéznik.

Ctytihelnik, jehoz proté&jsi strany jsou navzajem rovnobézné, nazyvame
rovnobéznik. Protcjsi strany rovnobézniku jsou stejné dlouhé. Rovnobéz-
niky, jejichz sousedni strany nejsou k sobé kolmé, miizeme rozdélit na ko-
sodélniky a kosoctverce. Pokud jsou sousedni strany rovnobézniku k sobé
kolmé, jedna se o obdélnik (sousedni strany maji riizné délky) nebo ctverec
(vSechny strany jsou stejné dlouhé).

D c C
D
¢ c
& b
d d
b
B
a A
a B

Obréazek 39: Deltoid (vlevo) a rovnobéznik (vpravo)

A

Obrazek 40: Obdélnik (vlevo) a kosodélnik (vpravo)
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A a B A a B

Obrazek 41: Ctverec (vlevo) a kosoctverec (vpravo)

A a B A a B A a B

Obrazek 42: Lichobéznik (vlevo), rovnoramenny lichobéZnik (uprostfed) a pravothly lichobéznik
(vpravo)

Obrazek 43: Varignonova véta

Pro libovolny ¢tyftuhelnik plati nasledujici véta pojmenovana po francouz-
ském matematikovi Pierru Varignonovi (1654-1722).

Véta 13 (Varignonova véta). Stredy stran libovolného ctyruhelniku tvori
rovnobéznik (jehoZ stranami jsou stredni pricky rovnobézniku), viz Obr.[]3.

PRIKLAD 4.8. Pokuste se vétu dokazat. Vyuzijte pri tom vétu [12
o strednich prickdach trojuhelniku.
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4.8 Pravidelné mnohotuhelniky (n—uhelniky)

Obrazek 44: Jednoducha dlazba — pravidelné sestitthelniky

Pravidelngm mmnohothelnikem (téZ pravidelngm n—dhelnikem) rozu-
mime mnohothelnik, ktery ma vsechny strany a vsSechny thly shodné.
Pravidelnému mnohotihelniku Ize opsat i vepsat kruznici. Tyto kruznice
jsou soustiedné a jejich stfed nazyvame stredem (pravidelného) mnoho-
uhelniku.

PRIKLAD 4.9. Pravidelny n—uhelnik ma vsechny vnitrni uhly stejné
velke. Jak zdvisi jejich velikost na n, tj. na poctu vrcholi n—uhelniku?
Odvodte obecny vztah vyjadiujici zavislost vnitiniho tuhlu « na n.

Na Obr. 44 vidime dlazbu z pravidelnjch Sestitihelnikti. Vidime, Ze tyto
dlazdice lze usporadat tak, aby souvisle pokryly celou rovinu (Pro¢?). Na-
bizi se tak otazka, jakymi pravidelnymi n—thelniky jednoho druhu mtzeme
takto pokryt rovinu. Odpovédi je, Ze to jde témito n—thelniky: rovno-
strannym trojuhelnikem, ctvercem a pravidelnym sestiuhelnikem. Pro¢
to nejde pro jiné pravidelné n—uhelniky? Pro pravidelny pétithelnik vidime
odpovéd na Obr. 43

Zlaty rez v pravidelném pétiuhelniku

Pomeér délky thlopticky u a strany a pravidelného pétitithelniku je roven

u 1_|_ 5 . 7’ v v Vo
— = T\[ ~ 1.618, viz Obr. 46l Tento pomeér, ktery se tradi¢né oznacuje
a
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Obrazek 45: Kombinovana dlazba — pravidelné pétithelniky a kosoctverce

g _ w — 1.6180339887

Obrazek 46: Zlaty fez v pravidelném pétithelniku

pismenem ¢, nazyvame zlaty 7ez. Pro svoji estetickou ptisobivost je pomér
zlatého Tezu také oznacovan jako ,pomér oku lahodici®. Pro jeho slovni
definici si predstavme tisecku délky x + y, kterou rozdélime na dveé nestejné
Casti, vétst & a mensf y. Usecka je jimi rozdélena v poméru zlatého fezu ¢,

jestlize pomér vétsi z nich ku mensi je roven poméru celé tisecky ku vétsi

’ . . :Ij :Ij + ’ v 2
casti, tj. — = J. Po tpravé dostaneme (g) — < —1 =0, odkud
x

Y y Y
L0 X 1—|— 5
vychazi L= T
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