13 Shodna zobrazeni v roviné

Definice 3 (Shodné zobrazeni). Zobrazeni v roviné, které kazdym dvéma
bodum X,Y prirvazuje body X', Y’ tak, Ze

X'Y'| = |XY|
se nazyvd shodné zobrazeni v roviné (téz izometrické zobrazent).

Zjednodusené tikame, Ze shodné zobrazeni zachovdva vzdalenost bodhii.
Vzdalenost bodt je tedy invariantem shodného zobrazeni.

Jak pozname shodné atvary ?

Shodnost prima: Po premisténi v ramci roviny se utvary kryji, viz

Obr. RO.

Ar

Obrazek 80: Shodnost priméa

Pirimymi shodnostmi v roviné jsou stredovd soumérnost, otocent,
posunutt a identita.
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Shodnost neprima: Po Zadném premisténi v ramci roviny se ttvary
nekryji, jeden z nich je tfeba jesté ,prevratit* (tj. vypomoci si manipulaci
v trojrozmérném prostoru), viz Obr. BIl

Obrazek 81: Shodnost nepiima

Neprimymi shodnostmi v roviné jsou osovd soumérnost a posunuté
zrcadlent.

Obrazek 82: Posunuté zrcadleni

13.1 Vlastnosti shodnych zobrazeni

e Kazdé shodné zobrazeni je prosté.
e Usecka se zobrazi na tsecku.
e Poloprimka se zobrazi na polopiimku.
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e Piimka se zobrazi na primku.
e Rovnobézky se zobrazi na rovnobézky:.
e Uhel se zobrazi na tthel s nim shodny.

e Polorovina se zobrazi na polorovinu.

13.2 Osova soumeérnost

Obrazek 83: Osova soumérnost (zrcadleni)
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Definice 4. Necht je ddna primka o, kterou nazyvdme osa souméer-
nosti. Potom pro obraz M’ libovolného bodu M této primky o plati
M'" = M. Ke kazdému bodu X, ktery nelezi na primce o, sestrojime ob-
raz X' nasledujicim zpusobem: Bodem X wvedeme kolmici k na primku
o a jeji patu oznacime Xy. Na poloprimce opacné k poloprimce XoX
sestrojime bod X' tak, Ze | X' Xo| = | X Xy|. Takto definované zobrazeni
nazyvame osova soumeérnost s osou o a znacime ho O(o).

Obrazek 84: Definice osové soumérnosti

Poznamky:

1. O bodech X, X' fikdme, Ze je to dvojice bodu soumérné sdruzenych
podle osy o.

2. Osova soumérnost je piikladem involutorniho zobrazent (téZ involuce).

Prikladem uplatnéni osové soumeérnosti, se kterym se vétsina z nas setkala,
je postup pii ,,virob&“ papirového srdce co nejdokonalejsiho tvaru (viz Obr.
BH)). Z papiru prelozeného naptl vystfihneme polovinu srdce, ktera se po
rozevieni papiru ,zobrazi“ v osové soumeérnosti kolem osy preloZeni.
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Obrazek 85: Osova soumérnost v praxi

PRIKLAD 13.1. Je ddana primka p a body A, B v téZe poloroviné s hra-
nicni primkou p. Najdete vsechny body X € p takové, Ze soucet vzda-
lenosti |AX |+ |BX| je minimdlnd.

>

>
-

Obrazek 86: Vyuziti osové soumérnosti ke geometrickému feseni ptikladu
Samodruzné body, primky a sméry osové soumérnostﬁ

Vsechny samodruzné body osové soumérnosti vypliuji osu soumeérnosti o.
Rikadme, Ze osa o je primkou samodruznych bodi osové soumeérnosti.

Samodruzné primky osové soumérnosti jsou primky kolmé na osu soumeér-
nosti.

Osova soumérnost ma dva samodruzné sméry, (1) smér kolmy na osu sou-
mérnosti a (2) smér rovnobéZny s osou soumernosti.

8Kazda shodnost je unikatni svou kombinaci samodruznych bodt a smérii. Tato skuteénost se vyuziva ke klasifikaci
shodnosti.
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Analytické vyjadreni osové soumérnosti O(0) v roviné

PRIKLAD 13.2. Napiste analytické vyjadreni osové soumérnosti s osou
v soutadnicové ose x ().

Reseni: Dle obrazku R je zfejmé, Ze uvedené osové soumérnosti maji nize
uvedend analyticka vyjadieni.

X'x,-y]

Obrazek 87: Odvozeni rovnic osové soumeérnosti s osou v souradnicové ose x (y)

Osovd soumeéernost s osou x:

Osovd soumeérnost s osou y:

9Ne vzdy je ale mozné osu soumérnosti takto vyhodné umistit do souradnicové osy. Osova O(0) soumérnost podle
osy o dané rovnici o : ax + by + ¢ = 0 ma potom takovéto parametrické rovnice

2a
J:/:x—m(al’—i—by—l—C)
2b
’
V=Y-aoe (ax + by + c)
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13.3 Skladani zobrazeni

Obrazek 88: Slozeni dvou osovych soumérnosti s kolmymi osami

Definice 5 (Skladani zobrazeni). Necht f,g jsou dvé zobrazeni, viz
Obr. [89. Jestlize bod X1 je obrazem bodu X v zobrazeni f (tj. X1 =
f(X)) a bod X' je obrazem bodu X, v zobrazeni g (tj. X' = g(X1)),
potom je kazdému bodu X pritazen bod X' = g(f(X)). Tim je defi-
novano zobrazeni h pritazujici bodu X bod X' = g(f(X)) o kterém
rikame, Ze vzniklo sloZenim zobrazeni f a g. Zapisujeme h = g - f,

h=gf, h=go f neboh=g(f(X)).

Obrazek 89: Skladani zobrazeni f a g

71



13.4 Stredova soumérnost

Obréazek 90: Alhambra, kachel (https://openclipart.org/detail/224123/alhambra-tilel)

Definice 6. Stredova soumeérnost se stredem S je shodné zobrazent,
ktere bodu S pritazuje tyz bod S a libovolnému bodu X # S prirazuje
bod X' tak, Ze bod S’ je stredem usecky X X'. Zobrazeni znacime S(S).

Obréazek 91: Stfedova soumérnost S(5)

Poznamka. Stredova soumérnost je jednoznacné urcena svym stredem.
MtiZzeme ji chapat téZ jako specialni pripad rotace R(S, «) pro a = 180°,
tj. S(9) = R(S, 180°).

Stredova soumernost vznikne sloZenim libovolnych dvou osovych soumeér-
nosti, jejichz osy jsou k sobé kolmé (st¥ed soumérnosti S odpovida priiseciku
téchto os), viz Obr. @0, a naopak, lze ji rozloZit na dvé osové soumérnosti,
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jejichZ osy jsou navzajem kolmé a prochéazeji stfedem soumérnosti .S, pri-
tom jedna z os je volitelna.

Stredovd soumérnost je primd shodnost a involuce (involutorni zobra-
zend).

Samodruzné body, primky a sméry stFfedové soumeérnosti

Stfedova soumérnost ma jediny samodruzny bod, stted S, a wvsechny
smery samodruzné. Obrazem kazdé primky je primka s ni rovnobézna.
Primka, ktera prochazi stredem S je samodruznd primka.

Analytické vyjadreni stfedové soumeérnosti S(S) v roviné

Soufadnice stfedu: S = [s1, $9]

= —1x+2s;

/

Yy =—y+2s9

PRIKLAD 13.3. Je ddn trojuhelnik ABC a jeho vnitrni bod M. Se-
strojte vsechny usecky XY se stredem M a s krajnimi body X, Y na
hranici trojuhelniku.

Obrézek 92: Regeni piikladu
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13.5 Otocdeni

Obrazek 93: Rotac¢ni symetrie

Definice 7. Otoceni (t€Z rotace) je zobrazeni urcené stiedem S a
orientovanym uhlem velikosti o, kterée bodu S pritazuje tyz bod S a
libovolnému bodu X # S pritazuje bod X' tak, Ze | X'S| = | X S| a
orientovany uhel XSX' md velikost p. Zobrazeni znacime R(S, p),
bod S se nazyva stred otoceni a orientovany uhel velikosti ¢ je tuhel
otocent.

Obrazek 94: Otoceni R(S, «)

Otocent lze vytvorit sloZenim dvou osovych soumeérnosti s riuznobeéz-
nymi osami. Jeho stiedem je priisecik téchto os. Naopak, kazdé otoceni
Ize rozlozit na dvé osové soumeérnosti, jejichz osy jsou riznobézné a proché-
zejl stfedem otoceni. Jednu z téchto os lze pri tom volit libovolné tak, aby
prochazela stfedem otoceni. Druha je pak touto volbou urcena jednoznacné.
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Samodruzné body a sméry otoceni

Otoceni ma jediny samodruzny bod, je jim stied otoceni. Nema Zadny
samodruzny smer.

PRIKLAD 13.4. Odvodte analytické vyjddreni otocend se stiedem v po-
catku souradnicové soustavy o uhel c.

Reseni: Postupujeme podle obrazku 07

Vi — X
I
r |
X
yt —1— =
"
a I
Bl 4 + N
S X' X

Obrazek 95: Otoceni R(][0, 0], «)

Rovnice otoceni o ihel o kolem poéétku@ jsou

' = xcosa — ysina

Yy = xsina + ycosa

Otoceni se stiedem S a thlem velikosti o prevadi piimku p v piimku p/
riiznobéznou s p; pritom dva vrcholové thly, které p a p’ tvori, maji velikost
Q.

PRIKLAD 13.5. Jsou dany ruzné rovnobéezné primky a,b,c a bod A,
ktery lezi na primce a. Sestrojte vsechny rovnostranné trojuhelniky
ABC, jejichZ vrcholy B, C' lezi po 1adé na primkdch b, c.

10 Analytické vyjddreni otoceni (rotace) R(S,a) se stredem S|s1, s2]

¥ = (z—s1)cosa— (y — s3)sina + s1

y = (x — s1)sina + (y — s2) cosa + s2
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13.6 Posunuti (Translace)

Obrazek 96: Posunuti

Definice 8. Orientovanou useckou AB je dan vektor p = ﬁ Po-
sunuti (t€Z translace) je zobrazeni, které kaZdému bodu X roviny

pritazuje bod X' tak, Ze plati XX' = p, tj. X' = X + p. Zobrazeni

znacime T (D).
B
/ X'
A ] / / / j
e - Y'
X - 7

7
e
e
e

Y

Obréazek 97: Posunuti 7 (p)

Posunuti (téZ translaci) mtizeme definovat té7 jako shodnost, ktera vznikne
slozenim dvou osovych soumérnosti s rovnobéznymi a riiznymi osami. Smer
posunuti je potom kolmy na smér téchto os a jeho velikost je rovna dvoj-
nasobku jejich vzdalenosti.
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Naopak, kazdou translaci Ize rozlozit na dvé osové soumeérnosti s rovnobéz-
nymi osami, z nichz jednu Ize volit libovolné, kolmo na smér translace a
druha je touto volbou urcena jednoznacné.

Samodruzné body, sméry a primky posunuti

Posunuti (translace) nema Zadny samodruzny bod a zobrazuje piimku do
primky s ni rovnobézné, tj. ma vsechny smeéry samodruzné. Samodruz-
nymi piimkami jsou primky rovnobéezné se smeéerem posunutsi.

Analytické vyjadfeni posunuti (translace) T(p) v roviné
Rovnice posunuti 7 (p), kde p' = (p1, p2):

7' =z +p

Y =y+p

PRIKLAD 13.6. Sestrojte lichobéznik, jsou-li dany velikosti jeho stran
a,b,c,d. [
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13.7 Posunuté zrcadleni (Posunuta soumeérnost)

4%e%a% Ve
Obrazek 98: Kachni stopy - otisky levé a pravé nohy jsou ve vztahu posunutého zrcadleni

Definice 9. Zobrazeni sloZené z posunuti ve sméru dané primky o
a 0sové€ soumérnosti podle osy o se mazyvd posunuté zrcadleni (téZ
posunutd soumérnost).

X
+
p
0
X, X'
+ +

Obrazek 99: Posunuté zrcadleni Z : X — X’/

Samodruzné body, sméry a primky

Posunuté zrcadleni nema samodruzné body. Samodruznou piimkou tohoto
zobrazeni je osa 0. Samodruzné sméry jsou dva na sebe kolmé sméry, smér
kolmy na osu a smér rovnobézny s osou.

Analytické vyjadieni posunutého zrcadleni

_ y
X=[xy]
0 ‘ 0 ‘ X
-4 -2 0 2
5 = (p1= 0)
X4=[x4.94] X'=[x"y'1=[x+p .-yl

Obrézek 100: Posunuté zrcadleni Z : X — X’
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Posunuté zrcadleni dané osou soumérnosti v ose x a vektorem posunuti

P = (p1,0) (viz Obr. [100)

zZ: x/:x+p17
y =Y.

79



