14 Podobna zobrazeni

Obrazek 101: Podobné atvary

Definice 10. [Podobné zobrazeni] Geometrické zobrazeni f se nazgvd
,podobné zobrazeni®, jestliZe existuje kladné redalné cislo k tak, Ze pro
kazdé dva body X,Y wvaZovaného prostoru (v nasem pripadé se bude
jednat prevazné o rovinu) a jejich obrazy X', Y' plati:

XY = kXY (7)

Cislo k se nazjvd koeficient podobného zobrazens f.

Poznamka. Podobné zobrazeni, u nichz vzory i obrazy patil do téhoz
prostoru, napf. roviny, nazyvame podobné transformace roviny zkracené
podobnosti. Potom hovorime napt. o podobnostech v rovin nebo o po-
dobnostech v trojrozmeérnem prostoru.

Vlastni podobnosti

Podobnosti s koeficientem k # 1 nazyvame vlastni podobnosti.

Plati toto tvrzeni: KaZdd vlastni podobnost ma prave jeden samodruzny
bod. Jeho ditkaz se provadi vétsinou ve dvou krocich. Nejprve dokazeme,
7e vlastni podobnost (tj. podobnost s koeficientem k € R™ — {1}) nemize
mit vice nez jeden samodruzny bod, potom dokazeme, ze musi mit aspon

HMzeme také rovnou definovat tyto podobné transformace roviny, tj. podobnosti v roviné, takto:
Definice (Podobnost) Zobrazeni f roviny (eukleidovského prostoru Es) na sebe se nazyva ,podobnou transformaci
roviny* (téZ ,,podobnosti v roviné“), jestlize existuje kladné realné ¢islo k tak, Zze pro kazdé dva body X,Y roviny a
jejich obrazy X', Y’ plati |X'Y’| = k|XY|. Cislo k se nazyva koeficient podobnosti f.
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jeden. Dohromady nam tedy vyjde, Ze vlastni podobnost musi mit prave
jeden samodruzny bod.

PRIKLAD 14.1. Pokuste se najit argumenty pro vyse uvedené tvrzent,
zZe vlastni podobnost nemuze mit vice neZ jeden samodruzny bod

Podobnosti v roviné jako slozena zobrazeni

Kazdé podobné zobrazeni lze slozit ze stejnolehlost a shodného zobra-
zent, viz Obr. 102

si”

Obrazek 102: Kazdou podobnost lze rozlozit na stejnolehlost a shodnost

PRIKLAD 14.2. Pokuste se popsat stejnolehlost a shodnost, jejichz slo-
zenim vznikne podobnost zachycend na Obr. [103.

Obrazek 103: Podobné zobrazeni v rovine

120 stejnolehlosti pojednavé kapitola [I5 zac¢inajici na str. B4
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PRIKLAD 14.3. Vite v jakém vztahu jsou papiry rizniych velikosti for-
matu A? Jsou vzajemné podobné?

PRIKLAD 14.4. V eukleidovské rovin€ je dan ctverec ABCD se stre-
dem S. Existuje prave jedno podobné zobrazeni roviny ctverce do sebe,
pri kterém se body A, B, S zobrazi po tadé na body D, B,C. RozloZte
toto podobné zobrazeni na stejnolehlost a shodné zobrazent.

PRIKLAD 14.5. Sestrojte alespon jeden trojuhelnik ABC', pro ktery
plati |AB| : |AC| = 3 : 5, a = 60°, p = 1,8cm (polomér kruznice
vepsané).

PRIKLAD 14.6. Sestrojte kosodélnik ABC D, je-li ddno |/DAB| = «,
|/ABD|=¢, |AC| =e.

PRIKLAD 14.7. Jsou krabice na Obr. geometricky podobné?

Obrazek 104: Jsou vzajemné podobné (z hlediska geometrického )7

14.1 Véty o podobnosti trojihelnikt

Dva trojuhelniky jsou podobné, jestlize maji stejné pomeéry délek sobé od-
povidajicich si stran a stejné velikosti sobé odpovidajicich vnitinich Ghli.
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Pro identifikaci dvojice podobnych trojihelniki lze dle situace pouzit neé-
kolik kritérii, ktera jsou znama jako véty o podobnosti trojuhelniki: sss,
sus, uu, Ssu, viz Obr. [[O5HI0S

b
a b
aI
C U
c

Obrazek 105: sss: a’Ja=0b'/b={/c

] 7

Obréazek 106: sus: b'/b = /¢, a = o

Obréazek 107: uvw: o = o/, B =3

Obréazek 108: Ssu: ¢ > a, d'/a = /e, v =7+
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15 Stejnolehlost

Obrazek 109: Pantograf — mechanicka realizace stejnolehlosti

Stejnolehlost patii mezi tzv. homotetz’, tj. zobrazeni, ktera maji vsechny
sméry samodruzné.

Definice 11 (Stejnolehlost). Budiz ddn bod S a redlné cislo k (rizné od
0 al). Stejnolehlost H(S; k) se stredem S a koeficientem k je zobrazen,
které kaZdému bodu X roviny privadi bod X' timto zpisobem:

1. Pro X = S je X' = X,
2. Pro X # S je | X'S| = |k| - | XS],
pro k > 0 lezi X' lezi na poloprimce S*X2 a
pro k < 0 lezi X' lezl na poloprimce opacné k 572

Obrézek 110: Stejnolehlost H (S, k = —1.5)

13 Anglicky je stejnolehlost homothety, téz dilation, vizlhttps://en.wikipedia.org/wiki/Homothetic_transformation
Pisobeni stejnolehlosti na trojihelnik si vyzkousejte pomoci apletu https://www.geogebra.org/m/arUb8mt6

84


https://en.wikipedia.org/wiki/Homothetic_transformation
https://www.geogebra.org/m/arUb8mt6

Poznamka. Zobrazeni inverzni k stejnolehlosti H(.S; ) je stejnolehlost se

1 1
stejnym stiedem S, ale s opa¢nym koeficientem —, tj. H™! (S; —) :
K K

Vlastnosti stejnolehlosti H (S, k):
1. Obrazem primky je pfimka s ni rovnobézna.
2. Obrazem usecky AB je usecka A'B’; |A'B'| = |k| - |AB.

3. Obrazem polopiimky je polopfimka s ni souhlasné (k > 0) nebo nesou-
hlasné (k < 0) rovnobézna .

4. Obrazem thlu LAV B je tthel LZA'V'B'; |LAV'B'| = |ZAV B|.

PRIKLAD 15.1. Jsou ddny dvé vzdjemné rovnobézne usecky ruzniych
délek. Urcete stredy stejnolehlosti, v nichZ se jedna z nich zobrazuje na
druhou.

Reseni viz Obr. [I11]

Obrazek 111: Stfedy stejnolehlosti dvou rovnobéznych tsecek

PRIKLAD 15.2. UvaZujte variantu predchoziho prikladu (151, v niZ
jsou dané€ usecky v jedne primce, viz Obr. 112

Regeni viz https://www.geogebra.org/m/qSQGSZeP

85


https://www.geogebra.org/m/qSQGSZeP

Obrazek 112: Jak urcit stfedy stejnolehlosti dvou kolinearnich tisecek?

15.1 Stejnolehlost kruznic

Pro dvé kruznice ki(S1;71), k2(S9;72) s riznymi poloméry existuji prave
dvé stejnolehlosti, které prevadéji kruznici ky do kruznice ko: Hy(E, 15 /11) &
Ho(I, —ry/r1) (Bod E se nékdy oznacuje jako ,,vnéjsi stfed stejnolehlosti®,
bod I potom jako ,vnitini stied stejnolehlosti“.). Jestlize se kruznice do-
tykaji v bodé T, je T' = I v pripadé vnéjsiho dotyku a T' = E v pripadé
vnitiniho dotyku kruznic.

Obrazek 113: Stejnolehlost kruznic
PRIKLAD 15.3. Jsou ddny dvé kruznice ki(S1,11), k2(S2,12) s rizngmi
stredy a poloméry. Sestrojte jejich spolecné tecny.

PRIKLAD 15.4. Do pulkruhu s prumérem AB vepiste c¢tverec K LM N
tak, aby strana KL leZela na usecce AB a dalsi dva vrcholy M, N na
dané pulkruznica.

PRIKLAD 15.5. Sestrojte trojuhelnik ABC, je-li dano:

a) v, =5cm, a:b:c=2:3:4,
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b) &7/87?}07
C) &7/87tc7
d)a:b=3:5 ~v=060° t.= 6cm.

15.2 Koeficienty linearniho a plosného zvétSeni (zmenseni)

Podobnost je charakterizovana koeficientem podobnosti k, viz Def. [10
Jeho hodnota vyjadiuje pomér mezi linearnimi (délkovymi) rozméry ob-
razu a jim odpovidajicimi rozméry vzoru. Tuto roli plni téz tzv. koeficient
linedrniho zvétseni (zmensent) k; (potom plati k; = k). Pomér obsahu
obrazu a jeho vzoru ve stejné podobnosti je potom dan hodnotou tzv. ko-
eficientu ploiného zvétseni (zmenseni) k,, pro ktery plati k, = k7.

Dl C' Cl
D ¢ C

d' 21.6 b'=3.6
d 15 b=3
A a=5 B A a=6 B

Obrazek 114: Urcete koeficienty k; a k, transformace obdélniku ABCD na A'B'C'D’

PRIKLAD 15.6. Obdélnik ABC D md strany déleka =5 cm a b = 3 cm,
obdélnik A'B'C'D’ md strany ' = 6 ¢cm a b/ = 3,6 cm. Zduvodnéte,
Ze jsou tyto obdélniky podobné. Uvazujeme-li, Ze obdélnik A'B'C'D’
venikl z trojuhelniku ABCD, urcete prislusné hodnoty k; a k.

PRIKLAD 15.7. Kolikrdt se zvétsi obsah kruhu, zvétsime-li jeho primeér
trikrdt?

PRIKLAD 15.8. Pravouhly trojuhelnik se stranami délek 5,12 a 13 c¢cm
byl zobrazen v podobnosti s koeficientem plosneho zmenseni 0,25. Ur-
cete delky stran jeho obrazu.
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