
4 PROJEKTIVNÍ ROZ©ÍØENÍ �EN PROSTORU EN 334 Projektivní roz¹íøení �En prostoru EnProjektivním roz¹íøením euklidovského prostoru prostoru En rozumíme jeho doplnìní o nevlastníbody. Výsledný prostor znaèíme �En: Takovéto roz¹íøení euklidovského prostoru nám podstatnìzjednodu¹uje popis a zkoumání nìkterýh geometrikýh vztahù. Vyu¾ívá se tøeba pøi výkladuperspektivy, zavádìní kolineae nebo pøi zkoumání ku¾eloseèek a kvadrik.4.1 Projektivní roz¹íøení roviny E2Je mo¾né zajistit, aby ka¾dé dvì pøímky v rovinì mìly alespoò jeden spoleèný bod?Ano. Øe¹ením je doplnìní roviny o nevlastní body N1 a v dùsledku toho i o nevlastní pøímku n1;která je jimi tvoøena.Prvotní pøedstava o nevlastním bodu pøímky je taková, ¾e je to bod této pøímky, který le¾ív nekoneènu. Proto je logiké, ¾e nevlastní bod pøímky ztoto¾òujeme s jejím smìrem.DEFINICE 18. Je-li ~a libovolný nenulový vektor, potom mno¾inu v¹eh vektorù �~a; � 2 R nazý-váme smìrem. Znaèíme h~ai a libovolný vektor daného smìru nazýváme reprezentantem tohotosmìru.Potom mù¾eme projektivnì roz¹íøený prostor �E2 hápat jako sjednoení euklidovského prostoruE2 s mno¾inou v¹eh smìrù hV2i; tj. s mno¾inou v¹eh nevlastníh bodù N1:�E2 = E2 [N1 = E2 [ hV2i:Poznámka. Ka¾dá vlastní pøímka má právì jeden nevlastní bod.4.1.1 Homogenní souøadnie v �E2Homogenní souøadnie v �E2 jsou výsledkem projektivního roz¹íøení, to jest ztoto¾nìní vlastníh inevlastníh bodù prostoru �E2 se smìry hV3i prostoru E3: Souøadnie vektoru z V3; který ukazujena konkrétní bod prostoru �E2 potom nazýváme aritmetikým zástupem tohoto bodu.Poznámka. Bavíme se vlastnì o speiálním pøípadì homogenníh souøadni - o þa�nníh ho-mogenníh souøadniíhÿ. Ty nám zpùsobem svého zavedení umo¾òují v pøípadì vlastníh bodùpøejít k a�nním (nebo pøímo kartézským) souøadniím v �En: V pøípadì nevlastníh bodù pak ksouøadniím pøíslu¹nýh smìrovýh vektorù ve �Vn: Pro zjednodu¹ení v¹ak budeme nadále pou¾ívatpro tento typ souøadni vesmìs oznaèení þhomogenní souøadnieÿ.Homogenní souøadnie:Vlastní bod X 2 �E2: X = hh0; h1; h2i = �1; h1h0 ; h2h0� = h1; x1; x2iNevlastní bod (smìr) Z 2 �E2: Z = h0; z1; z2iPotomhx1; x2i jsou a�nní (nebo rovnou kartézské) souøadnie bodu X v E2;hz1; z2i jsou a�nní (nebo rovnou kartézské) souøadnie smìrového vektoru ~z ve V2:



4 PROJEKTIVNÍ ROZ©ÍØENÍ �EN PROSTORU EN 344.1.2 Pøímka v �E2PØÍKLAD 4.1. V rovinì E2 je dána pøímka 2x + 5y + 7 = 0: Vypoètìte (a�nní) homogennísouøadnie jejího nevlastního bodu.PØÍKLAD 4.2. V rovinì �E2 jsou dány body A = h0; 3; 2i; B = h2; 8; 2i: Napi¹te rovnii pøímkyAB:Rùzné zpùsoby vyjádøení pøímky v �E2:a0x0 + a1x1 + a2x2 = 0;X = � � A+ � �B;������ x0 x1 x2a0 a1 a2b0 b1 b2 ������ = 0
PØÍKLAD 4.3. V rovinì �E2 je A = h1; 2; 0i; B = h1; 1;�1i; C = h0; 1; 0i; D = h1; 0;�3i: Urèetesouøadnie prùseèíku pøímek AB a CD:4.1.3 Ku¾eloseèky v �E2PØÍKLAD 4.4. V rovinì E2 je dána ku¾eloseèka x2 + y2 + 2xy� 6x� 4y + 2 = 0: Vypoètìte jejínevlastní body v �E2:4.2 ZobenìníMy¹lenku projektivního roz¹íøení roviny mù¾eme zobenit na prostor dimenze n: Výsledný prostornazýváme projektivní prostor Pn a lze ho ztoto¾nit s mno¾inou smìrù hVn+1i:Pn = �En = hVn+1i(A�nní) Homogenní souøadnie: X = hx0; x1; :::; xniPØÍKLAD 4.5. Napi¹te rovnii roviny, která prohází body A = h2;�1; 1; 2i; B = h1; 0; 0;�1i; C =h3; 2; 2;�3i:PØÍKLAD 4.6. V prostoru �A3 urèete prùseèík P pøímky AB s rovinou CDE; A = h1; 0; 1; 0i; B =h0;�1; 1; 2i; C = h1; 0; 0; 0i; D = h1; 2; 0; 1i; E = h1; 0; 2;�5i:4.3 Úlohy1. V rovinì je dána pøímka 2x�3y+7 = 0: Napi¹te její rovnii v pøíslu¹nýh a�nníh homogenníhsouøadniíh a vypoètìte její nevlastní bod U:2. V prostoru �E3 je pøímka popsána v a�nníh homogenníh souøadniíh rovniemi2x0 + 3x1 � 4x2 + 5x3 = 0;7x0 � 4x1 + 4x2 � 4x3 = 0:Vypoètìte její nevlastní bod U .



4 PROJEKTIVNÍ ROZ©ÍØENÍ �EN PROSTORU EN 353. Napi¹te rovnii roviny, která v prostoru P3 prohází bodyA = h2;�1; 1; 2i; B = h1; 0; 0;�1i; C =h3; 2; 2;�3i:4. Ka¾dá shodnost mù¾e být v homogenníh souøadniíh vyjádøena jednou matií. Pokuste senajít pøíslu¹né matie.5. Urèete obrazy bodù A = [2; 5℄; B = [�1; 0℄ v rotai R(S; �); S = [1; 2℄; � = �=3: Pou¾ijte matiiv homogenníh souøadniíh.6. V prostoru E3 urèete prùseèík P pøímky AB s rovinou CDE:A = (1; 0; 1; 0); B = (0;�1; 1; 2); C = (1; 0; 0; 0); D = (1; 2; 0; 1); E = (1; 0; 2;�5).7. Rovnie ku¾eloseèek pøepi¹te do homogenníh souøadni a urèete jejih nevlastní body.a) �x2 + 2xy + 3y2 � 2x+ 4y + 1 = 0,b) x2 + 4xy + 4y2 � 4x� 8y + 3 = 0,) x2 � 5xy + 6y2 � 2x+ 1 = 0.8. V projektivním prostoru P 4 najdìte spoleèný bod M rovinx0 � x1 + 2x2 + x3 � 3x4 = 02x0 + x1 + 4x2 + 3x3 � 10x4 = 0� 6x1 + 2x2 + 3x3 + x4 = 02x0 + 10x1 � 2x2 � 4x3 � 6x4 = 0


