1 Linearni algebra

¢

Slovo ALGEBRA pochézi z arabského ,,al-jabr, coz znamena ,nahrazeni®.
Toto slovo se objevilo v nazvu knihy

Hisab al-dzZebr val-muqabala
(,Véda o redukci a vzajemném ruseni®)

islamského matematika

Muhammada 1bn Musa al-Chvarizmiho

(7907 - 8507, Chiva, Bagdad),

ktera je povazovana za vibec prvni knihu o algebre.

Pivodné se jednalo o nauku o Teseni rovnic. Dnesni algebra je daleko
abstraktnéjsi. Zabyva se studiem operaci na mnozinach raznych prvka a
vlastnostmi struktur, které takto vznikaji. Znamymi predstaviteli téchto
struktur jsou grupa a téleso.

Zékladnim rysem algebry je oznaceni studovanych objektu pis-
meny. Tento formalismus navrhl [René Descartes (1596 - 1650). Pismena
ze zaCatku abecedy (a, b, ¢, ...) méla reprezentovat libovolné ¢isla - parame-
try. Pismena z konce abecedy (p, q, 1, s,t, ..., x,y, 2) pak méla predstavovat
proménné hodnoty konkrétnich veli¢in (tlak, teplota, ..., soutadnice).

Linearni algebra se zabyva vektory, maticemi, soustavami linedrnich
rovnic a vektorovymi prostory.


http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/Mathematicians/Al-Khwarizmi.html
http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/Mathematicians/Descartes.html

2 Vektory

Ze skoly znate wvektory geometrické, znazornované orientovanymi tsec-
kami, vektory aritmeticke, zapisované usporadanymi n—ticemi realnych
¢isel, pripadné vektory fyzikalni, vyjadiujici velikosti a sméry urcitych fyzi-
kalnich veli¢in. Jisté také vite, Ze diky zavedeni soustavy souradnic mtizeme
mezi témito dvéma reprezentacemi vektoru prechazet, orientované tisecce
prifadime usporadanou n—tici a naopak, usporadané n—tici priradime ori-
entovanou usecku.

V letnim semestru se seznamime s pojetim vektoru jako prvku vektorového
prostoru, tj. mnoziny s urc¢itymi vlastnostmi. Pro ndzornou predstavu a
praktické pouziti je vSak uzitecné védét, Ze vektor se pouziva tam, kde je
treba informovat o velikosti a sméru. Z matematiky tak zname tieba vek-
tor posunuti nebo smeérovy vektor primky, z fyziky pak tieba vektor sily
(fyzikélni veliciny, u kterych kromé velikosti zélezi také na sméru, nazyvame
vektorovymi veli¢inami).

V matematice budeme pracovat s volnymi vektory, tj. vektory, u kterych
nezalezi na jejich umisténi. Takovy volny vektor potom miizeme defino-
vat jako mnozinu vsech orientovanych tsecek stejné velikosti a sméru. Tu
z nich, kterou pouzijeme ke znazornéni tohoto vektoru, nazyvame umis-
ténim tohoto vektoru. Ve fyzice vétsinou pracujeme s vazanymi vektory,
u kterych zalezi na umisténi (je prece dilezité, v jakém misté puisobi sila).



Geometrické vektory

Néasobeni vektoru skalarem:
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Obrazek 1: Nasobeni vektoru skalarem

S¢éitani vektoru:
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Obrazek 2: S¢itani vektoru
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Priklad 1. Vyjadrete nepojmenovany vektor pomoci vektori a a b.
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Obrazek 3: Zapiste tieti vektor



Aritmetické vektory (usporadané n—tice redlnych cisel)
Nasobeni vektoru skalarem:

Aritmetické vektory mtizeme néasobit redlnym c¢islem tak, Ze timto ¢islem
vynasobime kazdy prvek vektoru.

—

U = (u1,us), @ = (ay, as, as);

ki = (kuy, kus), ld = (lay, las, lag) kde k,l € R
a=(2,-3,0); 5a = (10, —15,0)

Scitani vektori:

Vektory se stejnym poctem prvki pak mizeme scitat tak, Ze sc¢itame sobé
odpovidajici prvky.

0= (u1,us), T = (v1,v9), @ = (a1, as, az), b = (b1, b, bs):

T+ 0= (ug +v1,us+3), @+ b= (ay + by, as + ba, az + bs).
Z=(2,1,0), W = (—3,0,—1);

Z4+w=(-1,1,—-1).

Linearni kombinace vektort

Spojenim nasobeni vektorti skalarem a séitani vznika obecnéjsi operace,
linedarni kombinace vektori.

w=2.8u+3.3v |

Obrazek 4: Linearni kombinace vektoru



Naptiklad, linedrni kombinaci vektori u, v je vyraz ku + (v, kde ¢isla
k,l € R nazyvame koeficienty linedarni kombinace.

Mame-li napriklad t¥i vektory a, Z;, ¢ o stejném poctu prvki, potom vyraz
ka 4+ Ib + mc, kde k,[,m € R, nazyvame linedrni kombinace vektori
a,b, c s koeficienty k, [, m. Vysledkem linearni kombinace vektorti je opét
vektor.

Priklad 2. Vytvorte linearni kombinaci ka + b+ mé pro vektory a =
(—2,1,5),b=(2,0,3),c= (1,-3,9) a koeficienty k = —3,1 =2, m = 4.

Priklad 3. Pomoci vektori a, b zapiste cerveny vektor, ktery sméruje
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Obrézek 5: Téziste

Priklad 4. Jaké musime zvolit koeficienty, aby vysledkem linedrni
kombinace vektoru i = (2,—1), v = (5,3) byl vektor w = (1,2) 7



3 Matice

Matice vznikly v souvislosti s TeSenim soustav linearnich rovnic. Pojem
,matice” (angl. matrix) zavedl v roce 1850 anglicky matematik

James Joseph Sylvester (1814-1897). Metoda TeSeni soustav odpovidajici
pouziti matic v8ak byla zndma jiz dlouho pted tim!.

Na TeSeni soustavy linearnich rovnic vede napiiklad tloha nalezeni koefici-
entl linedarni kombinace vektorii.

Priklad 5. Urcete koeficienty x,y,z € R, pro ktere plati nasledujici
rovnost: x(2,0, —1) +y(1,3,5) + 2(0,4,3) = (3,9,2).

Reseni: Uloha vede na Teseni soustavy linearnich rovnice

20 +y =3
y+4z=9
—x + 0y + 3z = 2,

kterou si mizeme schematicky zapsat pomoci tzv. rozsirené matice sou-
stavy

2 10]3

0 349

—1 5 3|2
Tu potom upravime uzitim tzv. Gaussovy eliminace. Této metodé se bu-
deme detailné vénovat pozdéji (viz str. B4l). Zde si pouze uvedeme jednu z
moznych posloupnosti vzajemné ekvivalentnich matic, které vedou k pri-
slusné matici v Gaussové tvaru. Zvidavy c¢tenar si pak sém miize promyslet
jednotlivé tpravy odpovidajici uvedenym maticim.

2 10(3 —1 5 3|2 —1 5 3|2
0 349 ~1 0 349~ 0 3 49|~
—1 5 3|2 2 103 0 11 67

Thttps://en.wikipedia.org/wiki/Matrix_(mathematics)


http://turnbull.mcs.st-and.ac.uk/~history/Mathematicians/Sylvester.html
https://en.wikipedia.org/wiki/Matrix_(mathematics)

-1 5 3 2 —1 5 3|2
0 3 4 9 ~ 1 0 349
0 0 —26|-78 0 013

Py¥iklad 6. Reste v R® soustavu linedrnich rovnic:

TH+2y+z2=2
20+ 6y +2=7
rT+y+4z=3
Matice
1 21 2 1 212
A=1|1261|,B=|7|,C=|261T7],
114 3 1143
2 103
D=]-1,v2, 5 —014|,E=] 0 349
—1 532

Definice 3.1 (Matice). Matice je obdélnikové nebo ctvercové uspo-
radant prvkiu do radku a sloupci.

Typ matice
Matice A je typu (3,3), matice B je typu (3, 1), matice C' a E jsou typu
(3,4) a matice D je typu (1,4).

Typ matice zapisujeme bud ve tvaru (m,n) nebo ve tvaru m x n (Cteme
,m krat n“). Je-li potieba informovat o typu matice, zapisujeme A3,
B3 1), C34) nebo Asys, Bsx1, C3x4.

Matice A je piikladem tzv. ¢tvercové matice. Konkrétné se jedna o
¢tvercovou matici fadu 3 (nebo 3. fadu, nebo 3. stupné).

10



Prvek matice

Jeho umisténi v matici je udéno ¢islem fadku (index i) a ¢islem sloupce
(index 7).

Prvek matice A znacime a;;, prvek matice M potom my;.
Priklad 7. Je dana matice

Urcete hodnoty prvki may, mas, myo této matice.

Prvkem matice miize byt ¢islo, funkce nebo klidné zase matice.

Zapis matice

K zapisu matic budeme pouzivat hranaté nebo kulaté zavorky:

L

Rovnymi zavorkami pak budeme znacit determinant matice:

Symbolicky zapis matice

Matice oznacujeme velkymi pismeny, napt. A, B, M, N, ..., jejich prvky
potom odpovidajicimi malymi pismeny a;j, b, m;j, nij, ...

A — [aij] _ a1 G2 ... A2p




Piiklady matic: [COSO‘ _Smo‘], [HZ 1_21, [1]

sinr  COS & 3+41 2— 3 3
[1,3,8], [5].
Obdélnikova matice m#n
Ctvercova matice m=n

Ctvercovd matice typu (n,n) se nazyva ¢tvercova matice n—tého
radu.

RAdky a sloupce matice

Prvky matice jsou organizovany do fadki (Ffadkovych vektort) a sloupcti
(sloupcovych vektort).

i—ty Tadek (fadkovy vektor): (a;1, aio, ..., Gin) = a;
J—t3 sloupec (sloupcovy vektor): (ayj, agj, ..., Gm;) = @

Priklad 8.

1 2 314
A=10 -2 3 1
4 0 01
Transponovana matice k matici A: AT

AT = lay]" = [az].

Priklad 9.

1 2 34 ;_023
A=10-231]1, Al =

4 0 01 550

4 1 1
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Hlavni diagonala matice

- je tvorena prvky se stejnym ¢islem radku a sloupce, tj. prvky a;;.

Diagonalni matice
- vSechny prvky mimo hlavni diagonalu jsou rovny nule

Priklad 10.
—2
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0
0

Poznamka. Vétsinou se pod pojmem diagonélni matice rozumi matice
¢tvercova. Nékdy se vsak tento pojem zobectiuje i na obdélnikové matice.

Jednotkova matice
- diagonalni matice se vSemi prvky na hlavni diagonale rovnymi jedné, tj.

A = 1.

Priklad 11.

~
I
o O
o = O
_ O O

Poznamka. Jednotkova matice je ctvercova. Je-li tfeba, zapisujeme I, )
nebo I,x,, napr. I3xs.

Trojihelnikova matice

200 4 51
horni: | 3 3 0|, dolni: | 0 3 3
4 51 00 2
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Poznamka. Trojihelnikova matice je ¢tvercova.

Symetricka matice: aij = aj, tj. A=A

Priklad 12.

1 2 0
2 0 -1
0 —1 =2

Poznamka. Symetrickd matice je ¢tvercova.

P¥iklad 13. Zdpis kuZelosecky x? + 6xy + 9y> + 2y — 1 = 0 pomoct
(symetrické) matice:

1 3 0 x
lzy1]-139 1 y | =0
01 —1 1
Antisymetricka matice: a;j = —aj, tj. AT =—A
Priklad 14.
0 2 0 0o 1 =3
-2 0 =11, -1 0 2
0 1 0 3 =2 0

Priklad 15. Matice otocent kolem pocatku o uhel a:

cos @ — SIn «
sinav cosa |

Nulova matice: a;; = 0

Priklad 16.

o oo
O
w
X
[\
|

o oo

o o o

14



