7 Aplikace Gaussovy eliminace

7.1 ResSeni soustavy linearnich rovnic

V kapitole [@ jsme se seznamili s Gaussovou eliminaci prostiednictvim je-
jiho pouziti pii feSeni soustavy linedrnich rovnic. Vénovali jsme se pii tom
predevsim popisu této eliminacni metody a predstaveni jednotlivych tprav,
které ji tvori. Skutecnost, Ze Tesime soustavu rovnic tak prozatim ustou-
pila do pozadi. Detailni a obecny popis metody Feseni soustav linearnich
rovnic uzitim eliminace nas teprve c¢eka. Klicovou roli pii rozhodovani o
resitelnosti dané soustavy hraje v této metodé tzv. Frobeniova véta, ktera
operuje s pojmem hodnost matice.

7.2 Hodnost matice

Hodnosti dané matice A rozumime ¢islo, které je rovno poctu fadkt matice
v Gaussové tvaru (méme na paméti, Ze nulové fadky nepocitame), kterd
je s matici A ekvivalentni. Hodnost matice A znacéime

h(A).

Poznamka. Po zavedeni pojmu ,,vektorovy prostor” a ,dimenze” budeme
hodnost matice definovat jako dimenzi vektorového prostoru gene-
rovaného radkovymi (sloupcovymi) vektory matice.

Priklad 32. Urcete hodnost matice

2 1 3 —1

3 2 0
1 3 4 =2
4 1 1

A —

Poznamka. Pro hodnost matice typu (m,n) plati:

h(A) < min(m, n).
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7.3 Regularni/singularni matice

Ctvercovou matici A nazyvame regulérni, pravé kdy# je jeji hodnost h(A)
rovna jejimu stupni, tj. plati:

h(A) =n.

Priklad 33. Kterd z ndsledujicich matic je requldrni?

(91 | =2
“)Al__14’ b)AQ_[—Q 4]’
3 -2 1 1 -2 3
¢)Ay=|—-1 43|, dA=1]-2 4 -1
3 -2 5 3 -1 2

Ctvercovou matici, kterd neni regulérni, nazyvime singularni.

7.4 Vypocet inverzni matice

Nyni se vratime k nasobeni matic, jehoz vlastnostmi jsme se zabyvali na
str. 27l Ukazeme si, ze ke kazdé regularni ¢tvercové matici existuje inverzni
matice, tj. inverzni prvek vzhledem k operaci nasobeni matic.

Necht A je ¢tvercova matice stupné n. Matice X téhoZ stupné se nazjva
inverzni matici k matici A, jestlize plati

X - A=A-X=1, (1)
kde I je jednotkova matice stupné n. Inverzni matici znacime
A—l
K vypoctu inverzni matice mtizeme vyuzit Gauss-Jordanovu eliminaci, jak

ilustruje nasledujici priklad B4
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Priklad 34. Urcete nezndmou matict X, kterd je resenim rovnice

i fot) @

Reseni: Neznamou matici X muizeme zapsat obecné takto:

X_[xl $2].
X3 T4

Potom lze rovnici (2)) psat ve tvaru:

RS R

kterému odpovidaji nasledujici dvé soustavy, liSici-se jenom pravymi stra-

nami:
Ty + 203 = 1 To+2xy = 0

41+ 3x3 = 0 doo +3x4s = 1

Tyto soustavy Tesime najednou, pomoci Gaussovy-Jordanovy eliminace
jedné spolecné ,rozsirené” matice:

1210] 10—5 5
~ e . (3)
[4301 01l & 1
i 5 5
Potom: ~ _
3 2
X = 5 51
| 5 5]

Ze zadani prikladu je zrejmé, Ze nalezena matice X je matice inverzni
k matici A.

UKOL: Ovéite, zda pro nalezenou matixi X plati
A A=A A=1L
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Poznamka. 7 postupu reseni piikladu B4l vyplyva, Ze inverzni matice exis-
tuje pouze k regularni matici, jinak by nebylo mozné dostat v levé casti vy-
sledné délené matice ve vztahu () matici jednotkovou. Regularni matici
proto miizeme charakterizovat také jako ¢tvercovou matice, k niz existuje
matice inverzni. V opa¢ném pripadé hovorime o matici singularni.

Zbyva vyresit dve otazky tykajici se existence a vypoctu inverzni matice:
1) Pokud existuje inverzni matice, je jedind, nebo jich mtize byt vice?

2) Je nutné pii vypoctu inverzni matice postupné pouzit obé poradi né-
sobeni uvedend v definiénim vztahu (), nebo staci jenom jedno z nich?

Ad 1) Jednoznacnost existence inverzni matice

Nabizi se otazka, zda miize k dané regularni matici existovat vice navzajem
ruznych inverznich matic. Odpovédi je, Ze ne. Plati toto tvrzeni: ,,Pokud k
matici A existuje inverzni matice, je jedina.”

Jeho diikaz provedeme sporem. Predpokladejme, Ze existuji dvé matice B
a C, které splnuji definici inverzni matice k A, tj. AB = BA = 1 a
AC = CA = 1. Potom ale B= BI = B(AC) = (BA)C = IC = C, coz
je spor. Pfedpoklad tedy neni spravny, existuje jedina inverzni matice k A
(pokud existuje).

Ad 2) Vypocet inverzni matice

P1i vipoctu inverzni matice k A budeme vyuzivat nasledujici vlastnost:
,Jestlize A je regularni matice a pro matici X plati bud AX = I nebo
XA =1, je X matici inverzni k A4, tj. X = A7«

P1i dikazu uvedené vlastnosti predpokladame platnost vztahu AX = I
a snazime se dokéazat platnost vztahu XA = I. Pritom jesté vyuzijeme
definici inverzn{ matice. Plati XA = IXA = (A7TA)XA = A Y AX)A =
AN TA=A1TA=1T.
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Poznatky ziskané tesenim prikladu B4l na str. B9 a vySe uvedené diikazy
jednoznacnosti existence inverzni matice a postacujici podminky pro urceni
inverzni matice zavrsime formulaci nazvu pouzité metody a jejiho schema-
tického znazornéni:

Vypocet inverzni matice uzitim Gaussovy-Jordanovy elimi-
nace:

[A|T]~..~[1]ATT]. (4)

Priklad 35. Urcete inverzni matici k matici
2 11

M=1321
212
Pro regularni matice A, B téhoz stupné plati:

(A-By'=B1.A"1 (5)

UKOL: Ukazte platnost vlastnosti () na pifkladu matic:
1 2 0 1
a=loi] =[]

Poznamka. Vlastnost podobné (H) platiipro transponované matice,
.
(A-B) =B". A" (6)

UKOL: Ukazte platnost této vlastnosti na piikladu matic:

—1 2

3 -1 —1
A[1 2 1]’ B = _230
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7.5 Reseni maticovych rovnic

Maticovymi rovnicemi budeme rozumeét rovnice ve tvarech AX = B, XA =
B nebo AXB = C,kde A, B, C, X jsou matice, pritom A, B, C' jsou dany,
zatimco X je neznama. Kazdou takovouto rovnici mtizeme Tesit postupem,
ktery jsme pouzili na pocatku feSeni prikladu B4 (kde jsme vlastné fesili
maticovou rovnici ve tvaru AX = B) a ktery byl zaloZen na reprezentaci
neznamé matice X pomoci jejich (nezndmych) prvkd xy, xo, ...Tm1y (Pro
matici X typu (m, n)) a ndsledném feseni soustavy m+n linearnich rovnic
s témito prvky jako neznamymi.

Nyni si uvedeme dalsi dvé metody feSeni maticovych rovnic, obé zalozené
na eliminaci. Prvni z nich spociva v primé aplikaci eliminace k vyreseni
rovnice, druha pak vyuziva eliminaci k nalezeni inverzni matice, ktera je
nasledné pouzita k vyreseni rovnice.

7.5.1 Reseni maticovych rovnic eliminaci

a) Rovnice typu AX = B

Pouzijeme postup (3)), kterym jsme na str. B9 ziskali k dané matici matici
inverzni (jeho symbolicky zapis () je uveden na str. d). K rovnici AX =
B pritadime délenou matici [A|B], ke které Gauss-Jordanovou eliminaci
najdeme ekvivalentni matici ve tvaru [I|R]. Potom matice R je feSenim
dané rovnice, tj. X = R. Schematicky zapiseme tento postup takto:

AX=B—[A|B]~..~[I|R].
b) Rovnice typu XA = B

Abychom mohli pouzit eliminaci, prevedeme feseni této rovnice na tlohu
piedchoziho typu. VyuZijeme k tomu znamy vztah (viz str. 29, 4I))

(A-B)' =B". A",
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kde A, B jsou matice a operace ,-“ je nasobeni matic. Obé strany rovnice
XA = B proto nejprve transponujeme. Dostaneme tak rovnici A7 X7 =
BT kterou fesime vyse uvedenym postupem pro rovnice typu AX = B.
Musime dat ale pozor na to, Ze ziskana matice R na pravé strané vysledné
délené matice [I|R] je transponovand matice feSeni dané rovnice, tj. X =
R". Schematicky zapiseme uvedeny postup takto:

XA=B—-A'X"=B" 5 [AT|BT |~ ..~ [I|R] > X=R".

c) Rovnice typu AX B = C' eliminaci nepocitame.

7.5.2 Reseni maticovych rovnic uzitim inverzni matice

Nyni si ukdzeme, jak se da k reseni vSech tii typli maticovych rovnic vy-
hodné pouzit inverzni matice. VyuZijeme pii tom definiéni vztah (I) (viz
str. B8)) pro inverzni matici zapsany ve tvaru

A-At=A1. A=1T (7)

Inverzni matici pocitame uzitim eliminace, jak je uvedeno na str. 41l Na
str. si uvedeme jesté jednu metodu vypoctu inverzni matice, uzitim
tzv. adjungovane matice. Ta se ukaze jako velice efektivni pro vypocet
inverznich matic ,,maljch® matic typu (2, 2).

a) Rovnice typu AX = B

Uzitim inverzni matice k matici A vyjadiime z rovnici neznamou matici X .
Postupujeme (pii odvozeni, k vlastnimu vypoctu potom pouzijeme jenom
vysledek tohoto odvozeni) tak, Ze obé strany rovnice

AX =B (8)

vynasobime zleva matici A~! (smér ndsobeni je dtleZity a je t¥eba ho
dodrzet na obou stranach, protoze, jak vime, nasobeni matic neni komuta-
tivni). Dostaneme

ATTAX = A'B, (9)
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coz se da diky ([) prepsat jako

IX =A'B, (10)
£.

X =A"'B. (11)
Vipoctem pravé strany vztahu (1)) tak dostaneme feseni rovnice ()

b) Rovnice typu XA = B

Podstata postupu reseni rovnice tohoto typu je stejna jeko u typu predcho-
ziho, akorat nasobime obé jeji strany matici A~! zprava. Aplikaci analo-
gickych tprav pak postupné dostaneme rovnice

XA=B, (12)
XAA =BA™Y, (13)
XI=BA, (14)
X =BA!, (15)

kde, stejné jako v pfedchozim pripadé, vyuzijeme pravou stranu vysledného
vztahu (I5) k prfimému vipoctu feseni rovnice (I2).

c) Rovnice typu AXB =C

P1i Teseni rovnice tohoto typu uplatnime oba predchozi postupy najednou
tak, obé jeji strany nasobime nejprve matici A~! zleva a potom matici B!
zprava, pritom provadime stejné upravy jako v obou pripadech. Postupné
tak dostavame rovnice

AXB=C, (16)
A'AXBB ' =A'CB ™, (17)
IXI=A'CB, (18)
X=A"'CB, (19)

kde, opét, prava strana vysledného vztahu (I9) poslouzi k pfimému vypoctu
feseni rovnice (I6).
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Priklad 36. Jsou ddny matice A = [ _01 ;] , B = [ _11 f] ,

4 11
a) AX=B, b)XA=B, ¢ AXB=C.

2 4
C = [ ] . Najdéte neznamou matict X tak, aby platilo:

Piiklad 37. Reste maticové rovnice

XK=l g DX E —5 —1 |’
[7 1] [20] [3 3]
C>_ _'X[_12(”_[193§]'

7.6 Linearni zavislost vektoru

W DO
L 1

[ 1
a) 5

DO —
w Do

Definice 7.1 (Linedrni zavislost vektort). Vektory vy, vy, ..., U, nazy-
vame linedarné zavislé prave tehdy, kdyz lze jeden z nich vyjadrit jako
linedrni kombinaci ostatnich, tj. kdyz existuje takové k € {1,2,...,n},
pro které lze vektor v}, zapsat takto:

U = C1U1 + C1U] + oo T Ch—1Vf—1 T Chp-1VUk41 T ... T CpUp,

kde c1,co,...,c, € R.

Ukazeme si, ze Gaussova eliminace je efektivnim néastrojem pro nalezeni
takového mezi danymi vektory, ktery je linearni kombinaci ostatnich. Tak
muzeme pomoci Gaussovy eliminace rozhodovat o linearni zavislosti ¢i ne-
zavislosti dané skupiny vektortl.

Priklad 38. Jsou ddny vektory @ = (1,2,1),b = (2,1,3), = (3,0,5).
Rozhodnéte o jejich linedarni zavislostu.
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Reseni: Vytvofime matici tak, Ze dané vektory tvoif jeji fadky. Jako ctvrty
sloupec, ktery umistime vné matice, uvedeme jména vektort. Potom Gaus-
sovou eliminaci prejdeme od dané matice k matici v Gaussové tvaru s ni
ekvivalentni. Jednotlivé kroky eliminace provadime vzdy s celymi radky,
¢tvrté sloupce dil¢ich matic tak slouzi k ,zaznamenavani® téchto kroki.
Vysledkem je nasledujici posloupnost vzajemné ekvivalentnich matic

1217 a 1 2 1]a 1 2 1] a
213|b~|0-31|b—2a~|0-31|0b—2d
305/ ¢ 0 —6 2| &—3ad 0 0 0] @—33—2(b-—23d)

Dilezity je pro nas posledni radek visledné matice v Gaussovée tvaru. Tento
radek je nulovy, pfitom v  kontrolnim® (¢i ,zdznamovém®) sloupecku je
vyraz ¢ — 3a — 2(5 — 2d). Po zjednoduseni uvedeného vyrazu miizeme tuto
skutecnost interpretovat rovnosti

i—2%b+¢c=0,

ze které je patrné, ze kterykoliv z vektori a, I;, ¢ lze vyjadrit jako linearni
kombinaci ostatnich. Napriklad pro a plati a = 2b — ¢, vyjadfeni zbyvajicich
vektorli je nasnadé. Mizeme proto konstatovat, ze dané tii vektory a, 5, c
jsou linearné zavislé.

Zkusenost ziskanou resenim prikladu B8 vyuzijeme k zefektivnéni metody
urcovani linedrni zavislosti/nezavislosti danych vektort tak, abychom ne-
museli k matici pripojovat ,zaznamovy™ sloupecek. 7 vysledku je ziejmé,
ze pokud jsou vektory linearné zavislé, musi Gaussovou eliminaci vzniknout
alespon jeden nulovy radek, tj. hodnost matice musi byt mensi, nez je pocet
zkoumanych vektort (tj. pocet fadki tvodni matice).

Postup vysetrovani linearni zavislosti dané skupiny vektorti mtizeme tedy
formulovat takto: (i) Vektory zapiseme do matice jako jeji radky. (ii)
Gaussovou eliminact zjistime hodnost této matice. (iii) Hodnost porov-
ndame s poc¢tem dangch vektori. (iv) Pokud je hodnost mensi neZ pocet
vektori, jsou tyto vektory linedrné zavisle. Pokud je hodnost stejnd
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jako pocet vektori, jsou vektory linearne nezavisle. Situace, kdy hod-
nost matice je vetsi nez pocet vektori, nemize nastat.

Otéazkami linearni zavislosti a nezavislosti vektorii se detailné zabyva pred-
met Linedrni algebra a geometrie. Tam je ukazano a dokazano , ze pro
vySetfovani linearni zavislosti vektorti lze pouzit také matici, v niz jsou
vektory organizovany do sloupcti. Toto usporadani je mnohdy vyhodnéjsi
pro svou primou korespondenci k feseni soustavy linedrnich rovnic.

Reseni prikladu B8 nam jesté ukazuje moznost ,alternativni® definice line-
arni zavislosti pomoci nulového vektoru nasledujicim zpiisobem.

Definice 7.2 (Linearni zéavislost vektort). Vektory iy, s, ..., U, z vekto-
rového prostoru V' nad télesem T se nazyvaji linearné zavislé, prave
kdyz existuje aspon jedna jejich netrivialni linedrni kombinace, kterd
je rovna nulovéemu vektoru, tj.

n
Jay,as,...,a, € T;Zaiﬁi =0= (a1 #0Vays #0V ..Va, #0).
i=1
Poznamka. Netrivialni je takova linearni kombinace, jejiz alespon jeden
koeficient je rtizny od nuly. Pokud jsou vsechny koeficienty rovny nule,
hovorime o trividing linearni kombinaci.

Priklad 39. Zjistéte, ktery z vektori ay, = (2,2,0,0,—1), dy = (1,1,5,5,1)
je linedrni kombinact vektori as = (1,1,1,1,0), dy = (1,1, —1, -1, —1),
is = (1,—1,—1,0,0).

Priklad 40. Zjistéte, zda jsou dané vektory linedrné zdvisle nebo neza-
vislé. Po zjistént linedrnt zavislosti urcete tu jejich linedarni kombinaci,
ktera je rovna nulovému vektoru.
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3,2,0), b= (1,1,1), €= (5,4,2),

a =

1,0,0,0), b= (2,1,0,1), &= (3,2,1,1),

i) @=(3,0,1,0), b= (0,3,0,1), €= (0,1,0,3), d = (1,0,3,0).
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