8 Determinant matice
Determinant urcujeme jenom u c¢tvercovych matic.

Piiklad 41. Reste soustavu rovnic

r—y =1 (20)
2z + 3y = 5. (21)

Reseni: Soustavu Tesime napiiklad séitaci metodou. Po odecteni dvojné-
sobku (22) od rovnice (23) dostaneme y = % Dosazenim do prvni rovnice
pak dostaneme x = %.

Piiklad 42. Reste soustavu rovnic

alxr + apy = bl (22)
91T + a0y = b. (23)

Reseni: Za predpokladu, Ze vyraz aj1a9s — ajaa91 je rizny od nuly, dosta-
vame toto reSeni:

biagy — ay2by a11by — brag;

, )
a11G22 — 12021 a11G22 — 12021

8.1 Uziti determinantii pri Feseni soustavy linearnich rovnic

Cramerovo pravidlo

Dané soustavé dvou rovnic o dvou neznamych prifadime néasledujici tii
¢tvercové matice a u kazdé z nich vypocitame jeji determinant:

ail a2 :
1. A= ... matice soustavy
a1 G22
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Pfi vypoctu determinantu této (i dalsich dvou) matice uplatnime tzv. k¥i-
zové pravidlo, které usnadnuje vypocet determinantu u matic druhého
radu:

det A = a1 - a9 — a12 - a1

b1 ais . " ,
2. A = [ ) ... matice soustavy, u niz je prvni sloupec na-
2 (22

: b
hrazen sloupcovym vektorem pravych stran rovnic B = [ bl ] :
2

det Al = bl 99 — A19 bQ

ai; b

3. A |

) ] ... matice soustavy, u niz je druhy sloupec na-
a1 02

: b
hrazen sloupcovym vektorem pravych stran rovnic B = [ bl ] ;
2

det AQ = daiy - bg — a192 b2

Regeni dané soustavy lze potom, za predpokladu, Ze det A # 0, zapsat ve
tvaru

~det Ay ~ det Ay
T aeta’ YT detAr

X

Aplikaci uvedeného postupu na Priklad E1] dostaneme vysledky, které od-
povidaji jeho vyse uvedenému reseni:

~detA; 8 ~detAy 3
~detA 5 y=

02
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Tato metoda neni spojena jenom se soustavou dvou rovnic o dvou nezna-
mych. Lze ji pouzit pti FeSeni jakékoliv (regularni) soustavy n linearnich
rovnic o n neznamych. Této metodé Teseni regularnich soustav se rika Cra-
merovo pravidlo. Obecné ji lze zapsat takto:

det Ay ~ det Ay ~det A,
 det A’ 2= det A’ 77 Tn = det A’

T det A # 0.

Priklad 43. Vypoctete obsah rovnobézniku, ktery je urcen vektory u =
(ul, UQ), U= (’Ul, ’Ug).

Priklad 44. Vypoctete obsah rovnobézniku, ktery je urcen vektory i =
(4,1), 0= (2,5).

8.2 Zapis determinantu

ail ai2

, potom determinant ma-
a1 a2

Uvazujme matici druhého fadu A = [
tice A zapiSeme ve tvaru

ail ai2
a21 422

det A nebo

V piipadé matice fadu 2 pak jiz vime, ze det A = aq1 - @99 — aq9 - a1,

8.3 Vypocet determinantu

Determinant je definovan (DefB.1]) pro ¢tvercové matice vSech fadi stejné.
Pro matice radt 1, 2, 3 a 4 se ale lisi obvyklé zptisoby jeho vipoctu. Nyni
se s nimi seznamime.
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1. Maticeradun =1 :

A = a1, potom det A = ay;.

2. Matice ¥adun = 2 : KRIZOVE PRAVIDLO

ai; a2
A= : potom det A = ay1 - a99 — a9 - ao1.
a21 A22

3. Matice fadu n =3 : SARRUSOVO PRAVIDLO

ailp ai2 ai3
A= as1 A2 a23 | ,

as; Qg2 Aass

potom
det A = (Cln “ A9+ A33 T Q12 - A93 * A31 + G413 - A9 * Cl32)—
—(a13 * A9+ A31 T 12 - A1 * A33 + Q11 - A93 a32)-

Vipocet determinantu matice 3. fadu si usnadnime uplatnénim nasleduji-
ciho schématického postupu:

ail ai12 a1z3|ai; ai2
A= a21 Q22 Q23 |0a21 A2

as; a3z a33|A3; A32

Nejprve nasobime prvky matice v nasledujicich trech liniich rovnobéznych
s hlavni diagonalou a tyto souciny sec¢teme:

B, a2 aizlai; ar a1 s a13|a11 ae ajp ar2 @3l a1 arg
as1 Wby 23|21 Qoo , | Q21 G20 W3] A21 Q22 , |Q21 Q22 Q23 (o1 Q22
as1 a3z Ms3las1 asz as1 asy azs M3 a3 as1 asz ass|az; M3
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Tak dostaneme vyraz
(a11a90a33 + a12a93a31 + a13a91G32) (24)

Potom opakujeme stejny postup pro nasledujici tii sméry rovnobézné s
druhou diagonélou:

a1r a2 Ws|a1 are a11 a2 a13 |l a12 a1 a2 a13|1a11 o
a1 Wlbo 23|21 2o, | Qo1 a2 M3 Q21 Q22 , |Q21 22 a3 b1 Q22
B a3 ass|as; ass a3 W52 ass|asi as az1 a3 3| a3t as:

Vysledkem je vyraz
(a13a22a31 + a11023a32 + A12021033) (25)
Determinant matice A je potom roven rozdilu vyrazt 24 a 23

det A = (ar1a22a33+0a12a23a31+013021a32) — (A13022a31+011023032+a12021033).

4. Matice tadu n > 3: ROZVOJ DETERMINANTU
Rozvoji determinantu a jeho pouziti se zevrubné vénuji kapitoly 8.8, 8.9

Poznamka. Tato metoda vypoctu determinantu je pouzitelna pro matici
jakéhokoliv fadu. Pro rady n < 3 vSak vétsinou volime specidlni metody
uvedené vyse.

5. TROJUHELNIKOVA MATICE

Pro ¢tvercové matice libovolného stupné, které maji pod nebo nad hlavni
diagonalou samé nuly je determinant roven soucinu prvkii na hlavni diago-
nale.
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Priklad 45. Vypoctéte determinant matice

8.4 Permutace mnoziny

Priklad 47. Vypoctéte nasledujici determinanty. Hledejte spolecné
rysy vyrazi pro hodnoty determinantu matic 2. a 3. stupné. Potom
se pokuste definovat determinant.

aip aiz2 a3
= ... a21 Q99 A3 | — ...

ailr a2
a1 422

asy asz ass

Poznatek z reseni prikladu 47:

Determinant matice je tvoren vSemi takovymi souciny, Ze z
kazdého radku a z kazdého sloupce matice je v kazdém z nich
obsazen pravé jeden prvek.

Téchto soucini je n! (n faktoridl), kde n je stupen matice. Cast z nich je
uvedena znaménkem -, ¢ast pak znaménkem ,+°.

K vysloveni tplné definice determinantu zbyva uz jenom Tici, Ze o tomto
znaménku rozhoduje poradi, v jakém vybirame cinitele prislusného soucinu

o6



z jednotlivych sloupct. Jedna se o znaménko permutace sloupco-
vych indexu.

Regeni pifkladu B7 mtizeme zapsat takto:

ail ai2

— (—1)°. : 1)L :
o1 o (—1)" - ay - a4+ (—1)" - ass - as,

a11 a2 a3
21 Q22 Q23 | =
a3p azz ass
= (—1)%ay; - agy - agz + (—=1) a1y - ags - azs + (—1)'age - ag - ags +

+H(—=1)%a1s - ags - az; + (—1)%a3 - ag1 - azy + (—1)ays - ag - azy,

kde exponenty u -1 vyjadiuji pocet inverzi v odpovidajicich permutacich
sloupcovych indexti. Znaménko mocniny pak odpovida znaménku téchto
permutaci.

8.4.1 Permutace mnoziny

Permutaci mnoziny M rozumime kazdé vzajemné jednoznacné zobrazeni
mnoziny M na sebe.

Uvazujme napriklad mnozinu M = {1,2,3}. Potom zobrazeni f, pro které
plati f(1) =3, f(2) =1, f(3) =2, je permutaci.

Permutace mnoziny M predstavuje urcité usporadani jejich prvki. To
zname z kombinatoriky. Vime, Ze pocet vsech permutaci n—prvkové mno-
ziny jeroven n!l =n-(n—1)-(n—2)-...-2-1 (tj. n faktorial).

Permutaci obvykle zna¢ime pismenem 7. Symbolicky ji mtizeme zapsat

jako zobrazeni
. M — M.
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Konkrétni permutace mnoziny M = {1, 2,3} zapisujeme takto:

(123 (123 (123
Mm=\1923) ™7 \319) ™T\231)

Potom pro obrazy prvk mnoziny M plati naptiklad, ze m(2) = 2, mo(1) =
3, m3(2) = 3 apod.

Poznamka. Mnozina vSech permutaci mnoziny M spolu s operaci skla-
dani permutaci (tj. skladani zobrazeni, protoze permutace je zobrazeni)
tvori grupu. Ukazte to na prikladé. Je tato grupa komutativni?

Obecnou permutaci na mnoziné M = {1,2, 3, ..., n} zapiSeme takto:
1 2 3 ..
— ( ") 20
™ To T3 ... Tp
potom pro obraz prvku ¢ mnoziny M plati

7T(Z) =T;.

Inverze

Inverzi permutace m rozumime dvojici obrazi ri, r; v matici (26), niz je
vétsi Cislo pred mensim, tj. i > ;. Pritom tato ¢isla nemusi byt v zapise
permutace vedle sebe.

Pokud tedy v zapise permutace

o 1 2 ..k ..l ... n
N rn ro ... T ... T ... Ty

je . > 17, tvori tato dvé Cisla jednu inverzi.
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Znaménko permutace

Znaménkem znm ( nebo sgnm) permutace m rozumime hodnotu vyrazu
(—1)%, kde k je pocet viech inverzi permutace 7. Zapisujeme

mm = (—1)".

Permutaci o sudém poctu inverzi nazyvame sudou permutaci. Permu-
taci o lichém poctu inverzi pak nazjyvame lichou permutaci. Hodnotu
funkce znm nazyvame paritou permutace. Suda permutace ma paritu +1,
lich4 potom —1.

Priklady permutaci a urcéeni jejich znamének:

a) Permutace m na mnoziné M = {1,2,3} :

(123 B o
7'('1(132), k=1, mm = (—1)" = —1.

b) Permutace my na mnoziné M = {1,2,3,4} :

(1234 B B 3
7TQ—<234 1), k=3, mmy = (—1)° = —1.

c) Permutace 73 na mnoziné M = {1,2,3,4} :

1 234 4
773<3412>, k=4, g = (—1)" =1,

Priklad 48. Determinant matice druhého radu:

ail ai2

— (—1)°. : 1)L ot
o1 oo (—1)" a1 -ag+ (—1)" - a2 - an

Jedna inverze v poradi, proto znaménko minus.
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8.5 Definice determinantu

Definice 8.1 (DETERMINANT). Necht A = (a;;) je ctvercovd matice

n—tého rddu nad télesem T'. Determinantem matice A rozumime prvek
télesa T' ve tvaru:

det A = g ZOTC = Q1py = Q2py * .. * Qs

7T€S’n

kde scitame pres vSechny permutace m mnoziny 1,2,3, ...,n. MnoZina
téchto permutaci je oznacena symbolem S,,.

Priklad 49.

ajp di2 a3
Q21 A22 23 | =
a3p aszz ass
= (—1)%ay; - agy - agz + (—1)'ar; - agg - azs + (—1)'are - ag - agz +

+H(—=1)%a1s - ags - az; + (—1)%a3 - ag1 - azy + (—1)ays - ags - azy,

8.6 Pravidla pro pocitani s determinanty
(vlastnosti determinantu)

Pro pocitani s determinanty plati nasledujici pravidla. Tato pravidla se
bézné uvadéji ve formé véty (nebo jednotlivych vét). Dikaz pak vesmés
vychazi z uvedené definice determinantu. My se zde spokojime se seznamem
téchto pravidel, doplnénym ilustracnimi priklady.

1. Zaménime-li vzajemné dva fadky (sloupce), zméni deter-
minant své znaménko.

2 3

=1
12 ’

‘12

23‘__1'
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2. Jsou-li vSechny prvky jednoho fadku (sloupce) rovny nule,
je determinant roven nule.

1 23
0 00|=(1-0-142-0-(=3)+3-0-1)— (3-0-(—=3)+2:0-1+1-0-1) = 0
311

3. Obsahuje-li matice dva stejné rfadky (sloupce), je jeji de-
terminant roven nule.
123
123]=(1-2642-3-443-1-5)—(3-2-442-1-6+1-3-5) =0
45 6
4. Je-li fadek (sloupec) linearni kombinaci ostatnich radku
(sloupctl), je determinant roven nule.

1 2 3

1k 2k 3-k|=

4 5 6
(1-2-k-6+2-3-k-4+3-1-k-5)—
—(3-2-k-442-1-k-6+1-3-k-5)
=1-2-k-6+2-3-k-4+3-1-k-5—
3.2 k-4-2-1-k-6-1-3-k-5=0,

Poznamka. 7 porovnani poslednich dvou prikladd plyne:

1 2 3 123
1-k2-k3-k|=k-]123
4 5 6 456

Jedné se o projev nasledujici vlastnosti determinanti.

5. Nasobime-li prvky jednoho fadku (sloupce) néjakym ¢is-
lem, nasobi se timto Cislem cely determinant.
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1 2 13 26

‘34‘_—2, ‘3 4‘——26——2-13
Dusledky:

L |2 4 1 2 11
0| 12‘_2.3.‘34‘_2.3.2.‘32‘.

(ii) det (k - A) = k™ - det A, kde n je stupen matice A.

6. Determinant se nezméni, pricteme-li k jednomu radku (sloupci)
linearni kombinaci ostatnich radka (sloupci).

Dusledek:

Moznost uziti Gaussovy eliminace pfi vypoctu determinantu.

Priklad 50. Vypocet determinantu uzitim eliminace k prevedeni ma-
tice na trojuhelnikovy tvar:

12 3 12
25 8 |=1]01
3 8 10 0 2

Priklad 51. Vypocet determinantu uzitim eliminace k prevedeni ma-
tice na trojuhelnikovy tvar:

0 1 —1 -2 1 3 -2 1 3 -2 1 3
—-21 3 |=—]0 1 ~-1|=—=]0 1 -1}|=—=| 0 1 —-1]=6
2 7 =8 2 7 =8 0 8 =5 0 0 3

62



7. Determinant matice transponované je stejny jako determi-
nant matice puvodni.

det A = det AT

8. Determinant soucinu dvou matic je roven soucinu deter-
minantd jednotlivych matic (Cauchyho véta).

det (A-B) =det A-det B

Dusledky:

i) A-B+# B- A, ale
det (A- B) =det (B - A).

(ii) det (A- A1)y =det A-det A1 A det(A- A1) =det E =1, po-
tom dostavame vztah pro vipocet determinantu inverzni matice det A=! =

—— ktery uvadime jako dalsi vlastnost.
det A’ Y J

9. Determinant inverzni matice je roven prevracené hodnoté
determinantu matice ptvodni

1
det A~ = .
¢ det A

Poznamka. Pro ¢tvercovou matici A stupné n plati, Ze nasledujici t1i
tvrzeni jsou ekvivalentni:

(i) h(A) =n, (i) det A#0, (iii) A je regularni.
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