11 Reseni soustav linearnich rovnic

11.1 Linearni rovnice

Linearni rovnici o n neznamych z, 7, ..., 7z, s realnymi koefi-
cienty rozumime rovnici ve tvaru

a1 + asxs + ... + a,x, = b, (32)

kde koeficienty aq, as, ..., a,, b jsou realna cisla.

Oznaceni ,linearni” vyjadiuje skutecnost, ze kazda z neznamych x1, xo, ..., x,
se v rovnici vyskytuje nejvyse v prvni mocniné. Pokud by nejvyssi moc-
ninou, v niz se v rovnici vyskytuje proménné, byla mocnina druhé, resp.
tteti, hovorili bychom o rovnici kvadratické, resp. kubické (pfipadné o rov-
nici druhého, resp. tfettho stupné).
V pripadé rovnic o jedné, dvou ¢i tfech neznamych pouzivame pro oznaceni
neznamych a koeficient ¢asto i jiné symboly nez v (32), napt. nezndmé
oznacujeme x, y a z a koeficienty a, b, c a d:

ax = b, ax + by = c, ar + by + cz = d.

11.2 Soustava linearnich rovnic

Budeme uvazovat soustavu m linearnich rovnic o n neznamych s realnymi
koeficienty (obecné s koeficienty z télesal T'; potom hovofime o soustaveé m
linearnich rovnic o n neznamych nad télesem T'):

a1y + apxs + ... + apx, = by
911 + Aoox9 + ... + A9, X, = by (33)

A1 L1 + Qoo + ... + ATy = by

L Télesem®“ zde rozumime algebraickou strukturu (jiz znite algebraickou strukturu zvanou ,grupa“). V kurzu
linearni algebry a geometrie budeme pracovat vyhradné s télesem realnych ¢isel R. Definice této algebraické struktury
je uvedena v kapitole vénované vektorovému prostoru.
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Se soustavou (B3)) jsou spojeny nésledujici dvé matice.

Matice soustavy A:

ailp a1 ... Qip
as1 Q922 ... A9y
ami1 Am2 ... Qmn

Rozsirena matice soustavy A*:

air a2 ... Qip bl
g | G2 a2 .. ax ba
Aml Gm2 oo G | O,

Poznamka. Pro oznaceni rozsifené matice pouzivame i jiné symboly nez

A*. Napriklad Aroz.

11.3 Maticovy zapis soustavy

Uzitim nasobeni matic miZzeme soustavu (B3)) zapsat ve tvaru

A-7=0

kde A je matice soustavy, ¥ =

X1
)

Ln

je vektor neznamych a b=

vektor pravych stran rovnic soustavy.

Vektory T a b miZeme chapat také jako matice. Pak pouzijeme zapis

A-X =B,
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kde X =7 a B = b.

Casto je vihodné hledét na soustavu (B3) jako na rovnost lineadrni kom-
binace sloupcovych vektoru matice A vektoru b:

aiq 1o aip by
a91 @99 a9 by

IR Il N I Il I SN I B R I (34)
am1 am? Amn bm

coz strucnéji zapiseme ve tvaru:

rx1-a1+x9-as+ ...+ x, - a, = 0.

Podle vektoru pravych stran b rozlisSujeme dva typy soustavy linearnich
rovnic (33):

1) Pro b=05= (0,0, ...,0) hovoiime o homogenni soustavé, symbo-
licky ji zapiseme

A-Z=0 (nebo A-X =0).

2) Pro b # o hovotfime o nehomogenni soustaveé, kterou symbolicky
zapiseme

A-Z=bb#3 (nebo A-X=B; B+O0).
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11.4 Resitelnost soustavy - Frobeniova véta
Zajima nas, jak pozname, zda ma soustava TeSeni a kolik rtiznych reseni
muze mit.

Priklad 58. Rozhodnéte o poctu reseni danych soustav. Potom je vy-
reste a jejich reseni geometricky interpretujte.

T+3y+z2=95 dr +3y+2z=1 r+y—3z2=—1

2e+y+z=2 b) r+3y+oz=1 c) 20 +3y —2z2=1

xr+y+dz=-T7, 3r + 6y + 9z = 2, T+ 2y +z=3.
Resent:

Provedeme Gaussovu eliminaci rozsitené matice kazdé z danych soustav:

ad a)

1 31]5 13 115 T+3y+z=95
2 1 1] 2 |~ ~101 =26 | — y—2z=26
1157 00 1 |=2 s — 9

h(A) = h(A*) = n (pocet neznamych ), soustava ma jediné feseni (je regu-
larni)

Obrazek 6: Reseni piikladu 1.1a - tii roviny s jednim spoleénym bodem
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Reseni uréime napiiklad Gaussovou-Jordanovou eliminaci (mtizeme vsSak
pouzit také Cramerovo pravidlo, inverzni matici ¢i piimé feSeni soustavy):

1 315 13 1|5 1001
21112 {~~|01 =26 |~--~[010]2
1 15]=7 00 1 |=2 00 1|-2

Regenim soustavy je usporadand trojice X = [1,2, —2]. Geometricky toto
reseni interpretujeme jako bod, ktery je spoleény tfem rovinam odpovida-
jicim danym rovnicim, viz Obr.[@l.

[1351] r+3y+52=1 (35)
03 6|1 3y +6z=1

h(A) = h(A*) < n (pofet neznamych), soustava ma nekonecné mnoho
feseni

Obrézek 7: Reseni piikladu 1.1 b - t¥i roviny se spole¢nou piimkou

Reseni urcime ze soustavy (33), kterd odpovidd matici v Gaussové tvaru
ekvivalentni s rozsifenou matici dané soustavy:

r+3y+oz=1
3y +6z=1
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Neznamé x, y, které odpovidaji prvnim nenulovym prvkim kazdého radku
matice v Gaussové tvaru ziustanou nezndmymi (tzv. ,zakladni* neznamé),
zatimco nezndmou z nahradime redlnym parametrem ¢ (nejsme schopni
urcit hodnoty vice nezndmych nez je pocet nezavislych rovnic, proto tuto
tfetl nezndmou uvazujeme jako ,,volnou*):

2=t teR
r+3y=1->5t
3y =1—06t

. 1
ReSenim soustavy je mnozina vSech usporadanych trojic M = {[t,g -

2t,t];t € R}. Geometricky toto FeSeni interpretujeme jako piimku, kterd
je spolecnd vsem tiem rovinam odpovidajicim danym rovnicim, viz Obr.[7

ad c)
1 1 —=3|1 11 =31 r+y—3z=1
23 =2|1 |~ ~101 4 |-1| — y+4z=—1
12 113 00 0] 3 0=3

h(A) < h(A*), soustava nema Feseni

Obréazek 8: Reseni piikladu 1.1 ¢ - tii roviny nemaji spoleény priinik
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MnoZina Feseni dané soustavy je prazdna: M = (). Geometricky lze tento
zaver interpretovat tak, ze roviny odpovidajici danym rovnicim nemaji
(vSechny tii) zadny spoleény bod, viz Obr.Rl

Véta 11.1 (Frobeniova véta). Soustava m linedrnich rovnic o n neznd-
mych nad télesem T ma aspon jedno resent prdave tehdy, kdyzZ hodnost
matice této soustavy je rovna hodnosti rozsirené matice soustavy, tj.

h(A) = h(A%).

Diikaz. Frobeniova véta ma formu ekvivalence. Mtizeme ji schematicky vy-
jadrit takto:
aspol jedno TeSeni < h(A) = h(A").

Dokazujeme tedy prislusné dvé implikace:
(1) aspon jedno Teseni = h(A) = h(A*)

aspon jedno Teseni = ex. xy, 9, ..., T, tak, ze x1-a1+xo-as+...+x,-a, =
b = b je linearni kombinaci vektort ay, as, ..., @,. Potom se jeho pridanim k
matici tvorené vektory @y, s, ..., @, nemuze zvysit jeji hodnost, tj. h(A) =
h(A*). Symbolicky zapsano: [ay, @s, ..., G,| = [G1, @9, ..., Gy, b] = h(A) =
h(A*).2

(2) h(A) = h(A*) = aspor jedno Teseni

h(A) = h(A*) = b je linearni kombinaci vektori @y, @, ..., @, = existuje
reseni x1, Ta, ..., Ty O

2Zapisem [iiy, iz, ..., ii,] rozumime tzv. linedrni obal mnoziny vektorii iy, s, ..., @i, coZ je mnoZina viech line-
arnich kombinaci téchto vektoru. Vice v partiich vénovanych pojmu ,Vektorovy prostor®.
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Poznamka. ReSeni soustavy linedrnich rovnic miZe dopadnout trojim
zpusobem. Bud mé pravé jedno FeSeni, nebo mé nekonecné mnoho reseni
a nebo Teseni nema. Jind moznost neni. Jak to dopadne, pozname uz pri
ovérovani platnosti Frobeniovy podminky takto:

(i) h(A) = h(A*) = n ... soustava ma pravé jedno feseni (tj. jednu uspo-
radanou n—tici),

(ii) h(A) = h(A*) < n ... soustava mé nekone¢né mnoho feseni (tj. neko-
necné mnoho usporadanych n—tic, které tvori néjaky , podprostor®, napr.

piimku nebo rovinu),

(iii) h(A) # h(A*) ... soustava nem4 TeSenl.

Priklad 59. Rozhodnéte o tesitelnosti danych soustav. U kaZdé z nich
rozhodnéte, zda ma pravée jedno reseni, nekonecné mnoho Tesent, ci
zda memda Zadné reseni. Své tvrzeni zdivodneéte.

2 —y+z=1 r+y—z=1 rT+y—z=2
r+2y—z=3 ) rT—y+22=0 ¢) 20 —y+3z2=1
dor +3y — 2 =171, x4+ 3y — oz =2, —r+y+2z =4

11.5 Vztah mezi reSenim nehomogenni a prislusné homo-
genni soustavy linearnich rovnic

Mnoziny Teseni nehomogenni soustavy linearnich rovnic a k ni prislusné
homogenni soustavy spolu zce souvisi. Zajiméa nas povaha tohoto vztahu,
a jak ho mtzeme vyuzit pii feseni nehomogennich soustav.

Priklad 60. Reste dané dané dvojice homogennich a nehomogennich
soustav linedrnich rovnic.

a) x+ 2y =0, x+ 2y =5,
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b) —x+2y+2=0 —x+2y+z=17
x+y+2z=0, r+y+2z =11

Reseni:

ad a)

Reseni homogenni soustavy: W = {[—2t,t];t € R} = {t(—2,1);t € R}.
Regeni nehomogenni soustavy:

M ={5—-2tt;t e R} ={[5,0] +t(-2,1);t € R}.

ad b)

Resenf homogenni soustavy: W = {[—t, —t,t];t € R} = {t(—1,—1,1);t €
R}.

Reseni nehomogenni soustavy:

M={5—t6—t1t:tec R} ={560+t—1—1,1)t€ R).

Véta 11.2 (Reseni nehomogenni soustavy). Necht R je libovolné veseni
nehomogenni soustavy AX = B a W4 je vektorovy prostor vsech resent
odpovidajici homogenni soustavy AX = O. Pak pro mnozZinu M vsech
resent soustavy AX = B plati:

M:{R—i-ﬁ;ﬁé WA}.

Diikaz. (1) {R+u} C M; A(R+u)=AR+Au=AR+0=AR=1D

R+1u}; AQ =B, AR =B = A(Q — R) = O = existuje
R € Wy tak, 7ze AQ = A(R + 1) = B. []

~
O =
I 1N
PN
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Poznamka. Véta 1.4 nam jinymi slovy tikd, Ze vSechna reSeni ne-
homogenni soustavy linearnich rovnic jsou urcena souc¢tem
jednoho konkrétniho reseni R této soustavy a vSech reseni u
prislusné homogenni soustavy.

Zaveér: Pii feSeni nehomogenni soustavy linearnich rovnic s nekonecné
mnoha TeSenimi (tj. h(A) = h(A*) < n) mizeme postupovat takto:

1. Vytesime prislusnou homogenni soustavu rovnic. Jeji obecné feseni ozna¢me

—

X.

2. Najdeme jedno konkrétni feseni dané nehomogenni soustavy. Oznac¢me
ho R.

3. Mnozinu M vsech Teseni dané nehomogenni soustavy vyjadiime jako
soucet jejiho jednoho konkrétniho feseni a obecného feseni prislusné homo-
genni soustavy:

M=R+=zx

Poznamka. Mnozina vsech feseni nehomogenni soustavy tvori tzv. bo-
dovy prostor (tj. je to mnozina bodi, také mizeme ¥ici ,mnozina mist*),
zatimco mnozina vSech TeSeni prislusné homogenni soustavy tvori tzv. vek-
torovy prostor (tj. je to mnozina vektori, také muzeme ¥ici ,,mnozZina
sméra).

Prvky bodového prostoru (definice bude uvedena pozdéji, viz Pech:
AGLU /str. 14 - Def. 2.1) nazyvame body. Kazdy bod, ktery je fesenim ne-
homogenni soustavy, se da vyjadrit jako soucet jednoho konkrétniho bodu
a linearni kombinace vektort (které jsou fesenim prislusné homogenni sou-
stavy).

Prvky vektorového prostoru (definice bude uvedena pozdéji, viz Pech:
AGLU/str. 8 - Def. 1.1) nazyvame vektory. Kazdy vektor se da vyjadfit
jako linearni kombinace skupiny vektort z téhoz prostoru, kterou nazyvame
systém (mnoZina) generatoru daného vektorového prostoru.
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Dimenze vektorového prostoru je ¢islo, které udava pocet linearné
nezavislych vektorti, jejichz linearni kombinaci mohu vytvorit kazdy vektor
uvazovaného prostoru. Systém generatorti v.p., ktery je tvoren linearné
nezavislymi vektory se nazyva baze vektorového prostoru. Dimenze je tak
rovna poctu vektorti baze daného vektorového prostoru. Bod (pocatek) méa
dimenzi 0, primka dimenzi 1, rovina dimenzi 2 a prostor méa dimenzi 3.

11.6 Homogenni soustava m linearnich rovnic o n neznamych

Homogenni soustavou rozumime soustavu linearnich rovnic, které maji na
pravych strandch vyhradné nuly (tj. vSechny rovnice v soustavé jsou ho-
mogenni). Pro takovou soustavu je vzdy splnéna Frobeniova podminka.
Homogenni soustava ma tedy vzdy feseni - tzv. ,trividlni reseni”, které
spoc¢iva v tom, Ze za vSechny neznamé dosadime nuly (trividlnim FeSenim
je tedy usporadana n—tice tvorena samymi nulami, téz mtzeme fici nulovy
vektor).

Pokud je matice homogenni soustavy regularni, tj. h(A) = n, ma soustava
jenom trivialni TeSeni.
Pokud je matice soustavy singularni, tj. A(A) < n, ma homogenni soustava

nekoneéné mnoho feseni a trividlni TeSeni je jenom jednim z nich. Timto
pripadem homogenni soustavy se ted budeme zabyvat.

Piiklad 61. Reste homogenni soustavu

r1 + T9 + X3 + X4
r1 + 219 + 313 + 4dxy
xr1 + 3r9 + drs + Tay
Tr1 + 45172 + 75173 + 101’4 =

(36)

o O o O

ReSeni: Mnozina feseni dané homogenni soustavy:

Wa={(s+2t,—2s — 3t,s,t);s,t € R},
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Mnozina Wy je podprostorem vektorového prostoru R*. MiiZzeme ji zapsat
jako linearni obal (tj. mnozinu vSech linedrnich kombinaci) dvou nezavislych
vektort:

Wa=1[{(1,-2,1,0),(2,-3,0,1)}] CC R*.

Dimenze W, je potom
dimWA = 2.

Véta 11.3. Necht je dina homogenni soustava m linedrnich rovnic o n
neznamych nad télesem R a necht matice A této soustavy md hodnost
h(A). Potom mnozina W4 vsech Teseni této soustavy je podprostor
aritmetického vektorového prostoru R" a mad dimenzi n — h(A), tj.

dimWy =n — h(A).

K dlikazu této véty nemame zatim vytvoreny potiebné teoretické zaklady.
Vratime se k nému pozdéji.

11.6.1 Vytvoreni baze vektorového prostoru vSech reseni ho-
mogenni soustavy

Vratme se k TeSeni prikladu 61l Vidéli jsme, Ze si ho miiZeme zapsat tvaru
Wa=1[{(1,-2,1,0),(2,-3,0,1)}].

V této kapitole si na prikladech ukazeme, jak se daji primo najit vektory
baze podprostoru Wy.

Postup reseni Prikladu GIE

1. Uréime tzv. zakladni neznamée

Provedeme Gaussovu eliminaci matice soustavy:
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(37)

Neznamé, které odpovidaji prvnim nenulovym prvkim na kazdém radku
matice v Gaussové tvaru (viz podtrzeni), nazveme zakladni neznamé.
V nasem pripadé se jednd o x1 a x9. Vzhledem k témto nezndmym pak
fesSime soustavu, kdyz zbyvajici neznamé ("nezakladni” nebo téz ”volné”
neznamé) nahradime redlnymi parametry. V nasem konkrétnim piipadé
tedy

zakladni nezn. :  xq, x9; volné nezn. : x3=s, x4=1t; s,t€R.

2. Vypocitame dimenzi prostoru reseni W,

dmWy=n—h(A)=4—-2=2

3. Hledame dv& nezavisla feseni by, by tvoFici bazi Wy
Vektory 51, b nejprve volime takto:
bl = ($1,$2,1,0), bQ = (yl,yg,O, 1)

Potom je dosadime do soustavy (B7) a dopocitame piislusné hodnoty 1,

Lo, Y1, Y2 - ~ ~
by = (1 —2, 1,0) by = (2, —3,0, 1).

Obecné Feseni Z homogenni soustavy (€ (BI)) pak mtzeme zapsat jako linearni
kombinaci vektoru bl, bg

7=s(1,-2,1,0)+#2 —3,0,1); s,t€R.
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Priklad 62. Reste ndsledujici homogenni soustavu linedrnich rovnic
a urcete bdazi vektoroveho prostoru vsech resent této soustavy:

r1 — 2x9 — X3 + 214 + dxy =0
3r1 — Oxg — 223 + x4 + 3x5 =0 (38)
—2r1 + 4x9 + 13 + 24 + 225 =0

Reseni:
Wa=10[(21,00,0),(3,0,51,0),(7,0,12,0,1)}]
Obecné Teseni mizeme zapsat ve tvaru

r(2,1,0,0,0) + 5(3,0,5,1,0) + £(7,0,12,0,1): r,s,t €R. (39)

T

Poznamka. 7 tvrzeni véty plynou jasné zaveéry o poctu feseni homo-
genni soustavy linearnich rovnic. Je zfejmé, Ze hodnost matice A je vzdy
mensi nebo rovna dimenzi n prostoru neznamych (poc¢tu neznamych). Uva-
zujme nejprve h(A) = n. Po dosazeni do vztahu dim W4 = n — h(A) do-
staneme pro dimenzi prostoru feseni soustavy dim W, = 0. Jedna se tedy
o trividlni podprostor obsahujici jediné - trivialni (nulové) feseni sou-
stavy. Pro h(A) < n pak dostaneme dim W, # 0. Prostor feseni obsahuje
tedy nekonecéné mnoho prvki - soustava ma nekone¢né mnoho reseni
soustavy.

11.7 Nehomogenni soustava m linearnich rovnic o n nezna-
mych

Zajimaji nas zde hlavné neregularni soustavy, tj. soustavy, které maji neko-
ne¢né mnoho TeSeni. Jiz vime, jak spolu souvisi feseni takové nehomogenni
soustavy s Tesenim ji odpovidajici soustavy homogenni (viz Véta [[1.4).
Pokracujeme prikladem soustavy, ktera se, az na pravé strany, shoduje s
homogenni soustavou (B8)) z prikladu 62
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Priklad 63. Reste nasledujict soustavu linedrnich rovnic:

r1 — 29 — x3 + 214 + Ox5 =38
3r; — 6x9 — 223 + x4 + 3x5 =2 (40)
—2x7 + 4x9 + x3 4+ x4 + 225 =6

Reseni: Regent
M ={(—14 42k + 301+ Tm, k, =22+ 5l + 12m,l,m)}

muZeme piepsat do tvaru, v némz je patrné feSeni (B9) prislusné homo-
genni soustavy (B8):

M = {(—14,0,—22,0,0)+k(2,1,0,0,0)+1(3,0,5,1,0)+m(7,0,12,0,1)}

Vé&ta 11.4 (ReSeni nehomogenni soustavy). Necht v je libovolné reseni
nehomogenni soustavy Ax = baWy je vektorovy prostor vsech resent
odpovidajici homogenni soustavy AT = 0. Pak pro mnoZinu M vsech
resent soustavy Ax = Z;platz/:

M:{ﬁ—l—ﬁ;ﬁEWA}.

Poznamka. Véta 1.4 nam jinymi slovy 1ikd, Ze vSechna reSeni ne-
homogenni soustavy linearnich rovnic jsou urcena souc¢tem
jednoho konkrétniho reseni této soustavy a vsSech reseni pri-
slusné homogenni soustavy.

Dikaz. (1) {T+@} C M; A(T+1) = AT+ Ai= AT+6=A0=1b

—

2) M C {T+d}; AG =0b, A =b= A(@ —7) = ¢ = existuje
— @ — 7 € Wy tak, 7e AW = A(T+ @) = b. O

<y

Zaveér: Pii feseni nehomogenni soustavy linearnich rovnic s nekonecné
mnoha TeSenimi (tj. h(A) = h(A*) < n) mizeme postupovat takto:
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. Vytesime prislusnou homogenni soustavu rovnic. Jeji obecné feSeni oznacme

SE

2. Najdeme jedno konkrétni feseni dané nehomogenni soustavy. Oznac¢me

=

<y

0]

3. Mnozinu M vsech teseni dané nehomogenni soustavy vyjadiime jako
soucet jejiho jednoho konkrétniho reseni a obecného feseni prislusné homo-
genni soustavy:

M=v+7

Poznamka. Mnozina vSech feSeni nehomogenni soustavy netvori vek-
torovy prostor (neobsahuje nulovy vektor). Jedna se o tzv. linearni
mnozinu. Pozdéji si ukdZzeme, Ze se jedna o afinni bodovy podprostor.

12 Reseni regularnich soustav

Soustavu

axry + apxs + ... + apx, = by
911 + 99Xy + ... + a9,x, = by (41)

Ay1T1 + QoXo + ... + Qyn®y, = by,

nazyvame regularni, jestlize je regularni jeji matice soustavy

aip a2 ... Qaipn
A — as1 A922 ... A9y
Am1 Am2 .- Gmp

To znamend, kdyz je matice A ¢tvercova fadu n (tj. m=n, neznamych
je stejny pocet jako rovnic) a jeji hodnost je rovnéz n (nebo je splnéna
ekvivalentni podminka det A # 0). Sloupcové (fadkové) vektory regularni

92



matice jsou tedy linedrné nezavislé a tvori bazi vektorového prostoru Vi,
dimenze n :

Vn = [{61, 52, ...,dn}] = [{al, as, ..., CLnH
Pripomerime si, Ze soustavu () mizeme zapsat pomoci linedrni kombinace
sloupcovych vektor matice A :

ai ai2 a1in bl
a91 @99 a9 by

zi-| A | T x| =] 7 (42)
anl ano Ann bn

Protoze b € V,, a mnoZina sloupcovych vektort {ay, @z, ..., @, } je bazi V,,,
je ziejmé, Ze existuje jedind n—tice (1, s, ..., T, ) takova aby rovnost (42))
platila. Regularni soustava (A1) ma tedy skutecné préavé jedno feseni ve
tvaru (x1, o, ..., Tp).

Piiklad 64. Reste ndsledujici soustavu v R*.

1+ 2o+ 203+ 34 = 1

31 — X9 — 13— 204 = —4
2$1+3$2—$3—$4 = —06
T1+ 209 —3x3 — x4 = —4

12.1 Gaussova a Gaussova-Jordanova eliminace

Pouzijeme ekvivalentni tpravy k prevedeni matice na nalezity tvar. Sou-
stava odpovidajici vysledné matici ma stejné reseni jako matice ptivodni a
pritom je jednodussi.

11 2 311 11 2 311 100 0|1
3 -1 -1 —2|—4 0 —4 —7 —11|—7 0100|—1
23 —1 —1/-6|"7 10 0 27 39(39 | |0010|0
1 2 —3 —1|-4 00 0 1|1 000 1|1



Regeni soustavy: X = (—1,—1,0,1).

12.2 Cramerovo pravidlo

Cramerovo pravidlo a jeho diikaz najdete na strané

1 1 2 3
3 -1 —1 —2
A= 2 3 —1 —11"
1 2 —3 —1
1 1 2 3] (11 2 3
4 -1 —1 =2 3 —4 —1 —2
A= 6 3 —1 —1 1|’ ke 2 -6 —1 —1
—4 2 -3 —1 1 —4 —3 —1
(1 1 1 3 | (11 2 1
3 -1 —4 —2 3 -1 —1 —4
A=, 3 —6 —1 A=, 3 —1 —6
1 2 —4 —1 1 2 —3 —4
Spocitame prislusné determinanty:
det A =81, detA; = —81, det Ay =—-81, detA3=0, detAy=81.

a dle Cramerova pravidla urc¢ime reseni soustavy:

81

i

1, QZQZW

—81
=1

)

513’3:—:0,

0 81

31 31

334:—:1.



12.3 Uziti inverzni matice
ReSenou soustavu muzeme zapsat maticové ve tvaru

A-X =B,

kde A je matice soustavy, B je matice pravych stran a X je matice nezna-
mych. Potom pro X plati

X=A" B,
kde A~ je inverzni matice k matici A,
-5 7 0 1 7
27 27 27
-1 -5 1 =2
-1 _ | 27 27 3 27
A7 = -2 -1 1 -—13
27 27 3 27
1 -1 1
-0 —— =
L 3 3 3

Po vynasobeni dostaneme:

X=A1'B=(-1,-1,0,1).
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12.4 Cviceni — Soustavy linearnich rovnic

1. Reste dané soustavy. Nejprve ovéite platnost Frobeniovy podminky.
U kazdé soustavy urcete dimenzi prostoru jejich feseni a bazi (vektorového)
prostoru feseni prislusné homogenni soustavy. Pokuste o geometrickou in-

terpretaci reseni soustav.

(a)

(c)

(c)

(¢)

r—2y =1
3r 42y =

xr+y—22 =
20 —y+3z =7
r—2y+5z = 1

T—2y+22—w =

3xr+y+6z4+ 11w = 16
20 —y+4z4+w =9

{[5—2t,1,¢,0]}

20 — 6y +4z = 2
—r+3y —2z = —1

{[143s —2t,s,t]}

(h)
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2r+y+3z =1
r+4dy —2z =
{[1 —2t,—1+1¢,t}

rT—2y+z =0
20 +y—3z =
r—3y+3z = 10

{[17_27 1]}

3x —2y+z = 4
r+3y—4z = =3
20 =3y +5z =7

r—8y+9z = 10

20 +2y+3z = 1
y+2z = 3

dr +dy + 7z = 15
{(=%,23,-10]}



(i) r+2y = 0 ()
{[-2t,1)
(k) r—3y+2z =0 (1)
{[3s — 2t, s,t|}
(m) —r+2y+2 =0 (n)
r+y+2z =0
{[_ta _tat]}
(0) —zi4+22—3z3 = =1 (p)
201 +x9 — 223 = 1
1+ To+ T3 = 3
Ty + 209 — 323 = 1
{}

T+2y = 3
{3 —2t,1]}
r—3y+2z =3
{[343s —2t,s,t|}

—x+2y+z =7
r+y+2z = 12
{5 -5 -t}

201 — X9 + 313 — T4 + X5
—x1 + 229 — x3 + 214 — 275

T1+ Ty + 203+ T4 — 5

4

2. Reste soustavy linearnich rovnic, které jsou dany nasledujicimi rozsite-

nymi maticemi. U kazdé soustavy urcete dimenzi prostoru jejich feseni a

béazi (vektorového) prostoru feseni ptislusné homogenni soustavy.

4 3 2|1 1 2 3]—1 (1)_?—?_411—;1
(&) [135/1], ) |-3-6 -7 71, (c)
3692 2 4 7| 0 L3 0=3 1
0 -7 3 1[/-=3
(1 32| 2] 1 92 -1 3| 1] (1 2 4 —5
2 —13| 7 3 -6 5 —10|— 2 -35 —7
(d) 3 -5 4| 12 - (e) 2 4 0 5 4’(f> 2 -2 92 _—3
1 17 4| —4 1 2 1 2| 3 3 —46 —10
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111 98 2 0 1]-1

(g)[_? _?6) _;L_ﬂ, Mm)y| o012 87|, @)1 4 -3 2

~301 —7/9 3 -4 5| 3
3 1 0]-2
Hl11-2 1/ 3
2 1 -3 1

RESENI: (a) {[t, 5 —2t,t]}, (b) {[=7—2¢t,¢,2]}, (c) {[—8,4+¢,8+2t, 1+
tl}, (d) {[-3 = 11t,—1 — t,4 + Tt]}, (e) {|2 — 2s — 5t, s, 1 + t,2t]}, (f)
{[2t, —8+3t, 1, 3]}, (g) {[1+3s—2¢, s, ¢]}, (h) {[—5—3¢, 19—4t, —6—2¢, ¢]},
(i) (ba (J) {[_17 _270]}'

3. Urcete mnoziny bodi, které jsou spolecné rovinam «, 3, ~y, které jsou
dany obecnymi rovnicemi:

a:3x+y—z—7=0 a:x+y+z—5=0
) B:x+2y—5z—15=0 b) B:3c—2y+2—-3=0
v i3z 45y +22—9=0, v A —y 422 — 10 =0,
a:rx+2y+z2—1=0 a:x—2y+z—1=0
) Bisp—z_G=0 d)5:2x—4y+2z—2:o
v T —4y — bz — 16 =0, v: —ox+ 10y — 5245 =0.

4. Reste dané soustavy linearnich rovnic:

1+ 2o+ 203+ 34 = 1 Ty —3dxr3+4xry = —5
a) 3T1 — Ty — X3 —2x4 = —4 D) r1 —2x3+ 31y = —4
201 + 3x9 — 13— 24 = —6 3r1 + 2x9 — x4 = 12

ZL’1—|—25L’2—35L’3—5L’4: —4 4331+3332—5333:5
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r—2y+2z2 =
) —r+3y — 2z =
3r—2y+3z =
2331—3332+6£I?3—[L’4 =
e) T+ 209 — 13 =

T1+3T9— T3 — Ty =

9$1 — T9 + 15%3 — 5$4 =

r1 — 4xy + 213 =
g) 2331 — 3332 — X3+ 5334 =
3xr1 — Txo9 + 13 — dry =

Lo — T3 — Xyq4 =

T+ 31’2 + 5563 + 7$4 =
i) 3$1+5£U2+7£U3+$4 =
b1+ Tx9 + 23+ 314 =

711+ T9 + 313 + Dy

RESENI:

(a) [-1,—1,0,1]; (b) [1,2,1,—1]; ()[123] (d)[ 2,2,

1017 283

—2,1]

[4 t??),?t Qt_%]a (g) [
0

[1,—1,0,2]; (j) [2,0, =2,

dxy 4+ 3x9 + 2053 + 14 =
d) 221 + @9 + 223+ 314 = 1
r1+ 2209+ 3x3+ 414 = 5
31 +2x9+x3+ 204 = 1

r1+ Tx9+drs+ 224 = 4
T1— 209 — T3 — Ty = O
f) 3r] — 209+ 23— x4 = 13
201 + 929 +8r3+ 314 = 7

$1+5$2+3$3+$4 =5

1 3x1 — 2x9 + dxr3 — 64 = 0
—7 h) Ty + 29 — 323 — 4y = 1
—6 6x1 +5r9 — 13x3+ 324 = 1
—1 201 — 1329 + 4023 — 164 = 13
19 T1— Ty — T3+ 204 — 305 = —3
0 b A1 + 3x9 + 43 + 224 + 2205 = —2
A 1+ 209 — 313+ 414 — 5 = —1
16 201 — X9 +3x3 — 414 + 205 = 8
3r1+ Ty —x3+ 204 — x5 = 3
—3,3; (e) 0; (f)
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