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1 Linearni algebra

¢

Slovo ALGEBRA pochézi z arabského ,,al-jabr, coz znamena ,nahrazeni®.
Toto slovo se objevilo v nazvu knihy

Hisab al-dzZebr val-muqabala
(,Véda o redukci a vzajemném ruseni®)

islamského matematika

Muhammada 1bn Musa al-Chvarizmiho

(7907 - 8507, Chiva, Bagdad),

ktera je povazovana za vibec prvni knihu o algebre.

Pivodné se jednalo o nauku o Teseni rovnic. Dnesni algebra je daleko
abstraktnéjsi. Zabyva se studiem operaci na mnozinach raznych prvka a
vlastnostmi struktur, které takto vznikaji. Znamymi predstaviteli téchto
struktur jsou grupa a téleso.

Zékladnim rysem algebry je oznaceni studovanych objektu pis-
meny. Tento formalismus navrhl [René Descartes (1596 - 1650). Pismena
ze zaCatku abecedy (a, b, ¢, ...) méla reprezentovat libovolné ¢isla - parame-
try. Pismena z konce abecedy (p, q, 1, s,t, ..., x,y, 2) pak méla predstavovat
proménné hodnoty konkrétnich veli¢in (tlak, teplota, ..., soutadnice).

Linearni algebra se zabyva vektory, maticemi, soustavami linedrnich
rovnic a vektorovymi prostory.


http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/Mathematicians/Al-Khwarizmi.html
http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/Mathematicians/Descartes.html

2 Vektory

Ze skoly znate wvektory geometrické, znazornované orientovanymi tsec-
kami, vektory aritmeticke, zapisované usporadanymi n—ticemi realnych
¢isel, pripadné vektory fyzikalni, vyjadiujici velikosti a sméry urcitych fyzi-
kalnich veli¢in. Jisté také vite, Ze diky zavedeni soustavy souradnic mtizeme
mezi témito dvéma reprezentacemi vektoru prechazet, orientované tisecce
prifadime usporadanou n—tici a naopak, usporadané n—tici priradime ori-
entovanou usecku.

V letnim semestru se seznamime s pojetim vektoru jako prvku vektorového
prostoru, tj. mnoziny s urc¢itymi vlastnostmi. Pro ndzornou predstavu a
praktické pouziti je vSak uzitecné védét, Ze vektor se pouziva tam, kde je
treba informovat o velikosti a sméru. Z matematiky tak zname tieba vek-
tor posunuti nebo smeérovy vektor primky, z fyziky pak tieba vektor sily
(fyzikélni veliciny, u kterych kromé velikosti zélezi také na sméru, nazyvame
vektorovymi veli¢inami).

V matematice budeme pracovat s volnymi vektory, tj. vektory, u kterych
nezalezi na jejich umisténi. Takovy volny vektor potom miizeme defino-
vat jako mnozinu vsech orientovanych tsecek stejné velikosti a sméru. Tu
z nich, kterou pouzijeme ke znazornéni tohoto vektoru, nazyvame umis-
ténim tohoto vektoru. Ve fyzice vétsinou pracujeme s vazanymi vektory,
u kterych zalezi na umisténi (je prece dilezité, v jakém misté puisobi sila).



Geometrické vektory

Néasobeni vektoru skalarem:
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Obrazek 1: Nasobeni vektoru skalarem

S¢éitani vektoru:
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Obrazek 2: S¢itani vektoru
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Priklad 1. Vyjadrete nepojmenovany vektor pomoci vektori a a b.
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Obrazek 3: Zapiste tieti vektor



Aritmetické vektory (usporadané n—tice redlnych cisel)
Nasobeni vektoru skalarem:

Aritmetické vektory mtizeme néasobit redlnym c¢islem tak, Ze timto ¢islem
vynasobime kazdy prvek vektoru.

—

U = (u1,us), @ = (ay, as, as);

ki = (kuy, kus), ld = (lay, las, lag) kde k,l € R
a=(2,-3,0); 5a = (10, —15,0)

Scitani vektori:

Vektory se stejnym poctem prvki pak mizeme scitat tak, Ze sc¢itame sobé
odpovidajici prvky.

0= (u1,us), T = (v1,v9), @ = (a1, as, az), b = (b1, b, bs):

T+ 0= (ug +v1,us+3), @+ b= (ay + by, as + ba, az + bs).
Z=(2,1,0), W = (—3,0,—1);

Z4+w=(-1,1,—-1).

Linearni kombinace vektort

Spojenim nasobeni vektorti skalarem a séitani vznika obecnéjsi operace,
linedarni kombinace vektori.

w=2.8u+3.3v |

Obrazek 4: Linearni kombinace vektoru



Naptiklad, linedrni kombinaci vektori u, v je vyraz ku + (v, kde ¢isla
k,l € R nazyvame koeficienty linedarni kombinace.

Mame-li napriklad t¥i vektory a, Z;, ¢ o stejném poctu prvki, potom vyraz
ka 4+ Ib + mc, kde k,[,m € R, nazyvame linedrni kombinace vektori
a,b, c s koeficienty k, [, m. Vysledkem linearni kombinace vektorti je opét
vektor.

Priklad 2. Vytvorte linearni kombinaci ka + b+ mé pro vektory a =
(—2,1,5),b=(2,0,3),c= (1,-3,9) a koeficienty k = —3,1 =2, m = 4.

Priklad 3. Pomoci vektori a, b zapiste cerveny vektor, ktery sméruje

VvV eV

Ql

b
Obrézek 5: Téziste

Priklad 4. Jaké musime zvolit koeficienty, aby vysledkem linedrni
kombinace vektoru i = (2,—1), v = (5,3) byl vektor w = (1,2) 7



3 Matice

Matice vznikly v souvislosti s TeSenim soustav linearnich rovnic. Pojem
,matice” (angl. matrix) zavedl v roce 1850 anglicky matematik

James Joseph Sylvester (1814-1897). Metoda TeSeni soustav odpovidajici
pouziti matic v8ak byla zndma jiz dlouho pted tim!.

Na TeSeni soustavy linearnich rovnic vede napiiklad tloha nalezeni koefici-
entl linedarni kombinace vektorii.

Priklad 5. Urcete koeficienty x,y,z € R, pro ktere plati nasledujici
rovnost: x(2,0, —1) +y(1,3,5) + 2(0,4,3) = (3,9,2).

Reseni: Uloha vede na Teseni soustavy linearnich rovnice

20 +y =3
y+4z=9
—x + 0y + 3z = 2,

kterou si mizeme schematicky zapsat pomoci tzv. rozsirené matice sou-
stavy

2 10]3

0 349

—1 5 3|2
Tu potom upravime uzitim tzv. Gaussovy eliminace. Této metodé se bu-
deme detailné vénovat pozdéji (viz str. B4l). Zde si pouze uvedeme jednu z
moznych posloupnosti vzajemné ekvivalentnich matic, které vedou k pri-
slusné matici v Gaussové tvaru. Zvidavy c¢tenar si pak sém miize promyslet
jednotlivé tpravy odpovidajici uvedenym maticim.

2 10(3 —1 5 3|2 —1 5 3|2
0 349 ~1 0 349~ 0 3 49|~
—1 5 3|2 2 103 0 11 67

Thttps://en.wikipedia.org/wiki/Matrix_(mathematics)


http://turnbull.mcs.st-and.ac.uk/~history/Mathematicians/Sylvester.html
https://en.wikipedia.org/wiki/Matrix_(mathematics)

-1 5 3 2 —1 5 3|2
0 3 4 9 ~ 1 0 349
0 0 —26|-78 0 013

Py¥iklad 6. Reste v R® soustavu linedrnich rovnic:

TH+2y+z2=2
20+ 6y +2=7
rT+y+4z=3
Matice
1 21 2 1 212
A=1|1261|,B=|7|,C=|261T7],
114 3 1143
2 103
D=]-1,v2, 5 —014|,E=] 0 349
—1 532

Definice 3.1 (Matice). Matice je obdélnikové nebo ctvercové uspo-
radant prvkiu do radku a sloupci.

Typ matice
Matice A je typu (3,3), matice B je typu (3, 1), matice C' a E jsou typu
(3,4) a matice D je typu (1,4).

Typ matice zapisujeme bud ve tvaru (m,n) nebo ve tvaru m x n (Cteme
,m krat n“). Je-li potieba informovat o typu matice, zapisujeme A3,
B3 1), C34) nebo Asys, Bsx1, C3x4.

Matice A je piikladem tzv. ¢tvercové matice. Konkrétné se jedna o
¢tvercovou matici fadu 3 (nebo 3. fadu, nebo 3. stupné).

10



Prvek matice

Jeho umisténi v matici je udéno ¢islem fadku (index i) a ¢islem sloupce
(index 7).

Prvek matice A znacime a;;, prvek matice M potom my;.
Priklad 7. Je dana matice

Urcete hodnoty prvki may, mas, myo této matice.

Prvkem matice miize byt ¢islo, funkce nebo klidné zase matice.

Zapis matice

K zapisu matic budeme pouzivat hranaté nebo kulaté zavorky:

L

Rovnymi zavorkami pak budeme znacit determinant matice:

Symbolicky zapis matice

Matice oznacujeme velkymi pismeny, napt. A, B, M, N, ..., jejich prvky
potom odpovidajicimi malymi pismeny a;j, b, m;j, nij, ...

A — [aij] _ a1 G2 ... A2p




Piiklady matic: [COSO‘ _Smo‘], [HZ 1_21, [1]

sinr  COS & 3+41 2— 3 3
[1,3,8], [5].
Obdélnikova matice m#n
Ctvercova matice m=n

Ctvercovd matice typu (n,n) se nazyva ¢tvercova matice n—tého
radu.

RAdky a sloupce matice

Prvky matice jsou organizovany do fadki (Ffadkovych vektort) a sloupcti
(sloupcovych vektort).

i—ty Tadek (fadkovy vektor): (a;1, aio, ..., Gin) = a;
J—t3 sloupec (sloupcovy vektor): (ayj, agj, ..., Gm;) = @

Priklad 8.

1 2 314
A=10 -2 3 1
4 0 01
Transponovana matice k matici A: AT

AT = lay]" = [az].

Priklad 9.

1 2 34 ;_023
A=10-231]1, Al =

4 0 01 550

4 1 1

12



Hlavni diagonala matice

- je tvorena prvky se stejnym ¢islem radku a sloupce, tj. prvky a;;.

Diagonalni matice
- vSechny prvky mimo hlavni diagonalu jsou rovny nule

Priklad 10.
—2

[ )
w O O

0
0

Poznamka. Vétsinou se pod pojmem diagonélni matice rozumi matice
¢tvercova. Nékdy se vsak tento pojem zobectiuje i na obdélnikové matice.

Jednotkova matice
- diagonalni matice se vSemi prvky na hlavni diagonale rovnymi jedné, tj.

A = 1.

Priklad 11.

~
I
o O
o = O
_ O O

Poznamka. Jednotkova matice je ctvercova. Je-li tfeba, zapisujeme I, )
nebo I,x,, napr. I3xs.

Trojihelnikova matice

200 4 51
horni: | 3 3 0|, dolni: | 0 3 3
4 51 00 2

13



Poznamka. Trojihelnikova matice je ¢tvercova.

Symetricka matice: aij = aj, tj. A=A

Priklad 12.

1 2 0
2 0 -1
0 —1 =2

Poznamka. Symetrickd matice je ¢tvercova.

P¥iklad 13. Zdpis kuZelosecky x? + 6xy + 9y> + 2y — 1 = 0 pomoct
(symetrické) matice:

1 3 0 x
lzy1]-139 1 y | =0
01 —1 1
Antisymetricka matice: a;j = —aj, tj. AT =—A
Priklad 14.
0 2 0 0o 1 =3
-2 0 =11, -1 0 2
0 1 0 3 =2 0

Priklad 15. Matice otocent kolem pocatku o uhel a:

cos @ — SIn «
sinav cosa |

Nulova matice: a;; = 0

Priklad 16.

o oo
O
w
X
[\
|

o oo

o o o

14



3.1 Cviceni - UzZitli matic pri reseni soustav linearnich rovnic

Linearni kombinace vektoru

1. Vytvorte uvedenou linearni kombinaci s danymi vektory a koeficienty:.

a) ka+1b; a=(1,3,0),b=(—2,0,4);k=1,1=5,

—

b) k@ + b +mé& @=(2,10),b=(=1,5),d=(9,—7);k=4,1=3,m =
_27

c) ki+lb+mé a=(4,3,-2),b=(0,2,-1),c=(3,1,-7) k=21 =
—3,m =9,

d) k@ +1b+mé& a=(1,0,2),b=(0,1),é=(3,1,0:k="71=4,m =
2.

2. Urcete koeficienty prislusné linearni kombinace tak, aby platila uvedena

rovnost.

a) xd + yb=3: a@= (1, ) = (—2,6),0=(0,0) (nulovy vektor),

b) ki +1b+mé=d a=(1,0,1),b = (0,1,—1),¢ = (1,1,0),d =
(1,2,1).

Soustavy linearnich rovnic
1. Reste dané soustavy v R? (R?)

(a) 2+y =5 (b) 24+y =5() v+2y =5 (d)2x+3y =1
20+y = 6 20+2y =6 20+4+4y = 10 3z —->Hy = 2

(@

() v+2y—2=3 (f) 2+y =1 (g z+2y—2 =
2r+y+z =7

15



(h) t+z=3 (1) z—y+5z =
2r+y+z =3 dor +3y — 2z =
dr —y—+2z = 8 8r 4+ 06y — 2z =

Ulohy na dalsi procviceni

2. Reste dané soustavy v R? (R?, RY)

() 20—6y —4 (b) -3y -1

—r+3y = 2 S — 1by =

(d) 2u—v+2w = 2 (e) 5xy + 39 — 13
—u—v+3w =1 3r1 + 209 — I3
3u—2w = 1 T+ T2 + T3

) 204+y+2z =9
rT—y+z = 2
r—4y+2z = =3
() p+tg—r =0
2p—q+3r =3
—p—q =6
= qf) T4z —2w =
=90 2r—y+2z—w =

= —1

(g) 31 +x, = 1 (h) 20 +2y+32 = 1

r1+3r9+x3 = 1 Y+ 2z =
To+3x3+x4 = 1 dr +Ddy+ 7z =

r3+3rs = 1

16

15

—6y — 4z + 2w =
r+3y+22 —w =



Domaci ukol

Priklad 1: Reste dané soustavy v R? (R3, RY)

(a) xz—-y=7 (b)) 6u+v =5 () z+2 =3

r+2y = 3 3u—2v = 5

(d) r—y =3 (e ptqg—r =0 () 2u—v+2w = 2
r+2y =9 2p—q+3r = 3 —u—v+3w =
20 —3y = 4 —p—q = 6 u—2w =1

Priklad 2: Urcete hodnoty koeficientt a, b a ¢ tak, aby soustava rovnic
ar +by+cz=3,ar—y+cz=1 v+ by —cz=2mélafeSeni x = 1,
y=2,z=—L

Priklad 3: Jaka mnozstvi 20% a 60% alkoholu musime smisit, abychom
dostali 50 litrt 30% alkoholu?

Priklad 4: Vylet lodi po proudu feky do mista vzdaleného 75 km trva 3
hodiny, zpatecni cesta proti proudu pak trva 5 hodin. Urcete primérnou
rychlost lodi vzhledem ke klidné vodé a priimérnou rychlost vody tekouci
v Tece.

17



4 Algebraické operace s maticemi

4.1 Rovnost matic

A=1B

Dvé matice se rovnaji, jsou-li téhoz typu a rovnaji-li se jejich vzajemneé si
odpovidajici prvky, tj. a;; = by;.

Priklad 17.

1 2 1 2
34 |=[34],
5 6 |56
1 2 :
sal#(.0].
5 6 -

1 2 127
34| +£[43
5 6 |56

4.2 Scéitani matic
A+ B

Odcitani matic A — B definujeme pomoci $¢itani a opacné matice k B:
A—B=A+(-B).
Scitat (odcitat) miizeme pouze matice téhoz typu. Vysledkem je matice, je-

jiz prvky jsou souctem (rozdilem) vzajemné si odpovidajicich prvki danych
matic.

18



Priklad 18. S¢itani a odcitdni matic:

2) 123 N 011] [134
011 111 122}

2 3 1 8 -5
by 10| —]101]|= —11,
59 2 10 —1

123 0 1]
c)[011]+[1 1 NELZE,

2 3 18 0
d)[lol—LQ 10] NELZE.

Vlastnosti operace s¢itani matic na mnoziné matic typu (m,n):

i) neomezené definovana,

ii) komutativni

A+ B=B+ A,
iii) asociativni
(A+B)+C=A+(B+C),
iv) s neutralnim prvkem (nulova matice)

A+O=0+A=A

v) s inverznimi prvky (opacné matice)

A+ (=A)=0.

Mnozina M, ,y matic typu (m,n) tvoii spolu s operaci s¢itdni matic ko-
mutativni grupu, zapisujeme (M, ), +).

19



4.3 Nasobeni matice realnym c¢islem

k-A keER

Cislem k nasobime kazdy prvek matice:

ail ai2 ais kan /<?CL12 /<?CL13
A= as a9 axs | , k€ R, potomk-A: kas; kaosy kass
as; Qg2 Aass kas) kass kass

Priklad 19.

3 1 6 2
5 35 10 17 2
a)2| 5 7| =1 10 14|, b)[ ]—5[ ]
g 16 18 15 20 80 3 4 16
Priklad 20. Vypoctéte:
1 1 =2
-3 0 3 1
-5 1 0

Vlastnosti operace nasobeni matice realnym c¢islem (skalarni
nasobeni matice):

i) neomezené definovana,

ii) komutativni

kA = Ak,

iii) asociativni

k(LA) = (ki) A,

iv) distributivni

k(A+ B) =kA+ kB,

20



(k+1D)A=FKA+IA,
v) s jednotkovym prvkem (skalarem)

I1A=A

vi) ndsobeni —1 (vznikne matice opacnd):
vii) ndsobeni 0 (vznikne matice nulova):

0A = O(m,n)-

Priklad 21. Vypoctéte hodnotu vyrazu (vysledkem je matice) 2A+3B,

. . .. 1 —638 11l
jsou-li dany matice: A = [ 10 1], B = [ > 6]'

Priklad 22. Zjednoduste viraz: 2 [ L2 ] +3 [ —2 01 ] —5 [ —2 7] :

34 0 — 2 1
13 5 11 2 1
Priklad 23. Pro A = 20 0|, B=123|,C= 4 1
—20 13 4 2 —3 4
urcete A+ 2(B — 2C)
3 O

Priklad 24. Pro A = [
X+A=0.

9 4] urcete neznamou matict X v rovnict

21



4.4 Cviceni - Maticové operace

1. Pro nasledujici matice urcete hodnoty parametrii a, b a ¢, tak, aby platilo

A=DB:

a? 1 ¢ —a 1 4
@A[23a] 3[2 b—J’

1 43 14 3
b)A=|a 2 4|,B=|224],

91 ¢ b 10

a? a 1 a? a 1
c) A= b 1 2|,B=|3 12

l+a 2+c 6 2 406

1 34+a 2 1 =1 ¢
d)A=|14b a 5|, B=|4 a 5

b2 1 a2 2 1 a?

2. Urcete hodnoty vsech uvedenych neznamych:
T —3 3
1 2 1
D 12 | =] y |, m[wgyw_ ]—[08],
0 z+4 Y

2
) [ :1:—|—3y] _ [3] |
T — 4
3. Urcete hodnoty neznamych x, y v niZe uvedenych rovnicich, jestlize a, b,
c a d jsou realna ¢isla rtizna od nuly:

) [gi]_[é],m [g;jjg]_[g)],c) far+b ey+d]=[10].

22



4. Pro uvedené matice A, B vypocitejte linearni kombinace s koeficienty k&,

[ v uvedeném poradi:

145

a) A=|214|,B=
|32 2
(141

b) A= 240]
(431

c)A=|211]|,B=
121 ]
314 '

dJA=]221]|,B=
36 2 -

5. Reste uvedené maticové rovnice pro neznamou matici X.
(0 4
9 —1
0 5
- 1 _2 -

3 2
10

6 3

]_[7—1
o 4

X
¢c) X+3 [ 0 1
6. Jsou dany matice A =

)X+ |

2
1

|

—4 10

12 0]’ G-
3
2

0
1 2 3

b) X +

2 3

12 4 3,

10 3
],k -0

610

242 | k=41=-2,

112

321

423],k_—3l—3

0
1

|-|

2 0
—1 2

)

Urcdete nezndmou matici X, kterd je feSenim rovnice (tzv. maticova rov-

nice):

a)2X — A =B,
¢) BT 21 = A+ X,

b) X +2B+A=1,

d) X — AT =3B —2X — A,

e)3X + BT =24+ X — B.

23



7. Jsou dany matice

1 20 1 01 00 1
A=|-112|,B=|-214]|,C=]0 -1 0
0 20 2 01 00 1

Urcete neznamou matici X, ktera je feSenim rovnice:
2l — X)+ AT =2A+3(X — B+ 20).

Domaci ukol

Piiklad 1: Reste maticovou rovnici pro nezndmou matici X:
1 7 -2 3
A ERS R L

Priklad 2: Jsou dany matice

—_t

0 1
2|, B=| -2
0 2

0 1
—1 0
0 1

S~ O

1
4|, C=
1

o O O

Urcete neznamou matici X, ktera je fesenim rovnice

201 — X))+ AT =2A+3(X — B +20).

24



4.5 Nasobeni matic

Skalarni soudin vektoru

Presnéji Bukleidovsky skaldrni soucin. Uvazujme vektory 4 = (uy, ug, ..., Uy),
v = (v1, vy, ..., v,). Potom jejich skalarnim soucinem rozumime operaci, je-
jimz vysledkem je ¢islo (skalar) a kterd je dana predpisem:

U+ U= uiv] + UgUy + ... + U, U,.

Priklad 25. Uvazujme vektory v = (1,5,3), v = (0,—2,1), @ = (7,2).
Potom
d-T=1-04+5-(=2)+3-1=—7

ale souciny u - w, U -wW nemaji smysl.
Poznamky. Skalarni soucin

1) Skalarné lze néasobit pouze vektory se stejnym poctem prvki, tj. u -0 =
(1,5,3) - (7,2) nemé& smysl.

2) Vysledkem skaldarniho soucinu je reélné ¢islo (skalar).
3) Skalarni soucin souvisi s odchylkou (thlem) ¢ ptislusnych dvou vektori:

—

U+ U= U1 + Uy + ... + uyv, = |u||V] cos ¢

Potom oo
u-v
COS (p = .
TG
Nasobeni matic
A-B

ot
co O DO
s R G
I
—
=3
—_
(N
w
| I |



Poznamky. Nasobeni matic

111
1) Ne kazdé dvé matice Ize nasobit. Napriklad pro matice A = [ 51 3 ] . B =

[ 1 (1) ] mé& smysl nasobeni v poradi B - A, ale v poradi A - B je nasobit

nelze. Nabizi se otazka , Jak pozname, zda jsou dvé matice v prislusném
poradi nasobitelné?“ Lze vyuzit jejich typy. Napiiklad nasobeni

10 111 (111
11 2 13| |324
muzeme napsat pomoci typii zc¢astnénych matic takto:

2.0 - (1.8) = (2,8).

Porovnejme tento zapis se zapisem nasobeni
111 10
213 1 1]

2.0 -2

Odpovéd na vyse uvedenou otazku je jisté jiz zfejma.

které neméa smysl:

2) Nésobeni matic neni komutativni.

Priklad 26. Pro matice A = [1 2] , B = [ s ] plati:

2D —2 —1
—1 2
pe[12],
11 26
pa [
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Priklad 27. Jsou ddny matice A = [7 =9 ], B = [_1 3], C =

5 =2
3 =2 o
[5 _4]. Dokazte:

a) AB = BA, b) AC + CA,
¢c) (A+B)??=A2+2AB+ B?, d) (A+CO)*+# A% +2AC + C2.

Vlastnosti operace nasobeni matic (za predpokladu, Ze je pro
dané matice definovano):

1) asociativni
(AB)C = A(BC)
ii) nulova matice (znacime ji O)

AO =0, OA=0

)

iii) jednotkova matice (znac¢ime ji I nebo F)

Al =TA=A

)

iv) (+, -)—distributivni
AB+(C)=AB+ AC, (A+B)C=AC+ BC

Poznamka. Uvazujme mnozinu M, , vSech ¢tvercovych matic téhoz radu
n. Je ziejmé, Ze operace nasobeni matic je na této mnoziné neomezené de-
finovand (Zdtvodnéte!). Piidame-li k neomezené definovanosti jesté vyse
uvedené vlastnosti (i)—(iii) (tj. bez distributivnosti), miizeme fici, Ze alge-
braicka struktura (M, «,, -) tvoii tzv. imonoid. Neni struktura (M, «,, -)
rovnou [grupou! Jaké vlastnosti by musela jesté mit?
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4.6 Cviceni - Nasobeni matic

1. Pro nésledujici dvojice matic A, B urcete souc¢in AB (pokud existuje,
urcete také BA):

a) A=[1, =4, 2, 3], B=[2, 1, -1, 2] ;
b) A=[2, 0],B=[3, —5]":
1 32
)A=|-105], B=[1 -13]";
2 10
(3 4 2
d)A=[20 -1 0], B= 1';53
4031

(13 (3 1 2
@A__20LB__2—17L
b) A=[1, 4, 5, 7]: B=[2, -5, 3, 2]";
100 3 —1 4
JA=|010]|,B=|2 1 —5|:
1001 72 0
2 0 0 9 —1 3
d)A=|0 =30 (;B=|1 6 3|;
0 0 5 3 2 2
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2] e
e) A= ' B=|204|;
210 147
15 3
10 —1 2 0 1
f) 4 [04 1 o]’B [10]

. UkaZte, Ze pro dané matice A, B plati (AB)! = BA

2 5 =3
A=| 51 4 |,B=
§

— DN W

2 1
5 6
—3 6 3

. Na danych maticich ukazte, ze plati (AB)! = BT AT

1

2

—1
1

~ W
W DN Ot W

Odpovida vysledek piedchoziho cvideni 3 platnosti vztahu (AB)T =
BT AT? Vysvétlete!

. Ovéite platnost vztahu (ABC)! = CT BT AT

e P B FS AR
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Domaci tukol
Priklad 1: Vypocitejte souciny AB a BA pro nésledujici matice:

A=[4,1, 7,5 3],B=[3 —-1,0, 1, 4]".

Priklad 2: Na danych maticich ukazte, Ze plati (AB)T = BT AT:

— Ot W

314 21
A=|212]|,B=|12
423 02
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5 Rizné zapisy soustavy linearnich rovnic

Piiklad 28. Reste soustavu linedrnich rovnic:
20 —3y+z =0
r+2y—=z 3
2 +y+ 2z = 12.

i) Primy zapis

20 —3y+z =0
rT+2y—=z
20 +y+ 2 = 12.

|
o

ii) Zapis formou rozsifené matice soustavy

2 =3 110
A=11 2 —-1|3
2 1 112

Obecné: A = [ A ‘ B } , kde A je matice soustavy a B je matice (sloupcovy
vektor) pravych stran.

iii) Zapis uZitim nasobeni matic

2 =3 1 T 0
1 2 -1 yl|l =13
2 1 1 z 12

Obecné: A - X = B, kde X je matice (sloupcovy vektor) neznamych.
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iv) Zapis jako linearni kombinace sloupcovych vektort ma-
tice A

2 -3 1 0
zo |1 +y-| 2 | +2-|=1|=]3
2 1 1 12

Poznamka. Linearni kombinaci vektort uy, us, ..., @, rozumime vy-
raz (vektor)
kit + kotls + ... + kU,

kde ki, ko, ..., k, jsou realna cisla, kterym fikame koeficienty linearni
kombinace.

Priklad 29. Jsou ddny vektory a = (1,2,5), b= (—=2,0,3), = (4,1,1).
Urcete vektor
5d — 4b + ¢,

ktery je jejich linearni kombinact.
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6 Gaussova eliminace

Piiklad 30. Reste v R? soustavu linedrnich rovnic:

TH+2y+z2=2

20 +6y+2="7

Reseni:

Metoda séitaci

r+y+4z=3

Metoda maticova

Soustavu prevedeme na troj-
thelnikovy tvar:
rT+2y+z = 2
20+6y+z =7
r+y+4z = 3
r+2y+z =
2y —z =
—y+ 3z =
rT+2y+z =

—y+3z =
2y — 2z =

r+2y+z =
—y+3z =
Sz =

r+2y+z =
—y+3z =
z =

[x7 Y, Z] - [_37 2, 1]

—_ = DN Ot = DN [ W = DN =W

Pouzijeme Gaussovu elimi-
naci:

11 1
—_ Oy DN

B =

—_ W = DO

DO DO

O O O O~ OO 1NN
DO
wW = W

Gaussuv tvar matice
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6.1 Gaussova eliminacéni metoda

Soustavu m linearnich rovnic o n neznamych mtzeme Tesit uplatnénim
tzv. Gaussovy eliminacni metody na jeji rozsitenou matici. Je zaloZena na
vytvafeni posloupnosti navzéjem ekvivalentnich matic (tj. jim odpovidajici
soustavy maji stejné feSeni), kterd konc¢i matici v tzv. Gaussové tvaru. K
tomu pouzivame nasledujici ekvivalentni ipravy matic.

Ekvivalentni tpravy matic

1) Vzajemné prohozeni dvojice fadkt matice.
2) Vynasobeni fadku matice nenulovou konstantou (realnym ¢islem).
3) Pri¢teni (odecteni) nasobku radku matice k jinému radku.
4) Odstranéni nulového fadku.
Cilem postupného provadéni téchto ekvivalentnich tprav je:
Matice v Gaussové tvaru

- matice, u které na kazdém radku pribyde zleva alespon jedna nula oproti
radku predchozimu.

Priklady matic v Gaussové tvaru:

éf“;’;l 1389 20010
0055 | 0023], 00230
000 s 0001 00003

Priklady matic, které nejsou v Gaussové tvaru:
(231

o O O
L U \V)
o O O o
O O~ W
O O oo
o Ot W o

1
3
0

8
3
5
8
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Ekvivalentni matice

Dvé matice, z nichz jedna vznikla z druhé vyse uvedenymi tipravami, nazy-
vame ekvivalentni. Soustavy rovnic, prislusné témto dvéma maticim, maji
stejné Teseni. Ekvivalenci matic A, B znac¢ime takto:

A~ B,

6.2 Gauss-Jordanova elimina¢ni metoda

Priklad 31. Reste soustavu linedrnich rovnic:
20 —y—2z = 4
3r+4y —2z = 11
3r —2y+4z = 11

Regent

2 —1 —1]14 2 —1 —1|4 (2 —1 —1| 4

3 4 2|11 | ~ |0 11 =110 ~ 10 —1 11(10 | ~.

3 =2 4 |11 0 —1 11110 |0 11 —1/10

2 —1 —11| 4 2 —1 —1|4 2 —1 0| 5
~ 10 -1 11110 | ~ [0 —1 11|10 ~ [ O —1 O|—=11| ~.
|0 0 120|120 0 0 1|1 0 0 1|1

2 0 016 1 0 0H
~10 1 0(1]|~]101 0N

0 0 111 00 1|

Pokud pokracujeme v ekvivalentnich tpravach i po dosazeni Gaussova
tvaru, s cilem dostat nuly i nad hlavni diagonalou a v hlavni diagonale
samé jednicky, provadime tzv. Gauss-Jordanovu eliminaci. Tu lze
pouzit k Feseni soustavy, kterd mé pravé jedno feseni (jedna se o tzv. re-
guldrni matici). Toto TeSeni (v naSem prikladé usporadanou trojici hodnot
[z,y,2] = [, ) najdeme v poslednim sloupecku matice v Gauss-
Jordanové tvaru (viz ¢ervené zvyraznéné hodnoty).
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6.3 Cviceni

1. Dané soustavy Teste Gaussovou (Gaussovou—Jordanovou) eliminaci:

a) 2r —y+3z=5 b)) xz+y+z=0, ¢c) z+2y—z=0,
4o +y = 13, T—y+z=2, —T+Yy =09,
3xr 4+ 4z =4, r—1y—z=10, x+ 2z =0,

d) x—-2y+2=9, ¢ x+2y+32z=3, ) 2zx+y+z=23,
dx+y =1, 20 + 3y + 4z = 2, dx + 3z = 5,
—2x — 3y —2=0, —3r — by + 2z =4, 3r + 2y = 1.

g) 2x —y — 2z =205,
3r —y =1,
br + 4z = —2.
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7 Aplikace Gaussovy eliminace

7.1 ResSeni soustavy linearnich rovnic

V kapitole [@ jsme se seznamili s Gaussovou eliminaci prostiednictvim je-
jiho pouziti pii feSeni soustavy linedrnich rovnic. Vénovali jsme se pii tom
predevsim popisu této eliminacni metody a predstaveni jednotlivych tprav,
které ji tvori. Skutecnost, Ze Tesime soustavu rovnic tak prozatim ustou-
pila do pozadi. Detailni a obecny popis metody Feseni soustav linearnich
rovnic uzitim eliminace nas teprve c¢eka. Klicovou roli pii rozhodovani o
resitelnosti dané soustavy hraje v této metodé tzv. Frobeniova véta, ktera
operuje s pojmem hodnost matice.

7.2 Hodnost matice

Hodnosti dané matice A rozumime ¢islo, které je rovno poctu fadkt matice
v Gaussové tvaru (méme na paméti, Ze nulové fadky nepocitame), kterd
je s matici A ekvivalentni. Hodnost matice A znacéime

h(A).

Poznamka. Po zavedeni pojmu ,,vektorovy prostor” a ,dimenze” budeme
hodnost matice definovat jako dimenzi vektorového prostoru gene-
rovaného radkovymi (sloupcovymi) vektory matice.

Priklad 32. Urcete hodnost matice

2 1 3 —1

3 2 0
1 3 4 =2
4 1 1

A —

Poznamka. Pro hodnost matice typu (m,n) plati:

h(A) < min(m, n).
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7.3 Regularni/singularni matice

Ctvercovou matici A nazyvame regulérni, pravé kdy# je jeji hodnost h(A)
rovna jejimu stupni, tj. plati:

h(A) =n.

Priklad 33. Kterd z ndsledujicich matic je requldrni?

(91 | =2
“)Al__14’ b)AQ_[—Q 4]’
3 -2 1 1 -2 3
¢)Ay=|—-1 43|, dA=1]-2 4 -1
3 -2 5 3 -1 2

Ctvercovou matici, kterd neni regulérni, nazyvime singularni.

7.4 Vypocet inverzni matice

Nyni se vratime k nasobeni matic, jehoz vlastnostmi jsme se zabyvali na
str. 27l Ukazeme si, ze ke kazdé regularni ¢tvercové matici existuje inverzni
matice, tj. inverzni prvek vzhledem k operaci nasobeni matic.

Necht A je ¢tvercova matice stupné n. Matice X téhoZ stupné se nazjva
inverzni matici k matici A, jestlize plati

X - A=A-X=1, (1)
kde I je jednotkova matice stupné n. Inverzni matici znacime
A—l
K vypoctu inverzni matice mtizeme vyuzit Gauss-Jordanovu eliminaci, jak

ilustruje nasledujici priklad B4
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Priklad 34. Urcete nezndmou matict X, kterd je resenim rovnice

i fot) @

Reseni: Neznamou matici X muizeme zapsat obecné takto:

X_[xl $2].
X3 T4

Potom lze rovnici (2)) psat ve tvaru:

RS R

kterému odpovidaji nasledujici dvé soustavy, liSici-se jenom pravymi stra-

nami:
Ty + 203 = 1 To+2xy = 0

41+ 3x3 = 0 doo +3x4s = 1

Tyto soustavy Tesime najednou, pomoci Gaussovy-Jordanovy eliminace
jedné spolecné ,rozsirené” matice:

1210] 10—5 5
~ e . (3)
[4301 01l & 1
i 5 5
Potom: ~ _
3 2
X = 5 51
| 5 5]

Ze zadani prikladu je zrejmé, Ze nalezena matice X je matice inverzni
k matici A.

UKOL: Ovéite, zda pro nalezenou matixi X plati
A A=A A=1L
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Poznamka. 7 postupu reseni piikladu B4l vyplyva, Ze inverzni matice exis-
tuje pouze k regularni matici, jinak by nebylo mozné dostat v levé casti vy-
sledné délené matice ve vztahu () matici jednotkovou. Regularni matici
proto miizeme charakterizovat také jako ¢tvercovou matice, k niz existuje
matice inverzni. V opa¢ném pripadé hovorime o matici singularni.

Zbyva vyresit dve otazky tykajici se existence a vypoctu inverzni matice:
1) Pokud existuje inverzni matice, je jedind, nebo jich mtize byt vice?

2) Je nutné pii vypoctu inverzni matice postupné pouzit obé poradi né-
sobeni uvedend v definiénim vztahu (), nebo staci jenom jedno z nich?

Ad 1) Jednoznacnost existence inverzni matice

Nabizi se otazka, zda miize k dané regularni matici existovat vice navzajem
ruznych inverznich matic. Odpovédi je, Ze ne. Plati toto tvrzeni: ,,Pokud k
matici A existuje inverzni matice, je jedina.”

Jeho diikaz provedeme sporem. Predpokladejme, Ze existuji dvé matice B
a C, které splnuji definici inverzni matice k A, tj. AB = BA = 1 a
AC = CA = 1. Potom ale B= BI = B(AC) = (BA)C = IC = C, coz
je spor. Pfedpoklad tedy neni spravny, existuje jedina inverzni matice k A
(pokud existuje).

Ad 2) Vypocet inverzni matice

P1i vipoctu inverzni matice k A budeme vyuzivat nasledujici vlastnost:
,Jestlize A je regularni matice a pro matici X plati bud AX = I nebo
XA =1, je X matici inverzni k A4, tj. X = A7«

P1i dikazu uvedené vlastnosti predpokladame platnost vztahu AX = I
a snazime se dokéazat platnost vztahu XA = I. Pritom jesté vyuzijeme
definici inverzn{ matice. Plati XA = IXA = (A7TA)XA = A Y AX)A =
AN TA=A1TA=1T.
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Poznatky ziskané tesenim prikladu B4l na str. B9 a vySe uvedené diikazy
jednoznacnosti existence inverzni matice a postacujici podminky pro urceni
inverzni matice zavrsime formulaci nazvu pouzité metody a jejiho schema-
tického znazornéni:

Vypocet inverzni matice uzitim Gaussovy-Jordanovy elimi-
nace:

[A|T]~..~[1]ATT]. (4)

Priklad 35. Urcete inverzni matici k matici
2 11

M=1321
212
Pro regularni matice A, B téhoz stupné plati:

(A-By'=B1.A"1 (5)

UKOL: Ukazte platnost vlastnosti () na pifkladu matic:
1 2 0 1
a=loi] =[]

Poznamka. Vlastnost podobné (H) platiipro transponované matice,
.
(A-B) =B". A" (6)

UKOL: Ukazte platnost této vlastnosti na piikladu matic:

—1 2

3 -1 —1
A[1 2 1]’ B = _230
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7.5 Reseni maticovych rovnic

Maticovymi rovnicemi budeme rozumeét rovnice ve tvarech AX = B, XA =
B nebo AXB = C,kde A, B, C, X jsou matice, pritom A, B, C' jsou dany,
zatimco X je neznama. Kazdou takovouto rovnici mtizeme Tesit postupem,
ktery jsme pouzili na pocatku feSeni prikladu B4 (kde jsme vlastné fesili
maticovou rovnici ve tvaru AX = B) a ktery byl zaloZen na reprezentaci
neznamé matice X pomoci jejich (nezndmych) prvkd xy, xo, ...Tm1y (Pro
matici X typu (m, n)) a ndsledném feseni soustavy m+n linearnich rovnic
s témito prvky jako neznamymi.

Nyni si uvedeme dalsi dvé metody feSeni maticovych rovnic, obé zalozené
na eliminaci. Prvni z nich spociva v primé aplikaci eliminace k vyreseni
rovnice, druha pak vyuziva eliminaci k nalezeni inverzni matice, ktera je
nasledné pouzita k vyreseni rovnice.

7.5.1 Reseni maticovych rovnic eliminaci

a) Rovnice typu AX = B

Pouzijeme postup (3)), kterym jsme na str. B9 ziskali k dané matici matici
inverzni (jeho symbolicky zapis () je uveden na str. d). K rovnici AX =
B pritadime délenou matici [A|B], ke které Gauss-Jordanovou eliminaci
najdeme ekvivalentni matici ve tvaru [I|R]. Potom matice R je feSenim
dané rovnice, tj. X = R. Schematicky zapiseme tento postup takto:

AX=B—[A|B]~..~[I|R].
b) Rovnice typu XA = B

Abychom mohli pouzit eliminaci, prevedeme feseni této rovnice na tlohu
piedchoziho typu. VyuZijeme k tomu znamy vztah (viz str. 29, 4I))

(A-B)' =B". A",

42



kde A, B jsou matice a operace ,-“ je nasobeni matic. Obé strany rovnice
XA = B proto nejprve transponujeme. Dostaneme tak rovnici A7 X7 =
BT kterou fesime vyse uvedenym postupem pro rovnice typu AX = B.
Musime dat ale pozor na to, Ze ziskana matice R na pravé strané vysledné
délené matice [I|R] je transponovand matice feSeni dané rovnice, tj. X =
R". Schematicky zapiseme uvedeny postup takto:

XA=B—-A'X"=B" 5 [AT|BT |~ ..~ [I|R] > X=R".

c) Rovnice typu AX B = C' eliminaci nepocitame.

7.5.2 Reseni maticovych rovnic uzitim inverzni matice

Nyni si ukdzeme, jak se da k reseni vSech tii typli maticovych rovnic vy-
hodné pouzit inverzni matice. VyuZijeme pii tom definiéni vztah (I) (viz
str. B8)) pro inverzni matici zapsany ve tvaru

A-At=A1. A=1T (7)

Inverzni matici pocitame uzitim eliminace, jak je uvedeno na str. 41l Na
str. si uvedeme jesté jednu metodu vypoctu inverzni matice, uzitim
tzv. adjungovane matice. Ta se ukaze jako velice efektivni pro vypocet
inverznich matic ,,maljch® matic typu (2, 2).

a) Rovnice typu AX = B

Uzitim inverzni matice k matici A vyjadiime z rovnici neznamou matici X .
Postupujeme (pii odvozeni, k vlastnimu vypoctu potom pouzijeme jenom
vysledek tohoto odvozeni) tak, Ze obé strany rovnice

AX =B (8)

vynasobime zleva matici A~! (smér ndsobeni je dtleZity a je t¥eba ho
dodrzet na obou stranach, protoze, jak vime, nasobeni matic neni komuta-
tivni). Dostaneme

ATTAX = A'B, (9)

43



coz se da diky ([) prepsat jako

IX =A'B, (10)
£.

X =A"'B. (11)
Vipoctem pravé strany vztahu (1)) tak dostaneme feseni rovnice ()

b) Rovnice typu XA = B

Podstata postupu reseni rovnice tohoto typu je stejna jeko u typu predcho-
ziho, akorat nasobime obé jeji strany matici A~! zprava. Aplikaci analo-
gickych tprav pak postupné dostaneme rovnice

XA=B, (12)
XAA =BA™Y, (13)
XI=BA, (14)
X =BA!, (15)

kde, stejné jako v pfedchozim pripadé, vyuzijeme pravou stranu vysledného
vztahu (I5) k prfimému vipoctu feseni rovnice (I2).

c) Rovnice typu AXB =C

P1i Teseni rovnice tohoto typu uplatnime oba predchozi postupy najednou
tak, obé jeji strany nasobime nejprve matici A~! zleva a potom matici B!
zprava, pritom provadime stejné upravy jako v obou pripadech. Postupné
tak dostavame rovnice

AXB=C, (16)
A'AXBB ' =A'CB ™, (17)
IXI=A'CB, (18)
X=A"'CB, (19)

kde, opét, prava strana vysledného vztahu (I9) poslouzi k pfimému vypoctu
feseni rovnice (I6).
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Priklad 36. Jsou ddny matice A = [ _01 ;] , B = [ _11 f] ,

4 11
a) AX=B, b)XA=B, ¢ AXB=C.

2 4
C = [ ] . Najdéte neznamou matict X tak, aby platilo:

Piiklad 37. Reste maticové rovnice

XK=l g DX E —5 —1 |’
[7 1] [20] [3 3]
C>_ _'X[_12(”_[193§]'

7.6 Linearni zavislost vektoru

W DO
L 1

[ 1
a) 5

DO —
w Do

Definice 7.1 (Linedrni zavislost vektort). Vektory vy, vy, ..., U, nazy-
vame linedarné zavislé prave tehdy, kdyz lze jeden z nich vyjadrit jako
linedrni kombinaci ostatnich, tj. kdyz existuje takové k € {1,2,...,n},
pro které lze vektor v}, zapsat takto:

U = C1U1 + C1U] + oo T Ch—1Vf—1 T Chp-1VUk41 T ... T CpUp,

kde c1,co,...,c, € R.

Ukazeme si, ze Gaussova eliminace je efektivnim néastrojem pro nalezeni
takového mezi danymi vektory, ktery je linearni kombinaci ostatnich. Tak
muzeme pomoci Gaussovy eliminace rozhodovat o linearni zavislosti ¢i ne-
zavislosti dané skupiny vektortl.

Priklad 38. Jsou ddny vektory @ = (1,2,1),b = (2,1,3), = (3,0,5).
Rozhodnéte o jejich linedarni zavislostu.
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Reseni: Vytvofime matici tak, Ze dané vektory tvoif jeji fadky. Jako ctvrty
sloupec, ktery umistime vné matice, uvedeme jména vektort. Potom Gaus-
sovou eliminaci prejdeme od dané matice k matici v Gaussové tvaru s ni
ekvivalentni. Jednotlivé kroky eliminace provadime vzdy s celymi radky,
¢tvrté sloupce dil¢ich matic tak slouzi k ,zaznamenavani® téchto kroki.
Vysledkem je nasledujici posloupnost vzajemné ekvivalentnich matic

1217 a 1 2 1]a 1 2 1] a
213|b~|0-31|b—2a~|0-31|0b—2d
305/ ¢ 0 —6 2| &—3ad 0 0 0] @—33—2(b-—23d)

Dilezity je pro nas posledni radek visledné matice v Gaussovée tvaru. Tento
radek je nulovy, pfitom v  kontrolnim® (¢i ,zdznamovém®) sloupecku je
vyraz ¢ — 3a — 2(5 — 2d). Po zjednoduseni uvedeného vyrazu miizeme tuto
skutecnost interpretovat rovnosti

i—2%b+¢c=0,

ze které je patrné, ze kterykoliv z vektori a, I;, ¢ lze vyjadrit jako linearni
kombinaci ostatnich. Napriklad pro a plati a = 2b — ¢, vyjadfeni zbyvajicich
vektorli je nasnadé. Mizeme proto konstatovat, ze dané tii vektory a, 5, c
jsou linearné zavislé.

Zkusenost ziskanou resenim prikladu B8 vyuzijeme k zefektivnéni metody
urcovani linedrni zavislosti/nezavislosti danych vektort tak, abychom ne-
museli k matici pripojovat ,zaznamovy™ sloupecek. 7 vysledku je ziejmé,
ze pokud jsou vektory linearné zavislé, musi Gaussovou eliminaci vzniknout
alespon jeden nulovy radek, tj. hodnost matice musi byt mensi, nez je pocet
zkoumanych vektort (tj. pocet fadki tvodni matice).

Postup vysetrovani linearni zavislosti dané skupiny vektorti mtizeme tedy
formulovat takto: (i) Vektory zapiseme do matice jako jeji radky. (ii)
Gaussovou eliminact zjistime hodnost této matice. (iii) Hodnost porov-
ndame s poc¢tem dangch vektori. (iv) Pokud je hodnost mensi neZ pocet
vektori, jsou tyto vektory linedrné zavisle. Pokud je hodnost stejnd
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jako pocet vektori, jsou vektory linearne nezavisle. Situace, kdy hod-
nost matice je vetsi nez pocet vektori, nemize nastat.

Otéazkami linearni zavislosti a nezavislosti vektorii se detailné zabyva pred-
met Linedrni algebra a geometrie. Tam je ukazano a dokazano , ze pro
vySetfovani linearni zavislosti vektorti lze pouzit také matici, v niz jsou
vektory organizovany do sloupcti. Toto usporadani je mnohdy vyhodnéjsi
pro svou primou korespondenci k feseni soustavy linedrnich rovnic.

Reseni prikladu B8 nam jesté ukazuje moznost ,alternativni® definice line-
arni zavislosti pomoci nulového vektoru nasledujicim zpiisobem.

Definice 7.2 (Linearni zéavislost vektort). Vektory iy, s, ..., U, z vekto-
rového prostoru V' nad télesem T se nazyvaji linearné zavislé, prave
kdyz existuje aspon jedna jejich netrivialni linedrni kombinace, kterd
je rovna nulovéemu vektoru, tj.

n
Jay,as,...,a, € T;Zaiﬁi =0= (a1 #0Vays #0V ..Va, #0).
i=1
Poznamka. Netrivialni je takova linearni kombinace, jejiz alespon jeden
koeficient je rtizny od nuly. Pokud jsou vsechny koeficienty rovny nule,
hovorime o trividing linearni kombinaci.

Priklad 39. Zjistéte, ktery z vektori ay, = (2,2,0,0,—1), dy = (1,1,5,5,1)
je linedrni kombinact vektori as = (1,1,1,1,0), dy = (1,1, —1, -1, —1),
is = (1,—1,—1,0,0).

Priklad 40. Zjistéte, zda jsou dané vektory linedrné zdvisle nebo neza-
vislé. Po zjistént linedrnt zavislosti urcete tu jejich linedarni kombinaci,
ktera je rovna nulovému vektoru.
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3,2,0), b= (1,1,1), €= (5,4,2),

a =

1,0,0,0), b= (2,1,0,1), &= (3,2,1,1),

i) @=(3,0,1,0), b= (0,3,0,1), €= (0,1,0,3), d = (1,0,3,0).
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7.7 Cviceni

1. Urcete hodnosti danych matic:

—1 0
4 —3

1
0
2

{2}, o {

4OOA__._2

N O© M ;NI

o - O O

]; {3}, b)

1324
0213
010 2

{2},

{3},

-1 5 2

3
1

7

—4 6 1

5 34

9 —14 28 7

I =2
8 14

3 =2 —6
1

—2 =7

{2}

0 2

1
-2 10 —1

—1 12
-1 26

2

7
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1
I -1 -1
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0
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=4
—~
LO
——

o O O +H O
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2. Urcete inverzni matice k danym maticim:

101 212 T2 0 0
a) [010], by|121],¢] 0 =2 0|,
112 545 0 0 -2
(3 —1 2 100 (39 7
)4 -33|,el070], )1 117
1 3 0 003 75 7

3. Dané soustavy Teste uzitim inverzni matice:

2 —3y+z = 0 r+y—z2 =3
a) r+2y—z =3 b) r—z =1
2v+y+z = 12 2+z =7

4. Vypoctéte matici X z rovnice:
21 3 2 35 —1 5
a>[10]'X[11]’ b)X'[24][—26]‘

5. K danym maticim A, B vypoctéte A=, B™1, B~ ' At a (A-B) ™ a
souciny B~ 1A 1 a (A - B)™! vzdjemnd porovnejte:

120 101
A=1013|, B=1]231
001 331
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8 Determinant matice
Determinant urcujeme jenom u c¢tvercovych matic.

Piiklad 41. Reste soustavu rovnic

r—y =1 (20)
2z + 3y = 5. (21)

Reseni: Soustavu Tesime napiiklad séitaci metodou. Po odecteni dvojné-
sobku (22) od rovnice (23) dostaneme y = % Dosazenim do prvni rovnice
pak dostaneme x = %.

Piiklad 42. Reste soustavu rovnic

alxr + apy = bl (22)
91T + a0y = b. (23)

Reseni: Za predpokladu, Ze vyraz aj1a9s — ajaa91 je rizny od nuly, dosta-
vame toto reSeni:

biagy — ay2by a11by — brag;

, )
a11G22 — 12021 a11G22 — 12021

8.1 Uziti determinantii pri Feseni soustavy linearnich rovnic

Cramerovo pravidlo

Dané soustavé dvou rovnic o dvou neznamych prifadime néasledujici tii
¢tvercové matice a u kazdé z nich vypocitame jeji determinant:

ail a2 :
1. A= ... matice soustavy
a1 G22
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Pfi vypoctu determinantu této (i dalsich dvou) matice uplatnime tzv. k¥i-
zové pravidlo, které usnadnuje vypocet determinantu u matic druhého
radu:

det A = a1 - a9 — a12 - a1

b1 ais . " ,
2. A = [ ) ... matice soustavy, u niz je prvni sloupec na-
2 (22

: b
hrazen sloupcovym vektorem pravych stran rovnic B = [ bl ] :
2

det Al = bl 99 — A19 bQ

ai; b

3. A |

) ] ... matice soustavy, u niz je druhy sloupec na-
a1 02

: b
hrazen sloupcovym vektorem pravych stran rovnic B = [ bl ] ;
2

det AQ = daiy - bg — a192 b2

Regeni dané soustavy lze potom, za predpokladu, Ze det A # 0, zapsat ve
tvaru

~det Ay ~ det Ay
T aeta’ YT detAr

X

Aplikaci uvedeného postupu na Priklad E1] dostaneme vysledky, které od-
povidaji jeho vyse uvedenému reseni:

~detA; 8 ~detAy 3
~detA 5 y=

02

v det A 5



Tato metoda neni spojena jenom se soustavou dvou rovnic o dvou nezna-
mych. Lze ji pouzit pti FeSeni jakékoliv (regularni) soustavy n linearnich
rovnic o n neznamych. Této metodé Teseni regularnich soustav se rika Cra-
merovo pravidlo. Obecné ji lze zapsat takto:

det Ay ~ det Ay ~det A,
 det A’ 2= det A’ 77 Tn = det A’

T det A # 0.

Priklad 43. Vypoctete obsah rovnobézniku, ktery je urcen vektory u =
(ul, UQ), U= (’Ul, ’Ug).

Priklad 44. Vypoctete obsah rovnobézniku, ktery je urcen vektory i =
(4,1), 0= (2,5).

8.2 Zapis determinantu

ail ai2

, potom determinant ma-
a1 a2

Uvazujme matici druhého fadu A = [
tice A zapiSeme ve tvaru

ail ai2
a21 422

det A nebo

V piipadé matice fadu 2 pak jiz vime, ze det A = aq1 - @99 — aq9 - a1,

8.3 Vypocet determinantu

Determinant je definovan (DefB.1]) pro ¢tvercové matice vSech fadi stejné.
Pro matice radt 1, 2, 3 a 4 se ale lisi obvyklé zptisoby jeho vipoctu. Nyni
se s nimi seznamime.
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1. Maticeradun =1 :

A = a1, potom det A = ay;.

2. Matice ¥adun = 2 : KRIZOVE PRAVIDLO

ai; a2
A= : potom det A = ay1 - a99 — a9 - ao1.
a21 A22

3. Matice fadu n =3 : SARRUSOVO PRAVIDLO

ailp ai2 ai3
A= as1 A2 a23 | ,

as; Qg2 Aass

potom
det A = (Cln “ A9+ A33 T Q12 - A93 * A31 + G413 - A9 * Cl32)—
—(a13 * A9+ A31 T 12 - A1 * A33 + Q11 - A93 a32)-

Vipocet determinantu matice 3. fadu si usnadnime uplatnénim nasleduji-
ciho schématického postupu:

ail ai12 a1z3|ai; ai2
A= a21 Q22 Q23 |0a21 A2

as; a3z a33|A3; A32

Nejprve nasobime prvky matice v nasledujicich trech liniich rovnobéznych
s hlavni diagonalou a tyto souciny sec¢teme:

B, a2 aizlai; ar a1 s a13|a11 ae ajp ar2 @3l a1 arg
as1 Wby 23|21 Qoo , | Q21 G20 W3] A21 Q22 , |Q21 Q22 Q23 (o1 Q22
as1 a3z Ms3las1 asz as1 asy azs M3 a3 as1 asz ass|az; M3
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Tak dostaneme vyraz
(a11a90a33 + a12a93a31 + a13a91G32) (24)

Potom opakujeme stejny postup pro nasledujici tii sméry rovnobézné s
druhou diagonélou:

a1r a2 Ws|a1 are a11 a2 a13 |l a12 a1 a2 a13|1a11 o
a1 Wlbo 23|21 2o, | Qo1 a2 M3 Q21 Q22 , |Q21 22 a3 b1 Q22
B a3 ass|as; ass a3 W52 ass|asi as az1 a3 3| a3t as:

Vysledkem je vyraz
(a13a22a31 + a11023a32 + A12021033) (25)
Determinant matice A je potom roven rozdilu vyrazt 24 a 23

det A = (ar1a22a33+0a12a23a31+013021a32) — (A13022a31+011023032+a12021033).

4. Matice tadu n > 3: ROZVOJ DETERMINANTU
Rozvoji determinantu a jeho pouziti se zevrubné vénuji kapitoly 8.8, 8.9

Poznamka. Tato metoda vypoctu determinantu je pouzitelna pro matici
jakéhokoliv fadu. Pro rady n < 3 vSak vétsinou volime specidlni metody
uvedené vyse.

5. TROJUHELNIKOVA MATICE

Pro ¢tvercové matice libovolného stupné, které maji pod nebo nad hlavni
diagonalou samé nuly je determinant roven soucinu prvkii na hlavni diago-
nale.
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Priklad 45. Vypoctéte determinant matice

8.4 Permutace mnoziny

Priklad 47. Vypoctéte nasledujici determinanty. Hledejte spolecné
rysy vyrazi pro hodnoty determinantu matic 2. a 3. stupné. Potom
se pokuste definovat determinant.

aip aiz2 a3
= ... a21 Q99 A3 | — ...

ailr a2
a1 422

asy asz ass

Poznatek z reseni prikladu 47:

Determinant matice je tvoren vSemi takovymi souciny, Ze z
kazdého radku a z kazdého sloupce matice je v kazdém z nich
obsazen pravé jeden prvek.

Téchto soucini je n! (n faktoridl), kde n je stupen matice. Cast z nich je
uvedena znaménkem -, ¢ast pak znaménkem ,+°.

K vysloveni tplné definice determinantu zbyva uz jenom Tici, Ze o tomto
znaménku rozhoduje poradi, v jakém vybirame cinitele prislusného soucinu

o6



z jednotlivych sloupct. Jedna se o znaménko permutace sloupco-
vych indexu.

Regeni pifkladu B7 mtizeme zapsat takto:

ail ai2

— (—1)°. : 1)L :
o1 o (—1)" - ay - a4+ (—1)" - ass - as,

a11 a2 a3
21 Q22 Q23 | =
a3p azz ass
= (—1)%ay; - agy - agz + (—=1) a1y - ags - azs + (—1)'age - ag - ags +

+H(—=1)%a1s - ags - az; + (—1)%a3 - ag1 - azy + (—1)ays - ag - azy,

kde exponenty u -1 vyjadiuji pocet inverzi v odpovidajicich permutacich
sloupcovych indexti. Znaménko mocniny pak odpovida znaménku téchto
permutaci.

8.4.1 Permutace mnoziny

Permutaci mnoziny M rozumime kazdé vzajemné jednoznacné zobrazeni
mnoziny M na sebe.

Uvazujme napriklad mnozinu M = {1,2,3}. Potom zobrazeni f, pro které
plati f(1) =3, f(2) =1, f(3) =2, je permutaci.

Permutace mnoziny M predstavuje urcité usporadani jejich prvki. To
zname z kombinatoriky. Vime, Ze pocet vsech permutaci n—prvkové mno-
ziny jeroven n!l =n-(n—1)-(n—2)-...-2-1 (tj. n faktorial).

Permutaci obvykle zna¢ime pismenem 7. Symbolicky ji mtizeme zapsat

jako zobrazeni
. M — M.

27



Konkrétni permutace mnoziny M = {1, 2,3} zapisujeme takto:

(123 (123 (123
Mm=\1923) ™7 \319) ™T\231)

Potom pro obrazy prvk mnoziny M plati naptiklad, ze m(2) = 2, mo(1) =
3, m3(2) = 3 apod.

Poznamka. Mnozina vSech permutaci mnoziny M spolu s operaci skla-
dani permutaci (tj. skladani zobrazeni, protoze permutace je zobrazeni)
tvori grupu. Ukazte to na prikladé. Je tato grupa komutativni?

Obecnou permutaci na mnoziné M = {1,2, 3, ..., n} zapiSeme takto:
1 2 3 ..
— ( ") 20
™ To T3 ... Tp
potom pro obraz prvku ¢ mnoziny M plati

7T(Z) =T;.

Inverze

Inverzi permutace m rozumime dvojici obrazi ri, r; v matici (26), niz je
vétsi Cislo pred mensim, tj. i > ;. Pritom tato ¢isla nemusi byt v zapise
permutace vedle sebe.

Pokud tedy v zapise permutace

o 1 2 ..k ..l ... n
N rn ro ... T ... T ... Ty

je . > 17, tvori tato dvé Cisla jednu inverzi.
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Znaménko permutace

Znaménkem znm ( nebo sgnm) permutace m rozumime hodnotu vyrazu
(—1)%, kde k je pocet viech inverzi permutace 7. Zapisujeme

mm = (—1)".

Permutaci o sudém poctu inverzi nazyvame sudou permutaci. Permu-
taci o lichém poctu inverzi pak nazjyvame lichou permutaci. Hodnotu
funkce znm nazyvame paritou permutace. Suda permutace ma paritu +1,
lich4 potom —1.

Priklady permutaci a urcéeni jejich znamének:

a) Permutace m na mnoziné M = {1,2,3} :

(123 B o
7'('1(132), k=1, mm = (—1)" = —1.

b) Permutace my na mnoziné M = {1,2,3,4} :

(1234 B B 3
7TQ—<234 1), k=3, mmy = (—1)° = —1.

c) Permutace 73 na mnoziné M = {1,2,3,4} :

1 234 4
773<3412>, k=4, g = (—1)" =1,

Priklad 48. Determinant matice druhého radu:

ail ai2

— (—1)°. : 1)L ot
o1 oo (—1)" a1 -ag+ (—1)" - a2 - an

Jedna inverze v poradi, proto znaménko minus.
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8.5 Definice determinantu

Definice 8.1 (DETERMINANT). Necht A = (a;;) je ctvercovd matice

n—tého rddu nad télesem T'. Determinantem matice A rozumime prvek
télesa T' ve tvaru:

det A = g ZOTC = Q1py = Q2py * .. * Qs

7T€S’n

kde scitame pres vSechny permutace m mnoziny 1,2,3, ...,n. MnoZina
téchto permutaci je oznacena symbolem S,,.

Priklad 49.

ajp di2 a3
Q21 A22 23 | =
a3p aszz ass
= (—1)%ay; - agy - agz + (—1)'ar; - agg - azs + (—1)'are - ag - agz +

+H(—=1)%a1s - ags - az; + (—1)%a3 - ag1 - azy + (—1)ays - ags - azy,

8.6 Pravidla pro pocitani s determinanty
(vlastnosti determinantu)

Pro pocitani s determinanty plati nasledujici pravidla. Tato pravidla se
bézné uvadéji ve formé véty (nebo jednotlivych vét). Dikaz pak vesmés
vychazi z uvedené definice determinantu. My se zde spokojime se seznamem
téchto pravidel, doplnénym ilustracnimi priklady.

1. Zaménime-li vzajemné dva fadky (sloupce), zméni deter-
minant své znaménko.

2 3

=1
12 ’

‘12

23‘__1'
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2. Jsou-li vSechny prvky jednoho fadku (sloupce) rovny nule,
je determinant roven nule.

1 23
0 00|=(1-0-142-0-(=3)+3-0-1)— (3-0-(—=3)+2:0-1+1-0-1) = 0
311

3. Obsahuje-li matice dva stejné rfadky (sloupce), je jeji de-
terminant roven nule.
123
123]=(1-2642-3-443-1-5)—(3-2-442-1-6+1-3-5) =0
45 6
4. Je-li fadek (sloupec) linearni kombinaci ostatnich radku
(sloupctl), je determinant roven nule.

1 2 3

1k 2k 3-k|=

4 5 6
(1-2-k-6+2-3-k-4+3-1-k-5)—
—(3-2-k-442-1-k-6+1-3-k-5)
=1-2-k-6+2-3-k-4+3-1-k-5—
3.2 k-4-2-1-k-6-1-3-k-5=0,

Poznamka. 7 porovnani poslednich dvou prikladd plyne:

1 2 3 123
1-k2-k3-k|=k-]123
4 5 6 456

Jedné se o projev nasledujici vlastnosti determinanti.

5. Nasobime-li prvky jednoho fadku (sloupce) néjakym ¢is-
lem, nasobi se timto Cislem cely determinant.
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1 2 13 26

‘34‘_—2, ‘3 4‘——26——2-13
Dusledky:

L |2 4 1 2 11
0| 12‘_2.3.‘34‘_2.3.2.‘32‘.

(ii) det (k - A) = k™ - det A, kde n je stupen matice A.

6. Determinant se nezméni, pricteme-li k jednomu radku (sloupci)
linearni kombinaci ostatnich radka (sloupci).

Dusledek:

Moznost uziti Gaussovy eliminace pfi vypoctu determinantu.

Priklad 50. Vypocet determinantu uzitim eliminace k prevedeni ma-
tice na trojuhelnikovy tvar:

12 3 12
25 8 |=1]01
3 8 10 0 2

Priklad 51. Vypocet determinantu uzitim eliminace k prevedeni ma-
tice na trojuhelnikovy tvar:

0 1 —1 -2 1 3 -2 1 3 -2 1 3
—-21 3 |=—]0 1 ~-1|=—=]0 1 -1}|=—=| 0 1 —-1]=6
2 7 =8 2 7 =8 0 8 =5 0 0 3
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7. Determinant matice transponované je stejny jako determi-
nant matice puvodni.

det A = det AT

8. Determinant soucinu dvou matic je roven soucinu deter-
minantd jednotlivych matic (Cauchyho véta).

det (A-B) =det A-det B

Dusledky:

i) A-B+# B- A, ale
det (A- B) =det (B - A).

(ii) det (A- A1)y =det A-det A1 A det(A- A1) =det E =1, po-
tom dostavame vztah pro vipocet determinantu inverzni matice det A=! =

—— ktery uvadime jako dalsi vlastnost.
det A’ Y J

9. Determinant inverzni matice je roven prevracené hodnoté
determinantu matice ptvodni

1
det A~ = .
¢ det A

Poznamka. Pro ¢tvercovou matici A stupné n plati, Ze nasledujici t1i
tvrzeni jsou ekvivalentni:

(i) h(A) =n, (i) det A#0, (iii) A je regularni.
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8.7 Cviceni — vlastnosti determinantu

1. Napiste ¢tvercovou matici 3. radu takovou, Ze:
a) jeji determinant je roven 0.

b) jeji determinant je roven 0, ale Zadné dva jeji prvky nejsou stejné.

2. Napiste ¢tvercovou matici 3. fadu takovou, Ze:
a) jeji determinant je roven 7.

b)jeji determinant je roven 7, ale zadné dva jeji prvky nejsou stejné.

123
3. Bez ptimého vypoctu urcete hodnotu determinantu matice K = | 4 5 6
789
Visledek zdtvodneéte.
213
4.K dané matici A = | 0 5 1 | napiste matici B, pro jejiz determinant
4 3 2
plati:
a)det B = 8det A.
b)det B = —det A.
-3 10
5. Vypoctéte determinant matice M = | 5 0 4 |. Potom, bez ptimého
1 32
vypoctu urcete determinanty matic:
-3 10 -3 1 0
a)N=1,10 08|, b)P=1]10 0 24 |,
1 32 1 36
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5 0 8
-3 1 0
7 21 28

)

d) R

5 15 10
50 0 40
—15 5 0
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8.8 Veéta o rozvoji determinantu

Priklad 52. Ukazte, Ze plati
23 |20] |03 10 01 10 10
‘75 ‘7 5‘*‘75‘2‘7 5‘+3‘7 5‘2‘7 5‘_3‘7 5"

Potom ovérte, zda analogicky ,rozklad” daného determinantu, ovsem
pro jiny radek nebo sloupec, vede ke stejnému vysledku.

Priklad 53. Podle vzoru prikladu[52 dokoncete rozklady:

13 2 10 0 03 0 00 2
a) |23 =5 |=123 =5|+|23 =5|+|23 =5 |=
04 3 04 3 04 3 04 3
1 3 2 1 32 132 1 3 2
b)123 =5|=[200|4+{030|4+]|00 =5|=
04 3 043 043 04 3

Definice 8.2 (Algebraicky doplnék prvku matice). Necht A je ¢tvercovd
matice 7adu n. Determinant matice, kterd vznikne z A vynechdnim
1—tého tadku a j—tého sloupce nazveme subdeterminantem a zna-
cime sz C”L/SZO

Ay = (=1 - My,

nazveme algebraickym dopliikem prvku a;;.

Definice 8.3 (Rozvoj determinantu). Je-li ¢tvercovd matice 7adu n >
2, pro kazde v = 1,2,...,n definujeme rozvoj matice A podle 1—teho
radku jako vyraz

a;1 - Ail + a;9 - AZ'Q + ...+ Qi - Am

a pro kazde 7 = 1,2, ...,n definujeme rozvoj matice A podle j—tého
sloupce
ayj - Alj + az; - AQJ' + ...+ QApj - Anj-
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Hodnoty téchto rozvoju jsou nezavislé na volbé radku nebo sloupce a
jsou ve vsech pripadech rovny hodnoté determinantu matice A.

Véta 8.1 (O rozvoji determinantu - podle i—tého fadku). Necht A = (a;;)
je ctvercova matice stupné n. Potom

n

Z (07 Ajk: = 5@' - det A,

k=1
kde 0;; je tzv. Kroneckerovo delta, pro ktere plati: 0;; = 1 proi = j a
0ij = 0 pro i # j.

Véta 8.2 (O rozvoji determinantu 2 - podle i—tého sloupce). Necht A =
(aij) je ctvercova matice stupné n. Potom

Z Al * Akj = 52']' - det A,
k=1

kde 0;; je tzv. Kroneckerovo delta, pro které plati: 0;; = 1 proi = j a
0ij = 0 pro i # j.

Dikaz. - naznaceni ditkazu véty o rozvoji podle :—radku na prikladu ma-
tice 3. fadu a jejiho rozvoje podle druhého radku.

a1 a2 ais a11 a2 a3 a1l aiz2 ais ailp aiz2 ais
det A = 921 Q922 A923 | = | A21 0 0 [+ O a9 0 [+] O 0 a93
a3p aszz ass a3p azz ass azp az2 ass azp ag2 ass
a11 a2 a3 a11 Aaiz2 ais ailp aiz2 a3
=ao | 1 0 0 |4+agn| O 1 0 |+asg| 0 O 1 | =
a3p asz2 ass a3p az2 ass azp ag2 ass
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1 0 0 1 0 0
=ag - (—1) | ay app a3 |+awn-(—=1)%* | ap a;x a3 |+ as-(—1)3-

aszp az2 asg a3z 31 ass
1 0 O
a13 ay;p a2 | =
azz asy as2
:af21'(_1>3' aiz ais +a22_(_1)4‘ ail ais +a23.(_1>5 ail a9 _
a3z a33 azp ass a31 Aas2

= ag1 Ag1 + ag A + agzAss.
[]

Poznamka. 7 uvedenych vét plynou nasledujici vztahy, které pro nas
budou zanedlouho dilezité:

aj1Aie + a9 Aoy + ... +apApe =0, proi # 7, (27)

CL12A12 + a22A22 + ...+ angAng = det A, pro 1= ] (28)

8.9 Vypocet determinantu matice stupné n > 3

Vyuzivame tyto dvé metody:
1. Rozvoj determinantu podle fadku (sloupce).

2. Prevedeni matice na trojihelnikovy tvar uzitim Gaussovy eliminace (pii
respektovani vlivu tprav matice na hodnotu determinantu).

Poznamka. Vétsinou uvedené metody kombinujeme. Nejprve vhodnou
manipulaci s fadky (sloupci) zajistime sloupec (fadek) s jedinym nenulo-
vim prvkem (aby mél piislusny rozvoj jenom jeden ¢len). Potom podle néj
provedeme rozvoj.
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Upozornéni: Je tfeba neustile myslet na to, jak piislusna manipulace
s Tadky (sloupci) méni hodnotu (tfeba jenom znaménko) determinantu
matice.

Priklad 54. Vypoctéte determinant

1 -2 1 4
2 =4 0 0
3 =4 2 5
0 2 —4 -9
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8.10 Cvicdeni

1. Vypoctéte determinanty nasledujicich matic. O spravnosti vysledku se
presvédcte uzitim néjakého pocitacového programu, napriklad wxMaxima,
Maple nebo Derive.

> 0 1 -2 12 3 121
a)[_43],b) 10 31|, 258,41 32],
2 -3 0 38 10 412
(5 -1 0 2] (1 -2 1 4 ]
0 _021_31 0 0 3 —15 >2—40 0
;o ol 00 42| %342 5|
00 0 3 0 2 —4 —9
21 —1 2 4 -3 4 0 0 ]
h)y |04 3 |,1) -2 1 0], j |—2cosz —sinx |,
| 3 2 =2 5 —2 4 5 sinx cosx |
) 1 0 2 0 | (10 -1 2 ]
. _2121 ) 3 0 —1 0 ) 23 2 -2
R 4 1 5 1| 24 2 1|
- 3 -1 0 -2 31 5 —3
- - (2 y 000 0]
- - 4 1 1 1 1
3040 D01 02y 000
) 0201 o1 1 -4 1 )OOazyOO
506 0 o1 PP1Y0o 002y o0
0708 DL 00002y
i i R . y 0000
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2. Vypoctéte determinanty matic (matice fadu vyssiho nez 3 feste rozvo-
jem i eliminaci):

| 9 -2 0 0 1 1 -1
a)[22],b) 0 -2 01, ¢ |—-4-5 6],
0 0 =2 -3 =3 4
(1 -2 14 —5] - :
1 1 -23 =3 —2 5 7 g?;;
2 -1-12 2, ¢ | 410, O ,5]
5 -1 05 5 311 3919
2 2 04 -1 _ i
(1 -2 1 4] 1 2 3 4 [ 2 05|
)2—400 h) -2 1 -4 3 ) 1 2 —14
813 4 2 5| 34 -1 21"Y | 2 -7 60
0 2 —4 —9 4 3 =2 —1 -8 0 89
3. Pokuste se ukazat, Zze plati vztahy
A 0 A C
det( 0 B) = det Adet B, det( 0 B) = det Adet B
a s jejich pomoci vypoctéte determinanty matic:
[ 12 -2 5 (5 10 0]
32 =2
-3 1 0 =5 2 50 0
) 8;1_?’@ 00 1 3" 9|2 449
00 2 =2 3 =29 =5
4. Urcete, pro kterd x je dana matice regularni:
. 4 - x 1 3 1 0 x
a)lg +1],b)[ 5],0) 0z 2|,d [211
’ ’ 2 14 z 0 x
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5. Vypocitejte determinanty:

10 2 3 =21

a) |2 1 3], b) |=5 3 4|, ¢
011 2 1 3

1 1 —1

.. 2 0 4

6. Pro matici A = L 2 0

—1 1 2

a) det (A), b) det (A1),

— O DO

— = =W

c)

— = W =

3 4 -3 -1
56 5 2
d) |4 —9 =3 7
1 -4 1 1
3 7 5 2

— O = =
S O

urcete nasledujici hodnoty:

det (A1), d) det (bA).

2
3

—9|.

—2
3

7. Vypocitejte, pro kterd x je dana matice A regularni / singularni:
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9 Cramerovo pravidlo

Cramerovo pravidlo predstavuje metodu reseni regularnich soustav linear-
nich rovnic pomoci determinanti.

Véta 9.1 (Cramerovo pravidlo). Necht A -z = b je soustava linedarnich
rovnic, kde A je requldrni matice stupné n. Pro kazde 7 = 1,2,....n
oznacme A; matici, ktera vznikne z matice A nahrazenim j—tého
sloupce sloupcovym wvektorem b pravych stran rovnic dané soustavy.
Potom pro kazde 5 =1,2,...,n plati:

 det A,

o det A

Lj

Driikaz. Nejprve si pripomenme vétu o rozvoji determinantu podle sloupce.
Plynou z ni tyto vztahy:

aijAiy + agjAsp 4 ...+ an; Ay =0, pro k # j, (29)

alelj + CLQjAQj + ...+ anjAnj = det A. (30)

Uvazujme soustavu n linearnich rovnic o n neznamych:

a1z + appxry + ... +ayr; + ..+ apx, = b
a21T1 + Q999 + ... + a2; T j + ...+ Ao,y = bQ
A1 L1 + Q22 + ... + QT + .o + ATy = b;

2171 + A22T2 =+ ... + A2 + ... T AopTy = b

Obé¢ strany kazdé rovnice vynasobime algebraickym doplitkem A;; koefici-
entu a;; jejiho j—tého clenu a;;x;:
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1171 + Q1272 + ... T AT + ... F ATy = by / . Alj
a21x1+a22:c2+...+a2j:cj—|—...+a2n:r;n:b2 /'Agj

11 + Ao + oo+ anT; + oo+ ATy = by /Ay

Nakonec vSechny rovnice secteme. Po aplikaci vztaht (29), (B0) na levou
stranu tohoto souctu dostaneme postupné:

alelja:j + CLQjAQj[L’j + ...+ anjAanZj = blAlj + bQAQj + ...+ bnAn]

xjdet A = det A;,

kde A; je matice, kterd vznikne z matice A nahrazenim jejiho j—tého
sloupce sloupcovym vektorem b pravych stran rovnic soustavy. ]

Priklad 55. Je dana soustava ctyr rovnic o ctyrech nezndmgch:

dr1 + 3x9 + 203+ 14 = —5
201 + o + 203+ 34 = 1
T+ 209 + 3xg +4x4 =5
3x1 +2x9 + a3+ 204 =1

Uzitim Cramerova pravidla urcete hodnotu neznamé xs.
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10 Inverzni matice

Piiklad 56. Reste maticovou rovnici
1 2 2 1 15
[3 4]'X'[1 3][7 1]
Navod:
A.X.

C
A

B
X L.c.Bt

10.1 Vypocet inverzni matice uzitim eliminace

Metoda vypoctu inverzni matice uzitim Gaussovy-Jordanovy eliminace je
podrobné popsdna na strané

10.2 Vypocet inverzni matice uzitim adjungované matice

Definice 10.1 (Adjungovand matice). Adjungovanou matici k matici
A rozumime transponovanou matici doplnkid prokid matice A. Matici
doplnku dostaneme tak, Ze v matici A nahradime kazZdy prvek jeho
algebraickym doplrnkem.

Poznamka. Adjungovanou matici k matici A znacime nejcastéji jednim
z téchto zptsobi:

A, A4, adjA.
Priklad 57. Adjungovand matice k matici A tretiho radu:

ail ai2 ais A11 A21 A31
A= a21 A22 23 — A= A12 Azz A32
as; azz Aass A13 A23 A33
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Véta 10.1. Necht A je reqularni matice. Potom pro inverzni matici
A~ k matici A plati tento vztah:

A
det A

Al (31)

10.3 Cviceni

1. Reste uzitim Cramerova pravidla:

a) 3r — 1Y =295 b) T —2y=3 c) 20 +4y =5 d) 20 +y =95
T4y =3, 3r — 6y =9, x + 2y =0, x—2y=1.

2. Dokazte platnost vztahu (B1]). Nejprve pro matici tfettho fadu, potom
obecné.

3. Pokuste se formulovat algoritmus pro rychly vypocet adjungované
matice pro matici druhého radu.

4. Doteste priklad Bl

5. Vypoctéte matici X:

G L R E R |

201 10 10 13
C)X[;Li]—[;;lﬁ],d) 531 X =19 19 40
4 20 12 10 26

J E R B R P RN P
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11 Reseni soustav linearnich rovnic

11.1 Linearni rovnice

Linearni rovnici o n neznamych z, 7, ..., 7z, s realnymi koefi-
cienty rozumime rovnici ve tvaru

a1 + asxs + ... + a,x, = b, (32)

kde koeficienty aq, as, ..., a,, b jsou realna cisla.

Oznaceni ,linearni” vyjadiuje skutecnost, ze kazda z neznamych x1, xo, ..., x,
se v rovnici vyskytuje nejvyse v prvni mocniné. Pokud by nejvyssi moc-
ninou, v niz se v rovnici vyskytuje proménné, byla mocnina druhé, resp.
tteti, hovorili bychom o rovnici kvadratické, resp. kubické (pfipadné o rov-
nici druhého, resp. tfettho stupné).
V pripadé rovnic o jedné, dvou ¢i tfech neznamych pouzivame pro oznaceni
neznamych a koeficient ¢asto i jiné symboly nez v (32), napt. nezndmé
oznacujeme x, y a z a koeficienty a, b, c a d:

ax = b, ax + by = c, ar + by + cz = d.

11.2 Soustava linearnich rovnic

Budeme uvazovat soustavu m linearnich rovnic o n neznamych s realnymi
koeficienty (obecné s koeficienty z télesal T'; potom hovofime o soustaveé m
linearnich rovnic o n neznamych nad télesem T'):

a1y + apxs + ... + apx, = by
911 + Aoox9 + ... + A9, X, = by (33)

A1 L1 + Qoo + ... + ATy = by

L Télesem®“ zde rozumime algebraickou strukturu (jiz znite algebraickou strukturu zvanou ,grupa“). V kurzu
linearni algebry a geometrie budeme pracovat vyhradné s télesem realnych ¢isel R. Definice této algebraické struktury
je uvedena v kapitole vénované vektorovému prostoru.
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Se soustavou (B3)) jsou spojeny nésledujici dvé matice.

Matice soustavy A:

ailp a1 ... Qip
as1 Q922 ... A9y
ami1 Am2 ... Qmn

Rozsirena matice soustavy A*:

air a2 ... Qip bl
g | G2 a2 .. ax ba
Aml Gm2 oo G | O,

Poznamka. Pro oznaceni rozsifené matice pouzivame i jiné symboly nez

A*. Napriklad Aroz.

11.3 Maticovy zapis soustavy

Uzitim nasobeni matic miZzeme soustavu (B3)) zapsat ve tvaru

A-7=0

kde A je matice soustavy, ¥ =

X1
)

Ln

je vektor neznamych a b=

vektor pravych stran rovnic soustavy.

Vektory T a b miZeme chapat také jako matice. Pak pouzijeme zapis

A-X =B,
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kde X =7 a B = b.

Casto je vihodné hledét na soustavu (B3) jako na rovnost lineadrni kom-
binace sloupcovych vektoru matice A vektoru b:

aiq 1o aip by
a91 @99 a9 by

IR Il N I Il I SN I B R I (34)
am1 am? Amn bm

coz strucnéji zapiseme ve tvaru:

rx1-a1+x9-as+ ...+ x, - a, = 0.

Podle vektoru pravych stran b rozlisSujeme dva typy soustavy linearnich
rovnic (33):

1) Pro b=05= (0,0, ...,0) hovoiime o homogenni soustavé, symbo-
licky ji zapiseme

A-Z=0 (nebo A-X =0).

2) Pro b # o hovotfime o nehomogenni soustaveé, kterou symbolicky
zapiseme

A-Z=bb#3 (nebo A-X=B; B+O0).
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11.4 Resitelnost soustavy - Frobeniova véta
Zajima nas, jak pozname, zda ma soustava TeSeni a kolik rtiznych reseni
muze mit.

Priklad 58. Rozhodnéte o poctu reseni danych soustav. Potom je vy-
reste a jejich reseni geometricky interpretujte.

T+3y+z2=95 dr +3y+2z=1 r+y—3z2=—1

2e+y+z=2 b) r+3y+oz=1 c) 20 +3y —2z2=1

xr+y+dz=-T7, 3r + 6y + 9z = 2, T+ 2y +z=3.
Resent:

Provedeme Gaussovu eliminaci rozsitené matice kazdé z danych soustav:

ad a)

1 31]5 13 115 T+3y+z=95
2 1 1] 2 |~ ~101 =26 | — y—2z=26
1157 00 1 |=2 s — 9

h(A) = h(A*) = n (pocet neznamych ), soustava ma jediné feseni (je regu-
larni)

Obrazek 6: Reseni piikladu 1.1a - tii roviny s jednim spoleénym bodem
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Reseni uréime napiiklad Gaussovou-Jordanovou eliminaci (mtizeme vsSak
pouzit také Cramerovo pravidlo, inverzni matici ¢i piimé feSeni soustavy):

1 315 13 1|5 1001
21112 {~~|01 =26 |~--~[010]2
1 15]=7 00 1 |=2 00 1|-2

Regenim soustavy je usporadand trojice X = [1,2, —2]. Geometricky toto
reseni interpretujeme jako bod, ktery je spoleény tfem rovinam odpovida-
jicim danym rovnicim, viz Obr.[@l.

[1351] r+3y+52=1 (35)
03 6|1 3y +6z=1

h(A) = h(A*) < n (pofet neznamych), soustava ma nekonecné mnoho
feseni

Obrézek 7: Reseni piikladu 1.1 b - t¥i roviny se spole¢nou piimkou

Reseni urcime ze soustavy (33), kterd odpovidd matici v Gaussové tvaru
ekvivalentni s rozsifenou matici dané soustavy:

r+3y+oz=1
3y +6z=1
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Neznamé x, y, které odpovidaji prvnim nenulovym prvkim kazdého radku
matice v Gaussové tvaru ziustanou nezndmymi (tzv. ,zakladni* neznamé),
zatimco nezndmou z nahradime redlnym parametrem ¢ (nejsme schopni
urcit hodnoty vice nezndmych nez je pocet nezavislych rovnic, proto tuto
tfetl nezndmou uvazujeme jako ,,volnou*):

2=t teR
r+3y=1->5t
3y =1—06t

. 1
ReSenim soustavy je mnozina vSech usporadanych trojic M = {[t,g -

2t,t];t € R}. Geometricky toto FeSeni interpretujeme jako piimku, kterd
je spolecnd vsem tiem rovinam odpovidajicim danym rovnicim, viz Obr.[7

ad c)
1 1 —=3|1 11 =31 r+y—3z=1
23 =2|1 |~ ~101 4 |-1| — y+4z=—1
12 113 00 0] 3 0=3

h(A) < h(A*), soustava nema Feseni

Obréazek 8: Reseni piikladu 1.1 ¢ - tii roviny nemaji spoleény priinik
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MnoZina Feseni dané soustavy je prazdna: M = (). Geometricky lze tento
zaver interpretovat tak, ze roviny odpovidajici danym rovnicim nemaji
(vSechny tii) zadny spoleény bod, viz Obr.Rl

Véta 11.1 (Frobeniova véta). Soustava m linedrnich rovnic o n neznd-
mych nad télesem T ma aspon jedno resent prdave tehdy, kdyzZ hodnost
matice této soustavy je rovna hodnosti rozsirené matice soustavy, tj.

h(A) = h(A%).

Diikaz. Frobeniova véta ma formu ekvivalence. Mtizeme ji schematicky vy-
jadrit takto:
aspol jedno TeSeni < h(A) = h(A").

Dokazujeme tedy prislusné dvé implikace:
(1) aspon jedno Teseni = h(A) = h(A*)

aspon jedno Teseni = ex. xy, 9, ..., T, tak, ze x1-a1+xo-as+...+x,-a, =
b = b je linearni kombinaci vektort ay, as, ..., @,. Potom se jeho pridanim k
matici tvorené vektory @y, s, ..., @, nemuze zvysit jeji hodnost, tj. h(A) =
h(A*). Symbolicky zapsano: [ay, @s, ..., G,| = [G1, @9, ..., Gy, b] = h(A) =
h(A*).2

(2) h(A) = h(A*) = aspor jedno Teseni

h(A) = h(A*) = b je linearni kombinaci vektori @y, @, ..., @, = existuje
reseni x1, Ta, ..., Ty O

2Zapisem [iiy, iz, ..., ii,] rozumime tzv. linedrni obal mnoziny vektorii iy, s, ..., @i, coZ je mnoZina viech line-
arnich kombinaci téchto vektoru. Vice v partiich vénovanych pojmu ,Vektorovy prostor®.
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Poznamka. ReSeni soustavy linedrnich rovnic miZe dopadnout trojim
zpusobem. Bud mé pravé jedno FeSeni, nebo mé nekonecné mnoho reseni
a nebo Teseni nema. Jind moznost neni. Jak to dopadne, pozname uz pri
ovérovani platnosti Frobeniovy podminky takto:

(i) h(A) = h(A*) = n ... soustava ma pravé jedno feseni (tj. jednu uspo-
radanou n—tici),

(ii) h(A) = h(A*) < n ... soustava mé nekone¢né mnoho feseni (tj. neko-
necné mnoho usporadanych n—tic, které tvori néjaky , podprostor®, napr.

piimku nebo rovinu),

(iii) h(A) # h(A*) ... soustava nem4 TeSenl.

Priklad 59. Rozhodnéte o tesitelnosti danych soustav. U kaZdé z nich
rozhodnéte, zda ma pravée jedno reseni, nekonecné mnoho Tesent, ci
zda memda Zadné reseni. Své tvrzeni zdivodneéte.

2 —y+z=1 r+y—z=1 rT+y—z=2
r+2y—z=3 ) rT—y+22=0 ¢) 20 —y+3z2=1
dor +3y — 2 =171, x4+ 3y — oz =2, —r+y+2z =4

11.5 Vztah mezi reSenim nehomogenni a prislusné homo-
genni soustavy linearnich rovnic

Mnoziny Teseni nehomogenni soustavy linearnich rovnic a k ni prislusné
homogenni soustavy spolu zce souvisi. Zajiméa nas povaha tohoto vztahu,
a jak ho mtzeme vyuzit pii feseni nehomogennich soustav.

Priklad 60. Reste dané dané dvojice homogennich a nehomogennich
soustav linedrnich rovnic.

a) x+ 2y =0, x+ 2y =5,
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b) —x+2y+2=0 —x+2y+z=17
x+y+2z=0, r+y+2z =11

Reseni:

ad a)

Reseni homogenni soustavy: W = {[—2t,t];t € R} = {t(—2,1);t € R}.
Regeni nehomogenni soustavy:

M ={5—-2tt;t e R} ={[5,0] +t(-2,1);t € R}.

ad b)

Resenf homogenni soustavy: W = {[—t, —t,t];t € R} = {t(—1,—1,1);t €
R}.

Reseni nehomogenni soustavy:

M={5—t6—t1t:tec R} ={560+t—1—1,1)t€ R).

Véta 11.2 (Reseni nehomogenni soustavy). Necht R je libovolné veseni
nehomogenni soustavy AX = B a W4 je vektorovy prostor vsech resent
odpovidajici homogenni soustavy AX = O. Pak pro mnozZinu M vsech
resent soustavy AX = B plati:

M:{R—i-ﬁ;ﬁé WA}.

Diikaz. (1) {R+u} C M; A(R+u)=AR+Au=AR+0=AR=1D

R+1u}; AQ =B, AR =B = A(Q — R) = O = existuje
R € Wy tak, 7ze AQ = A(R + 1) = B. []

~
O =
I 1N
PN
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Poznamka. Véta 1.4 nam jinymi slovy tikd, Ze vSechna reSeni ne-
homogenni soustavy linearnich rovnic jsou urcena souc¢tem
jednoho konkrétniho reseni R této soustavy a vSech reseni u
prislusné homogenni soustavy.

Zaveér: Pii feSeni nehomogenni soustavy linearnich rovnic s nekonecné
mnoha TeSenimi (tj. h(A) = h(A*) < n) mizeme postupovat takto:

1. Vytesime prislusnou homogenni soustavu rovnic. Jeji obecné feseni ozna¢me

—

X.

2. Najdeme jedno konkrétni feseni dané nehomogenni soustavy. Oznac¢me
ho R.

3. Mnozinu M vsech Teseni dané nehomogenni soustavy vyjadiime jako
soucet jejiho jednoho konkrétniho feseni a obecného feseni prislusné homo-
genni soustavy:

M=R+=zx

Poznamka. Mnozina vsech feseni nehomogenni soustavy tvori tzv. bo-
dovy prostor (tj. je to mnozina bodi, také mizeme ¥ici ,mnozina mist*),
zatimco mnozina vSech TeSeni prislusné homogenni soustavy tvori tzv. vek-
torovy prostor (tj. je to mnozina vektori, také muzeme ¥ici ,,mnozZina
sméra).

Prvky bodového prostoru (definice bude uvedena pozdéji, viz Pech:
AGLU /str. 14 - Def. 2.1) nazyvame body. Kazdy bod, ktery je fesenim ne-
homogenni soustavy, se da vyjadrit jako soucet jednoho konkrétniho bodu
a linearni kombinace vektort (které jsou fesenim prislusné homogenni sou-
stavy).

Prvky vektorového prostoru (definice bude uvedena pozdéji, viz Pech:
AGLU/str. 8 - Def. 1.1) nazyvame vektory. Kazdy vektor se da vyjadfit
jako linearni kombinace skupiny vektort z téhoz prostoru, kterou nazyvame
systém (mnoZina) generatoru daného vektorového prostoru.
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Dimenze vektorového prostoru je ¢islo, které udava pocet linearné
nezavislych vektorti, jejichz linearni kombinaci mohu vytvorit kazdy vektor
uvazovaného prostoru. Systém generatorti v.p., ktery je tvoren linearné
nezavislymi vektory se nazyva baze vektorového prostoru. Dimenze je tak
rovna poctu vektorti baze daného vektorového prostoru. Bod (pocatek) méa
dimenzi 0, primka dimenzi 1, rovina dimenzi 2 a prostor méa dimenzi 3.

11.6 Homogenni soustava m linearnich rovnic o n neznamych

Homogenni soustavou rozumime soustavu linearnich rovnic, které maji na
pravych strandch vyhradné nuly (tj. vSechny rovnice v soustavé jsou ho-
mogenni). Pro takovou soustavu je vzdy splnéna Frobeniova podminka.
Homogenni soustava ma tedy vzdy feseni - tzv. ,trividlni reseni”, které
spoc¢iva v tom, Ze za vSechny neznamé dosadime nuly (trividlnim FeSenim
je tedy usporadana n—tice tvorena samymi nulami, téz mtzeme fici nulovy
vektor).

Pokud je matice homogenni soustavy regularni, tj. h(A) = n, ma soustava
jenom trivialni TeSeni.
Pokud je matice soustavy singularni, tj. A(A) < n, ma homogenni soustava

nekoneéné mnoho feseni a trividlni TeSeni je jenom jednim z nich. Timto
pripadem homogenni soustavy se ted budeme zabyvat.

Piiklad 61. Reste homogenni soustavu

r1 + T9 + X3 + X4
r1 + 219 + 313 + 4dxy
xr1 + 3r9 + drs + Tay
Tr1 + 45172 + 75173 + 101’4 =

(36)

o O o O

ReSeni: Mnozina feseni dané homogenni soustavy:

Wa={(s+2t,—2s — 3t,s,t);s,t € R},
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Mnozina Wy je podprostorem vektorového prostoru R*. MiiZzeme ji zapsat
jako linearni obal (tj. mnozinu vSech linedrnich kombinaci) dvou nezavislych
vektort:

Wa=1[{(1,-2,1,0),(2,-3,0,1)}] CC R*.

Dimenze W, je potom
dimWA = 2.

Véta 11.3. Necht je dina homogenni soustava m linedrnich rovnic o n
neznamych nad télesem R a necht matice A této soustavy md hodnost
h(A). Potom mnozina W4 vsech Teseni této soustavy je podprostor
aritmetického vektorového prostoru R" a mad dimenzi n — h(A), tj.

dimWy =n — h(A).

K dlikazu této véty nemame zatim vytvoreny potiebné teoretické zaklady.
Vratime se k nému pozdéji.

11.6.1 Vytvoreni baze vektorového prostoru vSech reseni ho-
mogenni soustavy

Vratme se k TeSeni prikladu 61l Vidéli jsme, Ze si ho miiZeme zapsat tvaru
Wa=1[{(1,-2,1,0),(2,-3,0,1)}].

V této kapitole si na prikladech ukazeme, jak se daji primo najit vektory
baze podprostoru Wy.

Postup reseni Prikladu GIE

1. Uréime tzv. zakladni neznamée

Provedeme Gaussovu eliminaci matice soustavy:
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3 &~
o O
O Ol =

1
1

O |

11
2 3
Soustava odpovidajici vysledné matici v Gaussové tvaru ma tvar

331+332+£L’3+£U4:0
CCQ+2CC3+3CC4:O.

1
3
0
0

o O N =

o O O =
W N = =
@ O
O O W =

=0 N
~N ot W

1
1
1
1

—_
o

0

(37)

Neznamé, které odpovidaji prvnim nenulovym prvkim na kazdém radku
matice v Gaussové tvaru (viz podtrzeni), nazveme zakladni neznamé.
V nasem pripadé se jednd o x1 a x9. Vzhledem k témto nezndmym pak
fesSime soustavu, kdyz zbyvajici neznamé ("nezakladni” nebo téz ”volné”
neznamé) nahradime redlnymi parametry. V nasem konkrétnim piipadé
tedy

zakladni nezn. :  xq, x9; volné nezn. : x3=s, x4=1t; s,t€R.

2. Vypocitame dimenzi prostoru reseni W,

dmWy=n—h(A)=4—-2=2

3. Hledame dv& nezavisla feseni by, by tvoFici bazi Wy
Vektory 51, b nejprve volime takto:
bl = ($1,$2,1,0), bQ = (yl,yg,O, 1)

Potom je dosadime do soustavy (B7) a dopocitame piislusné hodnoty 1,

Lo, Y1, Y2 - ~ ~
by = (1 —2, 1,0) by = (2, —3,0, 1).

Obecné Feseni Z homogenni soustavy (€ (BI)) pak mtzeme zapsat jako linearni
kombinaci vektoru bl, bg

7=s(1,-2,1,0)+#2 —3,0,1); s,t€R.
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Priklad 62. Reste ndsledujici homogenni soustavu linedrnich rovnic
a urcete bdazi vektoroveho prostoru vsech resent této soustavy:

r1 — 2x9 — X3 + 214 + dxy =0
3r1 — Oxg — 223 + x4 + 3x5 =0 (38)
—2r1 + 4x9 + 13 + 24 + 225 =0

Reseni:
Wa=10[(21,00,0),(3,0,51,0),(7,0,12,0,1)}]
Obecné Teseni mizeme zapsat ve tvaru

r(2,1,0,0,0) + 5(3,0,5,1,0) + £(7,0,12,0,1): r,s,t €R. (39)

T

Poznamka. 7 tvrzeni véty plynou jasné zaveéry o poctu feseni homo-
genni soustavy linearnich rovnic. Je zfejmé, Ze hodnost matice A je vzdy
mensi nebo rovna dimenzi n prostoru neznamych (poc¢tu neznamych). Uva-
zujme nejprve h(A) = n. Po dosazeni do vztahu dim W4 = n — h(A) do-
staneme pro dimenzi prostoru feseni soustavy dim W, = 0. Jedna se tedy
o trividlni podprostor obsahujici jediné - trivialni (nulové) feseni sou-
stavy. Pro h(A) < n pak dostaneme dim W, # 0. Prostor feseni obsahuje
tedy nekonecéné mnoho prvki - soustava ma nekone¢né mnoho reseni
soustavy.

11.7 Nehomogenni soustava m linearnich rovnic o n nezna-
mych

Zajimaji nas zde hlavné neregularni soustavy, tj. soustavy, které maji neko-
ne¢né mnoho TeSeni. Jiz vime, jak spolu souvisi feseni takové nehomogenni
soustavy s Tesenim ji odpovidajici soustavy homogenni (viz Véta [[1.4).
Pokracujeme prikladem soustavy, ktera se, az na pravé strany, shoduje s
homogenni soustavou (B8)) z prikladu 62
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Priklad 63. Reste nasledujict soustavu linedrnich rovnic:

r1 — 29 — x3 + 214 + Ox5 =38
3r; — 6x9 — 223 + x4 + 3x5 =2 (40)
—2x7 + 4x9 + x3 4+ x4 + 225 =6

Reseni: Regent
M ={(—14 42k + 301+ Tm, k, =22+ 5l + 12m,l,m)}

muZeme piepsat do tvaru, v némz je patrné feSeni (B9) prislusné homo-
genni soustavy (B8):

M = {(—14,0,—22,0,0)+k(2,1,0,0,0)+1(3,0,5,1,0)+m(7,0,12,0,1)}

Vé&ta 11.4 (ReSeni nehomogenni soustavy). Necht v je libovolné reseni
nehomogenni soustavy Ax = baWy je vektorovy prostor vsech resent
odpovidajici homogenni soustavy AT = 0. Pak pro mnoZinu M vsech
resent soustavy Ax = Z;platz/:

M:{ﬁ—l—ﬁ;ﬁEWA}.

Poznamka. Véta 1.4 nam jinymi slovy 1ikd, Ze vSechna reSeni ne-
homogenni soustavy linearnich rovnic jsou urcena souc¢tem
jednoho konkrétniho reseni této soustavy a vsSech reseni pri-
slusné homogenni soustavy.

Dikaz. (1) {T+@} C M; A(T+1) = AT+ Ai= AT+6=A0=1b

—

2) M C {T+d}; AG =0b, A =b= A(@ —7) = ¢ = existuje
— @ — 7 € Wy tak, 7e AW = A(T+ @) = b. O

<y

Zaveér: Pii feseni nehomogenni soustavy linearnich rovnic s nekonecné
mnoha TeSenimi (tj. h(A) = h(A*) < n) mizeme postupovat takto:
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. Vytesime prislusnou homogenni soustavu rovnic. Jeji obecné feSeni oznacme

SE

2. Najdeme jedno konkrétni feseni dané nehomogenni soustavy. Oznac¢me

=

<y

0]

3. Mnozinu M vsech teseni dané nehomogenni soustavy vyjadiime jako
soucet jejiho jednoho konkrétniho reseni a obecného feseni prislusné homo-
genni soustavy:

M=v+7

Poznamka. Mnozina vSech feSeni nehomogenni soustavy netvori vek-
torovy prostor (neobsahuje nulovy vektor). Jedna se o tzv. linearni
mnozinu. Pozdéji si ukdZzeme, Ze se jedna o afinni bodovy podprostor.

12 Reseni regularnich soustav

Soustavu

axry + apxs + ... + apx, = by
911 + 99Xy + ... + a9,x, = by (41)

Ay1T1 + QoXo + ... + Qyn®y, = by,

nazyvame regularni, jestlize je regularni jeji matice soustavy

aip a2 ... Qaipn
A — as1 A922 ... A9y
Am1 Am2 .- Gmp

To znamend, kdyz je matice A ¢tvercova fadu n (tj. m=n, neznamych
je stejny pocet jako rovnic) a jeji hodnost je rovnéz n (nebo je splnéna
ekvivalentni podminka det A # 0). Sloupcové (fadkové) vektory regularni
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matice jsou tedy linedrné nezavislé a tvori bazi vektorového prostoru Vi,
dimenze n :

Vn = [{61, 52, ...,dn}] = [{al, as, ..., CLnH
Pripomerime si, Ze soustavu () mizeme zapsat pomoci linedrni kombinace
sloupcovych vektor matice A :

ai ai2 a1in bl
a91 @99 a9 by

zi-| A | T x| =] 7 (42)
anl ano Ann bn

Protoze b € V,, a mnoZina sloupcovych vektort {ay, @z, ..., @, } je bazi V,,,
je ziejmé, Ze existuje jedind n—tice (1, s, ..., T, ) takova aby rovnost (42))
platila. Regularni soustava (A1) ma tedy skutecné préavé jedno feseni ve
tvaru (x1, o, ..., Tp).

Piiklad 64. Reste ndsledujici soustavu v R*.

1+ 2o+ 203+ 34 = 1

31 — X9 — 13— 204 = —4
2$1+3$2—$3—$4 = —06
T1+ 209 —3x3 — x4 = —4

12.1 Gaussova a Gaussova-Jordanova eliminace

Pouzijeme ekvivalentni tpravy k prevedeni matice na nalezity tvar. Sou-
stava odpovidajici vysledné matici ma stejné reseni jako matice ptivodni a
pritom je jednodussi.

11 2 311 11 2 311 100 0|1
3 -1 -1 —2|—4 0 —4 —7 —11|—7 0100|—1
23 —1 —1/-6|"7 10 0 27 39(39 | |0010|0
1 2 —3 —1|-4 00 0 1|1 000 1|1



Regeni soustavy: X = (—1,—1,0,1).

12.2 Cramerovo pravidlo

Cramerovo pravidlo a jeho diikaz najdete na strané

1 1 2 3
3 -1 —1 —2
A= 2 3 —1 —11"
1 2 —3 —1
1 1 2 3] (11 2 3
4 -1 —1 =2 3 —4 —1 —2
A= 6 3 —1 —1 1|’ ke 2 -6 —1 —1
—4 2 -3 —1 1 —4 —3 —1
(1 1 1 3 | (11 2 1
3 -1 —4 —2 3 -1 —1 —4
A=, 3 —6 —1 A=, 3 —1 —6
1 2 —4 —1 1 2 —3 —4
Spocitame prislusné determinanty:
det A =81, detA; = —81, det Ay =—-81, detA3=0, detAy=81.

a dle Cramerova pravidla urc¢ime reseni soustavy:

81

i

1, QZQZW

—81
=1

)

513’3:—:0,

0 81

31 31

334:—:1.



12.3 Uziti inverzni matice
ReSenou soustavu muzeme zapsat maticové ve tvaru

A-X =B,

kde A je matice soustavy, B je matice pravych stran a X je matice nezna-
mych. Potom pro X plati

X=A" B,
kde A~ je inverzni matice k matici A,
-5 7 0 1 7
27 27 27
-1 -5 1 =2
-1 _ | 27 27 3 27
A7 = -2 -1 1 -—13
27 27 3 27
1 -1 1
-0 —— =
L 3 3 3

Po vynasobeni dostaneme:

X=A1'B=(-1,-1,0,1).
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12.4 Cviceni — Soustavy linearnich rovnic

1. Reste dané soustavy. Nejprve ovéite platnost Frobeniovy podminky.
U kazdé soustavy urcete dimenzi prostoru jejich feseni a bazi (vektorového)
prostoru feseni prislusné homogenni soustavy. Pokuste o geometrickou in-

terpretaci reseni soustav.

(a)

(c)

(c)

(¢)

r—2y =1
3r 42y =

xr+y—22 =
20 —y+3z =7
r—2y+5z = 1

T—2y+22—w =

3xr+y+6z4+ 11w = 16
20 —y+4z4+w =9

{[5—2t,1,¢,0]}

20 — 6y +4z = 2
—r+3y —2z = —1

{[143s —2t,s,t]}

(h)

96

2r+y+3z =1
r+4dy —2z =
{[1 —2t,—1+1¢,t}

rT—2y+z =0
20 +y—3z =
r—3y+3z = 10

{[17_27 1]}

3x —2y+z = 4
r+3y—4z = =3
20 =3y +5z =7

r—8y+9z = 10

20 +2y+3z = 1
y+2z = 3

dr +dy + 7z = 15
{(=%,23,-10]}



(i) r+2y = 0 ()
{[-2t,1)
(k) r—3y+2z =0 (1)
{[3s — 2t, s,t|}
(m) —r+2y+2 =0 (n)
r+y+2z =0
{[_ta _tat]}
(0) —zi4+22—3z3 = =1 (p)
201 +x9 — 223 = 1
1+ To+ T3 = 3
Ty + 209 — 323 = 1
{}

T+2y = 3
{3 —2t,1]}
r—3y+2z =3
{[343s —2t,s,t|}

—x+2y+z =7
r+y+2z = 12
{5 -5 -t}

201 — X9 + 313 — T4 + X5
—x1 + 229 — x3 + 214 — 275

T1+ Ty + 203+ T4 — 5

4

2. Reste soustavy linearnich rovnic, které jsou dany nasledujicimi rozsite-

nymi maticemi. U kazdé soustavy urcete dimenzi prostoru jejich feseni a

béazi (vektorového) prostoru feseni ptislusné homogenni soustavy.

4 3 2|1 1 2 3]—1 (1)_?—?_411—;1
(&) [135/1], ) |-3-6 -7 71, (c)
3692 2 4 7| 0 L3 0=3 1
0 -7 3 1[/-=3
(1 32| 2] 1 92 -1 3| 1] (1 2 4 —5
2 —13| 7 3 -6 5 —10|— 2 -35 —7
(d) 3 -5 4| 12 - (e) 2 4 0 5 4’(f> 2 -2 92 _—3
1 17 4| —4 1 2 1 2| 3 3 —46 —10
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111 98 2 0 1]-1

(g)[_? _?6) _;L_ﬂ, Mm)y| o012 87|, @)1 4 -3 2

~301 —7/9 3 -4 5| 3
3 1 0]-2
Hl11-2 1/ 3
2 1 -3 1

RESENI: (a) {[t, 5 —2t,t]}, (b) {[=7—2¢t,¢,2]}, (c) {[—8,4+¢,8+2t, 1+
tl}, (d) {[-3 = 11t,—1 — t,4 + Tt]}, (e) {|2 — 2s — 5t, s, 1 + t,2t]}, (f)
{[2t, —8+3t, 1, 3]}, (g) {[1+3s—2¢, s, ¢]}, (h) {[—5—3¢, 19—4t, —6—2¢, ¢]},
(i) (ba (J) {[_17 _270]}'

3. Urcete mnoziny bodi, které jsou spolecné rovinam «, 3, ~y, které jsou
dany obecnymi rovnicemi:

a:3x+y—z—7=0 a:x+y+z—5=0
) B:x+2y—5z—15=0 b) B:3c—2y+2—-3=0
v i3z 45y +22—9=0, v A —y 422 — 10 =0,
a:rx+2y+z2—1=0 a:x—2y+z—1=0
) Bisp—z_G=0 d)5:2x—4y+2z—2:o
v T —4y — bz — 16 =0, v: —ox+ 10y — 5245 =0.

4. Reste dané soustavy linearnich rovnic:

1+ 2o+ 203+ 34 = 1 Ty —3dxr3+4xry = —5
a) 3T1 — Ty — X3 —2x4 = —4 D) r1 —2x3+ 31y = —4
201 + 3x9 — 13— 24 = —6 3r1 + 2x9 — x4 = 12

ZL’1—|—25L’2—35L’3—5L’4: —4 4331+3332—5333:5
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r—2y+2z2 =
) —r+3y — 2z =
3r—2y+3z =
2331—3332+6£I?3—[L’4 =
e) T+ 209 — 13 =

T1+3T9— T3 — Ty =

9$1 — T9 + 15%3 — 5$4 =

r1 — 4xy + 213 =
g) 2331 — 3332 — X3+ 5334 =
3xr1 — Txo9 + 13 — dry =

Lo — T3 — Xyq4 =

T+ 31’2 + 5563 + 7$4 =
i) 3$1+5£U2+7£U3+$4 =
b1+ Tx9 + 23+ 314 =

711+ T9 + 313 + Dy

RESENI:

(a) [-1,—1,0,1]; (b) [1,2,1,—1]; ()[123] (d)[ 2,2,

1017 283

—2,1]

[4 t??),?t Qt_%]a (g) [
0

[1,—1,0,2]; (j) [2,0, =2,

dxy 4+ 3x9 + 2053 + 14 =
d) 221 + @9 + 223+ 314 = 1
r1+ 2209+ 3x3+ 414 = 5
31 +2x9+x3+ 204 = 1

r1+ Tx9+drs+ 224 = 4
T1— 209 — T3 — Ty = O
f) 3r] — 209+ 23— x4 = 13
201 + 929 +8r3+ 314 = 7

$1+5$2+3$3+$4 =5

1 3x1 — 2x9 + dxr3 — 64 = 0
—7 h) Ty + 29 — 323 — 4y = 1
—6 6x1 +5r9 — 13x3+ 324 = 1
—1 201 — 1329 + 4023 — 164 = 13
19 T1— Ty — T3+ 204 — 305 = —3
0 b A1 + 3x9 + 43 + 224 + 2205 = —2
A 1+ 209 — 313+ 414 — 5 = —1
16 201 — X9 +3x3 — 414 + 205 = 8
3r1+ Ty —x3+ 204 — x5 = 3
—3,3; (e) 0; (f)
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