6 APLIKACE GAUSSOVY ELIMINACE

6 Aplikace Gaussovy eliminace

6.1 Regularni matice

Ctvercovou matici A nazjvame regularni, pravé kdyz je jeji hodnost
h(A) rovna jejimu stupni, tj. plati:

h(A) =n.
Priklad 28. Kterda z ndsledujicich matic je requldrni?
(2 1 1 -2
“)Al__14’ b)AQ_[—z 4]’
3 —2 1 1 -2 3
C) Ag = —1 4 -3 s d) A4 = —2 4 —1
| 3 -2 5 3 -1 2

Ctvercovou matici, kterd neni regularni, nazyvame singularni.

6.2 Inverzni matice

Necht A je ¢tvercovd matice stupné n. Matice X téhoZ stupné se nazyva
inverzni matici k matici A, jestlize plati

X - A=A-X=1,
kde I je jednotkova matice stupné n. Inverzni matici znacime

AL

Priklad 29. Urcete nezndmou matict X, kterd je Tesenim rovnice

tHESH 2
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6.2 Inverzni matice 6 APLIKACE GAUSSOVY ELIMINACE

Reseni: Neznamou matici X muZzeme zapsat obecné takto:

X = [xl ”].
T3 X4

Potom lze rovnici () psat ve tvaru:

RS

kterému odpovidaji nasledujici dvé soustavy, liSici-se jenom pravymi stra-

nami:
r1+2r3 = 1 To+2xs = 0

4aq +3x3 = 0 Adro+3xy = 1

Tyto soustavy resime najednou, pomoci Gaussovy-Jordanovy eliminace
jedné spolecné ,rozsirené” matice:

_ 5 9 1
12]1 0 1L 0l—z ¢
4 3101 01l 2 _2
| 5 5
Potom: _ _
3 2
X = 45 51
| 5 5

Ze zadani prikladu je zTejmé, Ze nalezena matice X je matice inverzni k
matici A.

UKOL: Ovéite, zda plati
A-At=A41.A=1
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Poznamka. Regularni matice

Regularni matici charakterizujeme také jako ¢tvercovou matice, k niz
existuje matice inverzni. V opacném piipadé hovorime o matici
singularni.

Jednoznac¢nost existence inverzni matice

Nabizi se otazka, zda muze k dané regularni matici existovat vice navza-
jem rliznych inverznich matic. Odpovédi je, Ze ne. ,,Pokud k matici A
existuje inverzni matice, je jedina.”

Dtikaz provedeme sporem. Predpokladejme, Ze existuji dvé matice B a
C, které splnuji definici inverzni matice k A, tj. AB = BA = 1 a
AC = CA = 1. Potom ale B = BI = B(AC) = (BA)C = IC = C,
coz je spor. Pfedpoklad tedy neni spravny, existuje jedina inverzni matice
k A (pokud existuje).

Vypocet inverzni matice

P1i vipoctu inverzni matice k A budeme vyuzivat nasledujici vlastnost:
,Jestlize A je regularni matice a pro matici X plati bud AX = I nebo
XA =1, je X matici inverzni k A4, tj. X = A7«

P11 diikazu uvedené vlastnosti predpokladame platnost vztahu AX = I a
snazime se dokézat platnost vztahu X A = I. Pritom jesté vyuzijeme de-
finici inverzni matice. Plati XA = IXA = (A71A) XA =AY AX)A =
AT TA=A1A=1.

Vypocet inverzni matice uzitim Gaussovy-Jordanovy elimi-
nace:

(AT ] ~..~[T]AT].
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6.3 Maticové rovnice 6 APLIKACE GAUSSOVY ELIMINACE

Priklad 30. Urcete inverzni matici k matict

2 11
M=1321
2 1 2

Pro regularni matice A, B téhoz stupné plati:
(A-By'=pB1.A"1 (2)

UKOL: Ukazte platnost vlastnosti (2)) na pifkladu matic:
1 2 0 1
S G e B

Poznamka. Vlastnost podobna (2) plati i pro transponované ma-
tice, t].
(A-B) =B". A, (3)

UKOL: Ukazte platnost této vlastnosti na piikladu matic:

—1 2
A_ﬁ _21 _11] B=| 2 0
—3 4

6.3 Maticové rovnice

Priklad 31. Jsou dany matice A = [ ! 1] . B = [ ! 2] . Na-

—1 3 —11
jdete neznamou matict X tak, aby platilo:
a) AX = B,
b) XA = B.
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6.4 Linearni zavislost vektoru

Vektory o1, ¥, ..., U, nazyvame linearné zavislé pravé tehdy, kdyz lze je-
den z nich vyjadrit jako linedarni kombinaci ostatnich, tj. kdyz existuje
takové k € {1,2,...,n}, pro které lze vektor v, zapsat takto:

UV = CV1 + U1 + ... + C—1Vf—1 + Cp1Uf4+1 + ... + CLUp,
kde ¢1, o, ..., ¢, € R.

Priklad 32. Zjistéte, ktery z vektoru d; =
je linedrni kombinaci vektori as = (1,1, 1
a5 = (1,—1,—1,0,0).
Priklad 33. Zjistéte, zda jsou dané vektory linedrné zdvislé nebo
nezavisle. Po zjistént linedrni zdvislosti urcete tu jejich linedrni kom-
binaci, ktera je rovna nulovému vektoru.

a) d@=(2,57),b=(6,34), = (5-2,3),

b) @=(6,4,2), b= (—9,6,3), ¢= (—3,6,3).
€) d=(-1,0.3), b=(4,2,0), 7= (—5,—1,9).
d) @=(1,3,5), b= (2,4,6),

e) @=(3,-8,1), b=(—6,16,—2),
f)ﬁ—(&l7)5:( 1), ¢=1(2,0,3),

g) a= (3,2 )5iﬂ11) ¢=(5,4,2),
lna—looo)b (2,1,0,1), €= (3,2,1,1),

(
i) @=(3,0,1,0), b= (0,3,0,1), = (0,1,0,3), d = (1,0,3,0).
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