7.4 Permutace mnoziny 7 DETERMINANT MATICE

7.4 Permutace mnoziny

Priklad 28. Vypoctéte nasledugici determinanty. Hledejte spolecné
rysy vyrazu pro hodnoty determinantid matic 2. a 3. stupne. Potom
se pokuste definovat determinant.

ail ai2
a21 A22

ail a1z ais
= .. 21 Q922 A3 | = ...
asy azz ass

Poznatek z reseni prikladu 28

Determinant matice je tvoren vsemi takovymi soudiny, Ze
z kazdého radku a z kazdého sloupce matice je v kazdém
z nich obsaZen pravé jeden prvek.

Téchto soucint je n! (n faktorial), kde n je stuper matice. Cast z nich je
uvedena znaménkem -, ¢ast pak znaménkem 4.

K vysloveni tiplné definice determinantu zbyva uz jenom Tici, Ze o tomto
znaménku rozhoduje poradi, v jakém vybirdme cinitele prislusného sou-
¢inu z jednotlivych sloupcti. Jedna se o znaménko permutace sloup-
covych indexu.

Regeni piikladu P8 mtizeme zapsat takto:

ail ai2

— (—1)°. : —1)t. :
(o1 o (=1)" - ag - agn + (—1)" - ars - as,

aj;p a2 ais
g1 Q22 23 | =
asr az2 ass
= (—1)%ay; - ags - agz + (—1)'a1y - ags - azo + (—1)'ays - agy - ags +

+(—1)2a12 Q93+ (31 + (—1)2a13 -~ Q21+ 32 + (—1)3a13 Q92+ A3q,
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kde exponenty u -1 vyjadiuji pocet inverzi v odpovidajicich permutacich
sloupcovych indexti. Znaménko mocniny pak odpovida znaménku téchto
permutaci.

7.4.1 Permutace mnoziny

Permutaci mnoziny M rozumime kazdé vzajemné jednoznacné zobrazeni
mnoziny M na sebe.

Uvazujme napiiklad mnozinu M = {1,2,3}. Potom zobrazeni f, pro

které plati f(1) =3, f(2) =1, f(3) = 2, je permutaci.

Permutace mnoziny M pTedstavuje urcité usporadani jejich prvka. To
zname z kombinatoriky. Vime, Ze pocet vSech permutaci n—prvkové mno-
ziny jeroven n!=n-(n—1)-(n—2)-...-2-1 (tj. n faktorial).

Permutaci obvykle zna¢ime pismenem 7. Symbolicky ji miZzeme zapsat

jako zobrazeni
w: M — M.

Konkrétni permutace mnoziny M = {1, 2,3} zapisujeme takto:

(123 (123 (123
Mm=\1923) ™7 \3192) ™ {231/

Potom pro obrazy prvkt mnoziny M plati napiiklad, ze 7(2) = 2,
mo(1) = 3, m3(2) = 3 apod.

Poznamka. MnoZina vsech permutaci mnoziny M spolu s operaci skla-

dani permutaci (tj. skladani zobrazeni, protoze permutace je zobrazeni)
tvori grupu. Ukazte to na prikladé. Je tato grupa komutativni?
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Obecnou permutaci na mnoziné M = {1,2,3,...,n} zapiSeme takto:

1 2 3 .. n
1 To T's ... Tp
potom pro obraz prvku ¢ mnoziny M plati

7T(Z> =T;.

Inverze

Inverzl permutace 7 rozumime dvojici obrazi rg, r; v matici (), niz je
vétsi ¢islo pred mensim, tj. 7, > 7;. Pritom tato ¢isla nemusi byt v zapise
permutace vedle sebe.

Pokud tedy v zapise permutace

1 2 ...k .. 0l .. n
mw =
rh Tro ... T ... T ... Ty
je r. > 1, tvori tato dveé ¢isla jednu inverzi.

Znaménko permutace
Znaménkem znm ( nebo sgnm) permutace 7 rozumime hodnotu vyrazu
(—1)%, kde k je pocet viech inverzi permutace 7. Zapisujeme

= (—1)F,
Permutaci o sudém poctu inverzi nazyvame sudou permutaci. Permu-
taci o lichém poctu inverzi pak nazyvame lichou permutaci. Hodnotu

funkce znm nazyvame paritou permutace. Suda permutace ma paritu
+1, licha potom —1.
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Priklady permutaci a urceni jejich znamének:

a) Permutace m na mnoziné M = {1,2,3} :

(123 B VT
71(132), k=1, = (—1) = —1.

b) Permutace m na mnoziné M = {1,2,3,4}

(1234 B B 3
72—(234 1), k=3, znmy = (—1)7 = —1.

c) Permutace 73 na mnoziné M = {1,2,3,4} :

(1234 B v
73(3412), k=4, mry = (—1)" =1,

Priklad 29. Determinant matice druhého radu:

ail ai2

—(—=1)°. : —1)t. . Qo
(o1 oo (—=1)" - aq1-axp+ (—1)" - a1z - agn

Jedna inverze v poradi, proto znaménko minus.

7.5 Definice determinantu

Definice 7.1 (DETERMINANT). Necht A = (a;;) je ctvercova ma-

tice n—tého radu nad télesem T'. Determinantem matice A rozumime
prvek télesa T' ve tvaru:

det A = E ZNTC = Q1py = Q2py * . * Oy
TES)

kde scitdme pres vSechny permutace m mnoziny 1,2, 3, ...,n. MnozZina
téchto permutaci je oznacena symbolem S,,.
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Priklad 30.

air a2 a13

az1 a2 Q23 | =

azy ag2 ass
= (=1 a11 - az - azz + (1) a11 - ass - ass + (—1)'a12 - as - ass +
+(—1)%a12 - asz - az1 + (—1)%a13 - as1 - azs + (—1)%as3 - as - az,

7.6 Pravidla o pocitani s determinanty

Pro pocitani s determinanty plati nasledujici pravidla. Tato pravidla se
bézné uvadéji ve formé véty (nebo jednotlivych vét). Diikaz pak vesmés
vychazi z uvedené definice determinantu. My se zde spokojime se sezna-
mem téchto pravidel, doplnénym ilustracnimi priklady:.

1. Zaménime-li vzajemné dva radky (sloupce), zméni deter-
minant své znaménko.

2 3

=1
1 2 ’

-1

I 2
2 3

2. Jsou-li vSechny prvky jednoho radku (sloupce) rovny
nule, je determinant roven nule.

1 23
0 00]|=(1-0142-0-(=3)+3:0-1)— (3:0-(=3)+2-0-1+1-0-1) = 0
311

3. Obsahuje-li matice dva stejné radky (sloupce), je jeji de-
terminant roven nule.
1 23
123]=(1-26+2-3-4+3-1-5)—(3-2:4+2-1-64+1-3-5)=0
456
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4. Je-li radek (sloupec) linearni kombinaci ostatnich radka
(sloupct), je determinant roven nule.

1 2 3

1-k 2.k 3-k|=

4 5 6
(1-2-k-6+2-3-k-4+3-1-k-5)—
—(3-2-k-4+2-1-k-64+1-3-k-5)
=1-2-k-6+2-3-k-4+3-1-k-5—
—3-2-k-4-2-1-k-6—-1-3-k-5=0,

Poznamka. 7 porovnani poslednich dvou prikladd plyne:

1 2 3 123
1-k2-k3-k|=k-|123
4 5 6 456

Jedné se o projev nasledujici vlastnosti determinanti.

5. Nasobime-li prvky jednoho radku (sloupce) néjakym ¢is-
lem, nasobi se timto Cislem cely determinant.

13 26

12

|34‘_—2, |3 4‘——26——2-13.
Dtsledky:
NER 1 2 11
() 912‘2'3"3 4|2'3'2"3 2“

(ii) det (k - A) = k™ - det A, kde n je stupen matice A.
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6. Determinant se nezméni, pricteme-li k jednomu radku
(sloupci) linearni kombinaci ostatnich fadki (sloupci).

Dusledek:

Moznost uziti Gaussovy eliminace pfi vypoctu determinantu.

Priklad 31. Vypocet determinantu uzZitim eliminace k prevedeni
matice na trojuhelnikovy tvar:

12 3 123 12 3
25 8|=]012|=|01 2 |=1-1-(-3)=-3
3 8 10 021 00 =3

Priklad 32. Vypocet determinantu uzitim eliminace k prevedent
matice na trojuhelnikovy tvar:

0 1 —1 -2 1 3 -2 1 3 -2 1 3
-21 3 |=—-]0 1 ~-1|=—=]01-1|=—=|01-1|=6
2 7 =8 2 7 =8 0 8 =5 0 0 3

7. Determinant matice transponované je stejny jako deter-
minant matice puvodni.

det A = det AT

8. Determinant soucinu dvou matic je roven soucinu deter-
minantd jednotlivych matic (Cauchyho véta).

det (A- B) =det A-det B

36



7.6 Pravidla o pocitani s determinanty 7 DETERMINANT MATICE

Dusledky:
i) A-B+# B- A, ale
det (A- B) =det (B - A).

(i) det (A- A1) = det A-det A7t A det(A-A7!) =detE =1,
potom plati

Poznamka. Pro ¢tvercovou matici A stupné n plati, Ze néasledujici tii
tvrzeni jsou ekvivalentni:

(i) h(A) =n, (i) det A#0, (iii) A je regularni.
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